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g_       '        fff dxdydz 

^^î  ^fC^  ¥^  calad  de  4'atijraetian  de  l'enipsoide 

_t.  "L-  -4-  — >   I        • 

•  •  ,    ^■  *  ^ 

— Jiethode  de  M.  Catalan,  c#juîslittt  àvremp^cer,  à  l'aide  jde 
cottAiérations  géométriques,  un  élément  de  surfisice  ou  de 
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s  =  »*c »  +       ■!!t-[ («*  -  C) E(* ,  ,.H- c^  F'(* ,(»)]. 
K  a*  —  c* 

<—  Démonstration  de  la  formule 


I     /i  —  m» 


dm  n        an  p      dp  )' 


—  Extension  analytique  de  f£tle méthode  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables.  —  Applications  di\i|rses.  —  Note  ^r 
^   la déterminatioa^des  lin^tes  des  yariàbles  ;à^  /k,  ?,. .  .,  liées  4 
^»  r»  Sy»  • .  par  les  équations 


*■  r"  3» 


^T7— :;;^--  = 


fi»  —  û»        ^»*—  6»  .      ^  — c» 
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formules  d^Euler, 


f . 


J  —00  V    6      '  i/^ 


—  Démonstration  de  la  formule  f^   F  {x)dx=Ay  (On  réduit 

la.détenniilation  des  intégrales  qlDftlle  renfetine,   à  fa  re- 
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:=    2""  1  3  355 
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tratioirde  Téquation 

qui,  lorsqu'une  fonction  esC  Qojatinuei  ainsi  que  sa  dérivée, 
la  transforme  en  intégrale  définie. 
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En  livrant  ^nfin  au  public  le  premier  voiuine  des 
Leçons  de  Calcul  intégral,  dont  rimpre$sion  a  été 
commencée  eu  1 84 1^  j'ai  d  abord  à  rendre  raison 
dWsi  long  retard. 

Deux  causes  principales  peuvent  me  servir  d  ex- 
case,  et  me  justifient,  jç  crois ,  pleinement  :  la  pre- 
mière sera  rendue  évidente  par  la  publication  même 
de  ce  volume;  pour  la  seconde,  ceux  qui  ne  me 
connaissent  pas  voudront  bien  me  croire  sur  parole. 

Quand  les  Leçons  de  Calcul  différentiel  parurent, 
elles  étaient  l'expression  vraie  de  letat  de  la  science; 
on  a  même' bien  voulu  reconnaître  que,  sur  quelques 
points  importants,  j'entrais  dans  une  voie  nouvelle. 
Je  voulais  qull  en  fût  de  même  des  Leçons  de  Calcul 
intégral;  mais  en  prenant  cette  détermination,  j'avais 
mal  apprécié  le  fardeau  que  je  m'imposais;  j  ai  cru 
QQ  instant  qu'il  serait  ^u-dessus  de  mes  forces,  je 
nai  pu  arriver  au  terme  (|u  avec  une  excessive  len- 
teur et  de  trop  pénibles  efforts. 
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Pendant  que  le  Calcul  différentiel  restait  statioa* 
naire,  le  Calcul  intégral  faisait  d'immenses  progrès 
et  changeait  presque  defaqe,  à  tel  point  que  j'ai  con- 
servé quelques  feuilles  à  peine  do  manuscrit  auquel 
je  travaillais  depuis  plusieurs  aiuiéea,  et  dpnt  Fim- 
pression  aurait  pu  s'achever  en  quelques  mois.  Une 
ère  nouvelle  semblait  s  ouvrir;  des  difficultés,  jus- 
que-^là  inabordables,  trouvaient  une  solution  facile  ; 
les  limites  devant  lesquelles  Euler,  Lagrauge,  La- 
place,  Legendre,...  avaient  été  forcés  de  s'arrêter, 
étaient  reculées  bien  loin.  Un  grand  nombre  de 
géomètres,  MM.  Cauchyi  Liouville,  Sturm,  Binet, 
Lamé,  Catalan,    Blanc^t,    Bertrand  en  France; 
MM.  Gauss,  Jacoby,   Lejeune*Diricfalet ,  Ricbelot 
en    Allemagne;    M.    Lobatto   dans   les   Pa^Bas; 
MM.    Ostrogradzky  et  Bouniakowsky    en  Russie; 
M.  Tortolini  à  Rome,  rivalisaient  d'actiWté  et  de 
bonheur.  Les   Recueils  scientifiques,  si  multipliés 
aujourd'hui,   m'apportaient    chaque   semaine   plu- 
sieurs Mémoires  à  étudier,  des  théories  plus  géné- 
rales et  plus  simples  à  exposer,    des  applicaticHis 
heureuses  à  développer,  etc.,  etc.  :  c'était  toujours 
me  condamner  à  de  nouvelles  études,  et  m^impo^ 
ser  une  rédaction  nouvelle.  M.  Cauchy  a  publié, 
à  lui  seul  dans  cet  intervalle,  plus  de  quatre-vingts 
Notes  ou  Mémoires  sur  le  calcul  intégral ,  que  j'ai 
dû  analyser  au  moins  dans  ces  Leçon». 

Pour  suivre  sans  trop  de  retards  un  mouvement 
si  rapide,]  aurais  eu  besoin  de  beaucoup  de  temps; 
j'aurais  dû  me  soustraire  à  toute  autre  occupation  ; 
faire  des  Mathématiques  l'objet  exclusif  de  mes  tra- 
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YaiBL;  mais  un  prêtre  ak  peut  pas  échapper  à  une 
autre  sorte  de  mouvement,  qui  trop  souvent  Tem* 
porte,  et  doit  lemporter  malgré  lui. 

U  est,  pour  ainsi  dire^  un  homme  public;  il  se 
doit  à  tous,*car  tous  ont  des  droits  au  ministère  si 
multiple  qui  lui  a  été  confié.  Établi  de  Dieu  pom* 
soQteHÎr, relever,  encourager  etconsoler,  il  ne  peut 
rester  iosensible  aux  gémissements  «de  l'infortune, 
du  repentir  ou  de  la  douleur:  il  faut  quil  lutte  con- 
tre Tégoïsme,  si  commun  de  nos  jours,  contre  l'in- 
différence religieuse  qui,  dans  ces  temps  de  peu  de 
foi,  règne  trop  en  souveraine  autour  de  lui  :  il  essaye- 
rait ea  vain  de  se  rendre  étranger  aux  charitables 
entreprises  dont  le  succès  peul  dépendre  de  son 
€oncour& 

J'ai  souvent  résisté  à  ce  noble  entraînement,  mais 
pios  souvent  j  ai  été  forcé  de  céder  :  je  ne  me  repen- 
ticai  jamais  d  une  faiblesse  qui  fait  ma  gloire.  La 
Providence  a  béni  ma  coopération  à  quelques 
grandes  oeuvres  qui  contribueront  puissamment ,  je 
Tespére,  à  la  moralisaiion  et  au  soulagement  des 
classes  ouvrières.  ji 

U  fallait  s'arrêter  cependant,  car  let  droits  évi- 
dents  de  Thomme  honorable  qui  a  bien  voulu  sup- 
porter la^rais  de  cette  lourde  publication  ;  car  les 
justes  réclamations  des  nombreux  acheteurs  de  mon 
premier  volume,  ^e  ceux  surtout  qui,  plus  bienveiU 
laots  encore,  avaient  voulu  qu'on  leur  livrât  d  avance 
les  premières  feuilles  des  Leçons  de  Calcul  intégral; 
cir  ks  bienveillants  reproches  des  savants  qui  m'ho- 
norent de  le^pr  estime  et  de  leur  amitié ,  me  rappe* 
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laieDt  trop  vivement  robli^tion  de  r^oarense  jus- 
tice qui.pe$ait  sur  moi. 
'     Je  ne  pouvais  me  faire  illusion  plus  longtemps. 

Q  fallait  rompre  avec  cet  entraînement^  tout  noble 
et  tout  saint  qu'il  fût;  il  fallait  m'arrkcher  même 
aux  bms  de  ces  milliers  d  ouvriers  qui  m'ont  fait  de 
si  toucbants  adieux;  il  fallait  fuir  jusqu'à  mes  meil- 
leurs amis,  et  me  cacher  dans  une  solilude  profonde. 
Je  Fai  fait. 

Là,  tout  entier  à  Dieu  et  k  moi,  j'ai  repris  avec 
courage  d  arides ,  mais  chères  études ,  et  me  suis  ef- 
forcé d  arriver  à  remplir,  dans  le  plus  court  délai , 
les  engagements  de  justice  et  d'honneur  que  j  avais 
contractés. 

Voilà  le  secret  de  cette  longue  retraite  de  six 
mois  qui  a  succédé  tout  à  coup  à  une  vie  active,  à 
une  présence  de  tous  les  jours;  retraite  que  chacun 
s  est  efforcé  d'expliquer  à  sa  manière  aux  dépens  de 
la  vérité,  et  quelquefois  même  de  la  charité  ;  re- 
traite qui  a  compromis  mon  avenir,  où  j'ai  ren- 
contré des  chagrins  que  je  ne  maudis  point,  que  je 
Idénis  au  contraire ,  car  le  seul  bonheur  de  l'homme 
ici-bas  est  l'accomplissement  de  son  devoir,  au  pnx, 
s'il  le  faut,  de  tous  les  sacrifices. 

Voilà  la  vérité ,  je  la  devais  à  mes  le<^iirs  et  à 
moi-même.  J'arrive  maintenait  à  la  partie  techni- 
que de  cette  introduction. 

J'avais  sumoncé  que  les  Leçons  de  Calcul  intégml 
ne  dépasseraient  pas  un  volume,  mais  je  n'ai  pas 
tardé  à  reconnaître  qu'un  pareil  engagement  entraî- 
nerait une  impossibilité  absolue.  Pour  me  renfermer 
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daos  des  limites  si  resserrées,  j  aurais  dû  me  condam- 
ner à  pubUer  un  ouvrage  tout  à  £ait  incomplet.  C  eût 
été  mal  servif .  les  intérêts  de  la  science  et  mécon- 
n^tre  ses  progrès. 

Le  grand  Traité  de»  Lacroix  a  vieilli  et  n  est  pas 
eDCore  renif^acé:  je  nai  pu  supporter  la  pensée 
<pie,  de  longtemps  peut-dtre,  les  amis  si  noinbrenx 
des  sciences  mathématiques  ne  pourraient  qu  avec 
beaucoup  de  fatigues  et  de  dépenses,  s'initier  aux 
travaux  remarquables  des  géomètres  modernes, 
étudier  leurs  savantes  théories. 

Une-eonsidération  bien  simple  ma  encore  frappé  : 
ûen  i8ij  les  Traités  élémentaires  de  Calcul  inté- 
gral, celui  de  Dabourguet  par  exemple,  compre- 
Daient  un  volume  de  cinq  cents  pages ,  n'est-il  pas 
tout  naturel  qu'en  18449  après  tant  de  découvertes 
et  de  difficultés  vaincues,  cet  espaee  soit  presque 
doublé? 

U  fallait  donc  deux  volumes  :  j  aurais  voulu  du 
moins  que  le  premier  renfermât  le  Calcul  intégral 
proprement  dit,  c'est-à-dire  Ilntégration  des  ex- 
pressions différentielles,  des  équations  différentielles 
ordinaires  et  aux  dérivées  partielles;  mais  c'était 
trop  encore.  Le  volume,  tel  que  je  Ta  vais  conçu, 
avait  soixante-deux  feuilles,  plus  de  mill^  P^g^; 
j  ai  été  forcé  d'adopter  une  division  différente. 

Je  renvoie  forcément  à  la  seconde  partie  de  ces 
Leçcms  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, les  applications  analytiques  et  géométriques 
(pii  dépendent  de  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles, le  calcul  des  variations,  l'application  du  cal- 
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cul  des  résidus  au  calcul  intégral,  le  calcul  inverse 
aux  différences  finies ,  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, etc.,  etc.;  enfio,  une  tablé  analytique  très<- 
détaillée  dans  laquelle  j'indiquerai,  avec  la  plus  scru- 
puleuse exactitude,  la  part  qui  revient,  dans  cet 
ouvrage,  aux  géomètres  dont  j'ai  étudié  les  travaux, 
lanteur  véritable  de  chaque  théorie,  de  chaque 
application  importanli,  les  sources  où  j'aurai 
puisé,  etc.,  etc. 

Si  dans  le  texte  de  ces  Leçons  j'ai  paru  éviter 
les  -détails  historiques ,  c'est  que  j'ai  craint  d^  nuire 
à  la  clarté  et  à  l'ensemble  des  démonstratîan».  Je  de- 
mande  qu'on  me  le  pardonne;  bientôt  je  rendrai  à 
tous  pleine  justice:  on  ne  me  verra  jamais  disputera 
qui  que  ce  soit  la  gloire  qui  lui  est  due. 

Je  dois  compte  aussi  à  mes  lecteurs  de  la  méthode 
que  j'ai  adoptée.  Dans  la  préface  de  l'ouvrage  qui  a 
pour  titre  :  Traité  élémentaire  de  la  Théorie  des 
jonctions  et  du  Calcul  infinitésimal^  M.  Cournot, 
inspecteur  général  des  études,  m'attaque  sans  me 
nommer.  II  me  reproche  une  prédilection  trop  ex- 
clusive pour  la  manière  dun  maître;  une  sobriété 
trop  grande  de  considérations  philosophiques. 

Je  n'accepte  pas  le  premier  de  ces  reproches;  je 
suis  heuaeux,  au  contraire,  d'avoir  mérité  le  secood. 

J'ai  une  prédilection  évidente  pour  la  manière  de 
M.  Gauclay,  j  en  conviens.  Cette  prédilection  est  lé- 
gitime, je  l'ai  justifiée,  dans  l'introduction  aux  Leçons 
de  Calcul  diffërentiel,  par  des  preuves  surabondan- 
tes, et  ceux  qui  voudront  bien  étudier  ce  nouvel  ou- 
vrage reconnaîtront  nécessairement  que,  pour  le  Cal- 
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cul  intégral  comme  pour  tant  d'anti^es  branches  des 
sciences  matbématiqnes  et  physiques,  la  gloire  dn 
progrès  appartient  surtout  à  Tillustre  géomètre  dont 
je  sois  Télèvè  et  Tami.  Mais  cette  prédilection  n'est 
pas  exclusive,  bien  au  contraire.  ïe  n'adopte,  en  la 
modifiant,  la  rédaction  de  M.  Cauchy  qu'aatant  que 
je  ne  troave  pas  ailleurs  des  théories  plus  générales, 
des  démonstrations  plus  simples.  Tontes  les  fois  que 
plasieurs,  méthodes  également  rigoureuses  et  élé- 
gantes conduisent  à  la  solution  d'uBe  question  impor- 
tante, je  les  mets  toujours  en  présence,  et  si  M,  Cour- 
not  vent  Ineii  comparer  quelques-unes  de  ces  Leçooa 
auxTkapitres  correspondants  de  son  ouvrage,  les 
Leçons,  par  exemple,  sur  l'intégration  des  équa- 
tions différetitielles  linéaires,  il  regrettera  laccusa- 
tioif  (p|l  a  trop  légèrement;  portée  contre  moi. 

Quaill  il  fut  reconnu  *  que  lè  puissant  génie  de 

Rapliaèl  avait  presque  d^assé  les  limites  du  pos* 

^le,  qu'à  la  perfection  incomparable  du  dessiti ,  à 

la  finesse  et  à  la  fermeté  du  pinceau  j  au  naturel  et  à 

Impureté  du  coloris ,  il  joignait  le  sentiment  le  plus 

^xqnisdubeaù,  ses  chefs-d'œuvre  devinrent  dès  lors 

les  modèles  par  excellence,  sa 'manière  fût  imposée 

AQ  monde.  Ce  qui  n  empêche  pas  que  les  artistes 

consciencieux  doivent  s'efforcer  d'imiter  du  Poussin 

h  belle  ordonnance  de  ses  tableaux,  de  Rubeos  Té- 

eiat  du  coloris,  de  Valentin  la  science  profonde  du 

clair  obscur,  de  Murillo  le  mouvement  et  la  vie ,  du 

Guide  ses  airs  de  tête  si  pleins  d'expression,  etc.,  etc. 

C'est  la  règle  que  j'ai  suivie  dans  le  domaine  bien 

plus  aride  des  mathématiques. 
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J  ai  dit  que  j'aceeptais  sans  wcnse  le  second  rë^ 
proche..  Plus  que  tout  autre,  peut-être,  je  devais 
aimer  les  discussions  philosophiques.  In^ié  parmon 
éducation,  par  mes  études,  et  par  renseignement  de 
la  théologie,  à  toutes  les  subtilités  de  réco^e,  j'avais, 
suivant  l'expression  de  M.  Gournot  ,^acquis  Iç  droit 
défaire  tua  métaphysique;  je  ne  lai  pas  voidu.  J*ai 
repoussé  bien  loin  ces  considérations  trop  abstraites 
sur  les  infiniment  petits  qui  vieqnent  s  abîmer  dans  la 
question  éternellement  agitée  de  la  divisibilité  de  la 
matière  àTinfini,  et  sur  lesquelles'  on  ne  sera  jamiûs 
d  accord.  J  ai  renoncé  même  à-ces  comparaisons  entre 
les  diverses  méthodes  qui  peuvent  faire  le  sujet  de 
quelques  "dévëloppéknents* oraux,  mais  qui  doivent 
être  bannies,  je  le  crois,  d'un  Traité  elassique,  parce 
qu  elles  jettent  sur  les  principes  fondamentaux  une 
obscurité  à  laquelle  Télève  n^échappe  presque  jamais. 
J'ai  même  vu  qu'il  y  avait  quelque  danger  à  dire  trop 
tôt,  comme  je  1'^  fait,  que  le  grand  ^uler  regardait 
comme  essentiellement  nulles  les  différentielles  dont 
M.  Cauchy  fait  des  quantités  finies,  parmi  lesquel- 
les il  trouve  même  une  unité.  Ces  considérations 
métaphysiques,  ces  comparaisons  délicates   feront 
naturellement ,  il  me  semble ,  la  matière  d'uB  ou- 
vrage à  part  dont  j'ai  rédigé  plusieurs  chapitres,  et 
que  je  publierai  s'il  se  présente  une  occasion  favo- 
rable. Je  montrerai  aussi,  dans  ce  petit  Traité,  l'im- 
mense parti  qu'on  peut  tirer  de  la  méthode  infini- 
tésimale géométrique.  Mais  dans  ces  Leçons  d'ana- 
lyse pure  je  n'ai  dû  chercher  qu'une  chose,  la  sim- 
plicité et  la  rigueur  des  démonstrations. 
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Me  sera-t-il  permis  de  croire  qu'avec  Faide  si  puis- 
sant de  M.  Gauchy,  j  ai  fait,  soas  ce  rapport,  l)eau- 
coap  plus  que  ceux  qui  m  ont  précédé?  Je  n  essayerai 
pas  de  le  démontrer  par  une  comparaison,  cependant 
facile,  de  mes  Leçons  avec  des  Traités  estimés,  celui 
de  M.  Coumot  par  exemple. 

Je  passe  à  des  considérations  plus  importantes  sur 
]a  marche  que  j  ai  suivie. 

J'ai  cru,  avec  M.  CaucJiy,  qu'on  ne<pouvait  e^^pli- 
quer  néHement  la  dénomination  et  le  but  du  Calcul 
intégral,  rendre  raison  de  ses  notations  f(»idamen- 
tales,  et  de  sa  liaison  avec  le  Calcul  différentiel, 
qa  en  partant  de  Tintégrale  définie,  que  je  considère 
comme  la  limite  vers  laquelle  converge  indéfiniment 
la  somme  des  valeurs  infinifaent  petites  que  prend 
la  différentielle  quand  on  passe  par  degrés  insensibles 
dune  première  valeur  réelle  et  finie  Xot  à  une  se- 
conde valeur  réeHe  et  finie  X.  J'arrive  plus  tard  à 
Imtégrale  indéfinie ,  dont  Texistence  est  ainsi  rigou* 
rensement  démontrée,  indépendamment  des  consi^ 
dëradoas  géométriques  au^pielles  on  est  forcé  au- 
trement de  recourir. 

Meloignant  ensuite  de  la  marche  suivie  par 
M,  Cauchy,  et  pour  ne  pas  effrayer  dès  le  début ,  je 
renvoie  à  la  sixièâie  Leçon  la  recherchie  plus  aride 
et  plus  difficile  des  intégrales  définies.  Les  quatre 
Ijeçons  qui  précèdent  ont  pour  objet  lexposition 
plus  facile  des  méthodes  d'intégration  îndéfitiie. 

Lorsque  la  fonction  sous 'le  signe  /cesse  d'être 
finie  et  continue,  et  quelquefois  aussi  lorsque  les 
limites  de  l'intégrale  deviennent  infinies,  l'intégrale 
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définie  peut  devenir  infinie  ou  indéterminée  :  «où- 
vent  cette  iodéterminatk);!  n  est  qu^apparente^  et  Tin- 
tégraie  n  a,  en  réalité ,  qu  une  valeur  unique  et  fiaie  : 
souvent,  au  contraire,  rindétermination  est  réelle, 
et  Fintégrale  a  une  infiqké  de  valeurs  ;  mais ,  parmi 
ces  valeurs',  il  en  est  une  plus  remarquable  que  les 
autres,  et  que  M.  Cauchy  a  désignée  *sous  le  nom  de 
valeur  principale  :  enfin  Imtégrale  indb^finie,  qui  est 
en  général  très-petite  lorsque  les  limites  sont  très- 
rapprochëes,  peut,  lorsque  la  fonctioa  sous  le  signe 
/  cesse  d  être  continue ,  acquérir  une  valeur  finie,  et 
devenir  alors  ce  qu'on  appelle  une  intégrale  définie 
singulière. 

Ces  particnlarités  importantes  font  iobjet  des 
sixième  et  septiènie  licçons.  La  théorie  des  intégrales 
singulières  es/t  très-féconde;  elle  fournit  la  valeur 
d  un  grand  nombre  d'intégrales  qu'il  serait  difficile 
de  calculer  autrement  ;  elle  conduit  même  à  des  for- 
mules générales  propres  à  la  détermination  des  inté- 
grales définies. 

11  est  encore  une  autre  remarque  due  à  M.  Cauchy, 
et  qui  la  conduit  à  des  résultats  vraiment  inattendus. 
Les  expressions  obtenues  par  une  double  intégra- 
tion peuvent  différer  lune  de  l'autre  et  dépendre 
de  Tordre  des  intégrations  lorsque  la  fonction  de 
deux  variables,  placée  sous  le  double  signe//,  ou  ses 
dérivées,  cessent  d  être  finies  et  continues  :  la  neu- 
vième Leçon  apprend  à  calculer  cette  différence, 
dans  le  cas  même  où  la  fonction  sous  le  signe  ff  est 
imaginaire. 

J'ai  peine  à  comprendre  que  cette  remarque  im- 
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portante  soit  encore  si  peu  comme,  et- que  tous  les 
jours  des  géomètres  exercés  se  permettent  dmtejrver- 
tir  Tordre  des  intégrations  sans  s  assurer  d*avance 
que  cette  inversion  est  possible.  Beaucoup  de  démons- 
tradons  deviennent  par  là  tout  à  fait  incomplètes. 

Pour  fa£d>ituer  les  élèves  au  calcul ,  et  les  mieu% 
préparer  à  une  étude  plus  approfondie  des  intégrales 
multiples,  j'ai  appliqué  les  théories  qui  précèdent  à 
la  résdlutioQ  des  trois  grands  problèmes  de  la  recti- 
fication des  courbes  planes  et  à  double  coui4>ure, 
de  la  quadrature  des  surfaces  plaqes  et  courbes ,  de 
lacabature  des  solides.  J*ai  consacré  quatre  Leçons 
à  ces  applications  fondamentales,  que  M.  Cauchy  a 
traitées  avec  une  rare  élégance.  Une  Note  intéres^ 
santé  de  AI.  Tortolini,  publiée  dans  le  Gionarle 
arcmiico^  m'a  fourni  la  matière  de  la  douzième  Le- 
çon. Le  géomètre  italien  résout  avec  adressa.ce  pro- 
blème :  Étant  donnée  la  relation  qui  exi^e  entre 
lare d une  certaine  côorbe  et  1  une  des  coordonnées 
de  Son  extrémité,  trouver  Téquation  de  cette  courbe. 
J'ai  appliqué  avec  lui  sa  théorie  à  quelques  exem- 
ples bien  choisis,  et  dans  lesquels  le  calcul  s'achève. 

J'ai  repris  dans  la  seizième  Leçon  le  problème  de 
la  quadrature  des  surfaces  et  delà  cubature  des  so- 
lides sous  lui  point  de  vue  plus  général.  Cette  mé- 
thode nouvelle,  que  j  ai  rédigée  sur  des  Notes  de 
M.  Gaachy,  donne  non-seulement  la  surface  ou  le 
volame eompds  entre  certaines  limites,  mais  toute 
aatre  quantité  assujettie  à  croître  ou  à  décroître  avec 
cette  $ui:face  ou  ce  volume. 
Le  résumé  oomplet  des  tra<vaux  des  géomètres 
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modernes  sur  ia  réduction  des  intégrales  maltiples 
coirimence  à  la  dix-septième  Leçon.  Comme  le  pro* 
cédé  de  réduction  le  plus  fécond  repose  sur  une 
transformation  de  coordonnées  adroitement  choi- 
sies, j*ai  cru  qifil  fallait,  pour  procéder  avec  ordre, 
donner  d  abord  des  notions  suffisantes  sur  les  systè- 
mes de  coordonnées  dont  les  géomètres  se  sont  ser- 
vis avec  le  plus  de  bonheur.  Je  considère  en  par- 
ticulier celles  que  M.  Lamé  a  désignées  sous  le  nom 
de  coordonnées  elliptiques.  Dans  ce  système,  un 
point  quelconque  de  lespace  est  considéré  comme 
l'intersection  de  trois  surfaces  du  second  degré  dé- 
pendantes chacune  dun  paramètre  variable.  Ces 
surfaces  homofocales  jouissent  de  propriétés  re- 
marquables que  je  rappelle  en  peu  de  mots. 

Ces  préliminaires  posés,  il  fallait  établir  la  formule 
générale  à  Taide  de  laquelle  on  effectue  dans  le  Cal- 
cul intégral  un  changement  de  variables.  Une  grande 
lacune  existait  à  cet  égard  dans  les  Traités  même 
complets.  Je  me  suis  efforcé  de  la  combler.  Aux 
quelques  mots  que  Ion  trouvait  dans  les  ouvrages 
connus,  j'ai  substitué  deux  méthodes  rigoureuses 
empruntées  à  MM.  Gauchy  et  Catalan  :  je  regrette 
de  n  avoir  pas  pu  exposer  celle  de  M.  Jacobi ,  mais 
elle  aurait  exigé  trop  de  développements. 

J'aborde  ensuite  directement  le  problème  de  la 
transformation  ou  de  la  réduction  des  intégrales 
multiples  les  plus  remarquables,  en  apprenant  à  re- 
trouver un  certain  nombre  de  formules  données  par 
MM.  Cauchy ,  Poisson ,  Liouville,  Lamé ,  I^ej^mie- 
Dirichlet,  Chasles,  Gat<i1an,  Torlolini. 
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\jes  procédés  suivis  par  MM.  Dirieblet  et  Catalan 
sont  surtout  remarquables.  Le  premier  de  ces  géo- 
mètres multiplie  lexpression  qu'il  s'agit  d'intégrer 
par  un  facteur  doBt  la  valeur  soit  égaie  à  l'unité  dans 
l'étendue  que  les  intégrations  doivent  embrasser,  et 
qui  s'évanouisse  en  debors  .de  cette  étendue.  Le  se- 
cond s'appuie  de  considérations  géonoétriques  très- 
fines  qui  lui  permettent  de  substituer,  à  un  élé- 
ment de  surface  ou  de  volume  difficile  à  intég^rer, 
un  autre  élément  équivalent,  mais  qui  est  tel  qu'on 
paisse  eiïectuer  immédiatement  une  ou  deux  intégra* 
tions.  Des  considérations  analytiques  fort  simples 
éteodent  cette  méthode  au ca&d'un nombre  quelcon- 
que de  variables. 

Javonerai  «ans  peine  que  je  me  suis  laissé  entraî- 
ner par  Toriginalité  de  ces  recherches,  et  qu'elles 
occopent  une  trop. grande  place  dans  ces  Leçons. 
J'apporterai  pour,  excuse  un  fait  qui  est  pour  moi 
une  donnée  de  lexpérience  :  on  ne  peut  apprendre 
sérienseaient  le  Calcul  intégral  qu'en  échappant  aux 
chemins  battus,  à  la  routine  des  Traités  ordinaires, 
pour  suivre  les  maîtres  de  la  science  dans  les  voies 
nouvelles  qu'ils  parviennent  à  se  frayer. 

La  méthode  de  réduction  de  M.  Dirieblet  re- 
pose sur  une  formule  très-féconde  donnée  d'abord 
par  EuUp,  et  que  Poisson  démontra  le  premier  ri- 
goureusement, en  partant  de  l'intégration  d'un  sys- 
tème d'équations  simultanées.  C'était  un  chemin 
détourné  :  je  n'ai  pu  me  résoudre  à  renvoyer  à  la 
seconde  partie  du  Calcul  intégral  la  recherche 
pépible  d'une  intégrale  définie  que  j'avais  employée 

T.  II.  c 
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dans  la  première.  J'ai  mieux  aimé  analyser  deux 
Mémoires  de  M.  Caucby,  treH^-remarquables  et  trop 
peu  connus,  qui  ont  pour  titres  :  lun ,  Ménoire  sur 
les  intégrales  définies  y  prises  entre  des  linâtes  imagi* 
naires;  l'autre,  Recherche  dune  formule  générale 
qui  fi>urnit  la  valeur  de  la  plupart  des  intégrales 
d^inies  connues,  et  celles  dun  grand  nombre  (tau^ 
très.  On  trouvera  d'ailleurs,  dans  cette  vingt-unième 
Leçon,  et  les  vraies  bases  du  passage  du  réel  à  l'ima- 
ginaire, et  un  procédé  très-ingénieux  et  très-général, 
qui  conduit  à  la  détermination  d  une  nmltitude  d'in- 
tégrales définies.  J'ai  donné  comme  exemple  de  cette 
méthode  la  détermination,  par  la  curieuse  formule 
de  Waltis,  du  rapport  de  la  circonférence  an  dia- 
mètre. 

J  arrive  ensuite  à  la  seconde  partie  du  Calcul  in^ 
tégral  ou  à  l'intégration  des  équations  différentielles, 
non  sans  regretter  de  n'avoir  pas  consacré  quelques 
Leçons  à  l'intégration  des  expressions  différentielles 
à  plusieurs  variables.  Marchant  sur  les  traces  de  tous 
les  auteurs  connus,  je  n'ai  pas  assez  séparé  l'inté- 
gration d'une  expression  différentielle  de  l'intégra- 
tion des  équations  différentielles.  La  lecture  récente 
du  grand  Traité  que  M.  Raabe,  professeur  à  Zurich, 
publie  sous  ce  titre  :  Die  differefmal  und  Intégral 
rechnung  mit  functionen  mehrerer  variah^,  ma 
donné  l'idée  de  quelques  Leçons  supplémentaires 
que  l'on  trouvera  dans  le  volume  suivant. 

Les  Leçons  vingt-deuxième,  vingt-troisième,  vingt- 
quatrième  et  vingt-cinquième  n'offrent  rien  de  bien 
nonveau. 
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J  expose  dams  la  vio^-sisiième  Leçon  la  méthode 
rigoureuse  à  laide  de  laquelle  M.  Cauchy  démofi- 
tre  lexistence  d'une  valeur  propre  à  vérifier  une 
éipiatÎQD  différentielle  du  premier  ordre,  et  ap- 
prend à  calculer  cette  valeur  avec  un  degré  d'ap- 
proximation donné.  Cette  méthode,  qui  fat  un  grand 
pas  dans  I9  science,  a  été  imprimée,  mais  les  feuilles 
qui  la  contenaient  nont  pas  été  livrées,  au  pubhc; 
elle  est  par  conséqjient  très-peu  connue. 

Dans  la  vingt-huitième  Leçon  j  apprends  à  déter- 
nmier  la  limite  Jles  erreurs  que  Ion  peut  commettre 
en  calculant  par  le  procédé  dont  je  viens  de  par- 
ler les  intégrées  particulières  d'une  équation  diffé- 
rentielle 4p  premier  ordre. 

Les  solutions  singulières  ont  des  caractères  spé- 
ciaux à  Faîde  desquels  on  peut  les  Réduire  immé- 
diatement, "avant  Itotégrition,  de  l'équation  diffé- 
rentielle donnée,  et  qu'Euler,  Lagrange,  Laplace, 
Poisson  avaient  touF  à  tour  étudiés.  Ces  grands 
géomètres  avaient  essayé  de  démontrer  que  la  pro- 
priété Caractéristique  des  solutions  singulières  était  de 
rendre  infini  ou  indéterminé  le  coefficient  différentiel 

J-;  mais  cette  propriété  est  moins  générale  qu'ils  ne 

Tavaient  cru,  et  la  démonstration  qu'ils  en  avaient 
donnée  dépendait  de  développements  en  séries  dont 
rien  ne  prouve  la  convergence:  on  verra  dans  la 
vingt-neuvième  Leçon  comment  M.  Cauchy  est  par- 
venu à  définir  rigoureusement  le  caractère  propre  des 
solutions  singulières,  et  à  les  séparer  des  intégrales 
particulières. 
En  outre  de  la  formule  de  Riccati,  j  ai  donné 


# 
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comme  appKcations,  daosla  trente-unième  Leçon, 
l'intégration  de  l'équation 

fA  4-  A'-p  -h  A'»{x4r  -  ydx)  -  (B  +  B'x  4-  BV)^r 

-(C-hC'i:-hC»^=  o, 

traitée  récemment  par  M,  Jacobf  ;  et  celle  de  l'é- 
quation- 


que  j'intègre  par  diverses  méthodes. 

La  trente -deuxième  Leçon  9  pour  o>jçt  l'inté- 
gration das  différentielles  totales  du  premier  or- 
dre ,  renfermant  un  nombre  quelconque  da  varia- 
bles. On  y  trouvera  une  transformation  élégante 
de  l'expression  X^  4-  Xdj  -h  Idz,  tivwforma- 
tion  à  l'aide  de  laquelle  on  met  immédiatement  en 
évidence  le  cas  où  ce  trinôme  est  une  différentielle 
exacte. 

J'étendsy  dans  la  trente-troisième  Leçon ,  à  un  sys- 
tème de  n  équations  simultanées  du  premier  ordre,  à 
n  -h  i  différentielles,  ou  à  /i  dérivée^^  la  méthode  ri- 
goureuse d'intégration  déjà  appliquée,  dans  la  vingt- 
septième  Leçon ,  à  Tintégration  d'une  équation  du 
premier  ordre  à  deux  variables.  Cette  Leçon  de 
M.  Cauchy,  entièrement  inédite,  me  semble  tout  à 
fait  remarquable  par  son  élégante  simplicité. 

C'est  un  fait  digne  d'attention  qu'on^n'arrive,  dans 
le  Calcul  intégral ,  à  résoudre  les  grandes  difficultés 
qu'en  faisant  entrer  immédiatement  dans  le  calcul 
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les  valeurs  particulières  correspoiubuites  des  incon- 
iiaes  primitives,  et  des  incoaaaes  nouvelles,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  en  remplaçant  d avance  les 
constantes  arbitraires  que  doit  introduire  Fintég^ra- 
tien  par  les  valeurs  particulières  des  variables  et  de 
leilrs  dérivées. 

On  remarquera  dans  la  trente-quatrième  Leçon , 
qui  traite  de  Fifitégration  des  équationo^  linéaires  si- 
multanées du  premier  ordre,  la  méthode  simple  par 
laquelle  on  complète  Imtégrale,  dans  le  cas  où  Té- 
qui^on  que  M.  Cauchy  appelle  Téquation  caracté- 
ristique, et  dont  les  n  racines  conduisent  aux  n'in- 
tégratfBs  cherchées,  offre  des  racines  égalas. 

J'ai  cru  qu  en  traitant  de  l'intégration  d  une  équa- 
tion çlifférentieDe  d  ordre  quelconque ,  je  ne  pouvais 
me  dispenser  d'établir,  dune  manière  rigoureuse, 
les  conditiotis  d  mtégrabilité  de  Texprêssion  diffé- 
rentielle d  ordre  n,  F(x,  j, .  D^^, .  . . ,  D;^).  Lexell, 
Lagrange,  Foisson  semblent  avoir  ignoré  quEuler 
avait  établi  Bon-seulement  que  la  cqpdition 

D^F  — DxD^.F  -hDÎD^«F— ...r=:o 

étgit nécessaire,  mai^  encore  quelle  était  suffisante. 
lies  méthodes  pas  lesquelles  Lagrange,  Poisson  et 
M.  Bertrand  ont  essayé  de  démontrer  la  formule  d'£u- 
ierjodépendamment  du  calcul  des  variations,  ne 
sont  pas  pleinement  rigoureuses;  celle  que  j'ai  sui- 
vie dans  ces  Eeti^ns  ma  été  communiquée  pai* 
M.Jacques  Binet;  elle  est  à  Tubri  de  toute  objec- 
tioo  sérieuse. 
Je  recorfimande ,  comme  pins  digne.<^  d'attention., 
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les  deux  î^eçons  suivantes,  qui  traitent  des  propriétés 
générales  des  équations  linéaires  de  l'ordre  /i,  à  coef- 
ficients variables  ou  constanis,  aVec  ou  sans  second 
membre.  Il  me  semble  que  j  ai  résumé  avi^  clarté 
tout  ce  quel  on  a  écrit  sur  ce  sujet.  Jai  exposé  avec 
soin  toutes  les  méthodes,  persuadé  que  c'était  une 
occasion  favorable  pour  initier  les  élèves  à  la  ma- 
nière des  divers  géomètres,  et  aux  ressources  si  mul- 
tipliées de  Tanalyse.  M.  Lioiiville,dansle  deuxième 
volume  de  son  Journal,  a  revendiqué  pour  d'A}eiii- 
bert  la  gloire  du  procédé  d'intégration  que  M.  Li- 
bri  s'était  attribué,  et  qui  repose  sur  cette  propriété 
fondamentale  :  Si  1  on  connaît  m  intégrales  particu- 
lières de  Téquation   différeotielle  linéaire  sans  se- 
cond membre ,  on  pourra  toujours  ramener  Tinté» 
gration  de  Téquation  avec  second  membi-e  à  l'inté- 
gration dune    nouvelle    équation   linéaire   dordre 
n  —  m.  Je  n'ai   pas  été  peu  surpris  de  retrouver 
dans  un  auteur  trop  peu  connu ,  Dubourguet,  toute 
cette  théorie ,   et  jusqu'à   la   formule  par  laquelle 
on  exprime,  au  moyen  d'une  intégrale  multiple,  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  différentielle  linéaire 
avec  second  membre,  en  fonction  des  n  iot^nUes. 
particulières   de  l'équation  sans  second  membre. 
Dans  la  trente-huitième  Leçon,  qui  a  pour  titre  : 
Intégration  de  quelques  équations  linéaires  de  l'or- 
dre n,  à  coefficients  variables ^  je  signalerai  surtout 
la  méthode  d'intégration  de  Téqualioi^ 

OU  de  Téquati^n  de  Ri^cati ,  à  laide  d'iiAc  intégrale 
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définie,  méthode  que  M.  Wantzel  a  commuDiqqée 
l'écemment  comme  nouvelle  à  rAcadémie  des  Scien- 
cessée  que  j'ai  trouvée  dans  lexcellente  rédaction  des 
Leçons  de  M.  Gaucfay  que  fit,  en  1817,  M.  Bugnot, 
actoellement  sou^inspecteui*  des  éludes  à  l'École 
Polyteclimque^ 

Le  procédé  par  lequel  M.  Lobatto  intègre  les 
deax  équations 

Dtr  —  xr  =  0,     Dî^-  -^abx^x  =  o, 

est  aussi  fort  instructif. 

Enfin,  pour  rendre  plus  sensibles  les  théories  que 
j'ai  exposées,  pour  familiariser  avec  les  artifices  de 
calcul  par  lesquels  on  est  obligé  de  suppléer  sans 
cesse  à  Timperfection  des  théories  générales,  pour 
montrer  Timmense  parti  qu  on  peut  tirer  de  trans- 
formations habilement  devinées,  pour  mieux  faire 
connaître  Tétat  actuel  de  la  science,  j'ai  cru  néces- 
saire de  passer  en  jrevue  rapidement  les  diverses 
classes  d*équations  que  les  géomètres  sont  parvenus 
à  intégrer  directement  ou  à  laide  de  procédés  plus 
ou  moins  détournés. 

Oo  remarquera,  parmi  ces  applications,  Tintégra- 
tion  du  système  suivant  d'équations  du  second  ordre 

D?x=D,R.     D/j  =  D,R,     D;z  =  D,R,..., 

à  laquelle  M.  Binet  est  parvenu  par  des  considéra-r 
tiens  très-ingénieuses. 

Oo  a  vu,  dans  ce  qui  précède,  comment  on  pou- 
vait ramener  l'intégration  d  une  équation  différen- 
tielle de  Tordre  n  à  l'intégration  de  n  équations  si- 
mwltanées  du  premier   ordre.   Je  montre  dans  I3 


XL  TWTRODCCTIOIV. 


trente-neuvième  Leçon  comment ,  au  contraûpe ,  on 
peut  ramener  Tintégration  d  un  système  de  n  éqaa« 
tions  simultanées  du  premier  ordre  à  ceUe  d  une 
seule  équation  de  Tordre  n. 

Lorsqu  aucune  des  méthodes  par  lesquelles  nous 
avons  appris  jusqu'ici  à  intégrer  les  équatiCM^  diffé- 
rentielles ne  réussit ,  on  est  forcé  de  recourir  à  Tin- 
tégration  par  série.  J'expose  sous  toutes  les  formes 
qu  on  lui  a  données  cette  nouvelle  méthodie ,  qui  ne 
doit  être  employée  qu'avec  beaucoup  de  réserve. 

Quelques  considérations  sur  les  solutions  sîogu- 
iières  des  équations  d'ordre  quelconque  remplissent 
les  dernières  pages  de  la  trente-neuvième  LeçoiK 

L'intégration  par  approximation  des  équations  dif- 
férentielles est  illusoire  tant  qu'on  ne  fouirnit  aucun 
moyen  de  s'assurer,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 
vingt-septième  et  la  trente-troisième  Leçon,  que  les 
valeurs  obtenues,  sont  convergentes ,  on  que  les  li- 
mites  dont  elles  s'approchent  indéfiniment  soitt  des 
fonctions  propres  à  vérifier  les  équations  difféien- 
tielles  données.  La  méthode  que  j'ai  alors  exposée  est 
rigoureuse,  et  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport 
de  la  théorie;  je  l'ai  d'ailleurs  étendue  k  un  système 
d'équations  différentielles  â  ordre  quelconque  dont 
on  peut  ramener  l'int^ration  à  celle  d'équations  dif- 
féi'entielles  simultanées  du  premier  ordre.  M.  Cau- 
cby  a  depuis  fait  connaître  un  nouveau  procédé  d'in- 
tégration par  série  qui,  sous  le  rapport  pratique,  et 
sous  d'autres  points  de  vu^ ,  présente  de  nombreux 
avantages.  Lorsqu'il  n'est  pas  possible  d'obtenir  le&  in- 
tégrales en  ternies  finis,  cette  belle  méthode  permet 
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du  moins»  cte  démontrer  rigoureusement  i  existence 
des  iat^rales  générale,  et  de  les  calculer  avec  une 
approximation  aussi  grande  que  Ton  veut,  parce 
qaeHe  fournit  et  les.  conditions  sous  lesquelles  les 
séries  qui  représentent  ces  intégrales  restedt  conver- 
gentes ,  et  des  limites  supérieures  aux  erreurs  quç 
Ton  commet  en  conservait  seulement  dans  chaque 
série  ses  n  premiers  termes. 

C'est  jusqu'ici  Te  dernier  mot  de  la  science  sur  l'in- 
tégration des  équations  différentielles;  je  me  suis 
arrêté  là. 

Deux  ^otes  seulement  com]>lètent  ce  volume  : 
l'une,  de  M.  Cauchy,  rendra  plus  facile  le  calcul 
des  maximçi  maximorum;  Tautre,  de  M.  Liouville, 
a  pour  objet  de  montrer  comment,  en  suiv^mt 
une  indication  très-remarqnable,  donnée  autrefois 
par  Poisson ,  et  ^développée  depuis  par  M.  Jacoby , 
on  penf,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  déduire  les 
imes  des  autres  les  intégrales  d'un  système  d'équa- 
tions différentielles  données. 

Voilà  l'aperçu  complet  de  ce  second  volume; 
j'aime  à  croire  qu'on  le  trouvera  bien  rempli:  il  ré- 
sume près  de  5oo  feuilles  in-4^. 

Je  ne  dirai  rien  des  notations  que  j  ai.employées; 
j'ai  voulu  qu'elles  né  fati^assent  pas  l'œil,  qu'elles 
fussent  toujours  simples  et  siglnificatives  par  elles* 
mêmes;  je  crois  avoir  atteint  ce  but. 

On  se  persuade  trop  souvent  que  la  rédaction 
devint  plus  concise  et  plus  claire  quand  on  donne 
presque  i  chaque  équation  son  numéro^  je  suis 
convaincu  que  c'est  une-  erreur;  on  ne  lit  pas  des 
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Mémoires  ainsi  rédigés  :  j  ai  snivî  uoe  marche  tout 
opposée.  Je  n'ai  désigné  par  des  chiffres  ou  par  des 
lettres  qaW  très-petit  nombre  d'é^ations  fonda- 
mentales. J'ai  pu  ainsi  réduire  à  deux  feuilles  in-8® 
des  Mémoires  de  sept  à  huit  feuilles  in  4^,  qui  ren- 
fermaient plus  de  deux  cents  équations  numérotées. 
J  ai  substitué  le  plus  souvent  aux  numéros  les  let- 
tres initiales  des  mots  qui  cafaetériseot  les  équa- 
tion»: ainsi,  (D)  reprétente,  pour  moi,  les  équations 
données,  (I)  l'intégrale,  (G)  l'équation .  caractéris- 
tique ou  de  condition,  (E)  Terreur  commise,  [&n^ 
cette  même  erreur,  lorsque  dans  la  série  qui  donne 
le  développement  de  lune  qlielconque  des  n  variables 
indépendantes,  liées  à  la  variable  indépendante  par 
un  système  de  n  équations  du  premier  ordre,  on 
prend  seulement  les  n  premiers  termes,  etc. 

Il  est  dans  le  Calcul  intégral ,  un  principe  qu'on 
doit  appeler  fondamental  :  il  consiste  en  ce  que  l'in- 
tégrale définie  est  ^ale  à  la  différence  entre  les  li- 
mites multipliées  par  une  valeur  moyenne  de  la  fonc- 
tion sous  le  signe/.  Ce  principe,  et  un  grand  nombre 
de  résultats  importants,  reposent  sur  Remploi  sifé* 
coud  du  théorème  suivant  :  Si  a,  a',  a'\ .  • .  sont  des 
quantités  de  même  signe ,  la  somme 

aa  -+-  c'a'  •+•  a" a"  4-  • .  • 

sera  égale  au  produit  de  la  somme  a-h  a'-ha"  +... 
des  quantifés  de  même  signe,  par  une  quantité 
moyenne  entre  les  coefficients  a,  e^^  «",....  Ce  théo- 
rème est  lui-même  Ub  cas  particulier  de  la  proposi<> 
lion  plus  générale  que  je  vais  démontrer. 
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Si  b^  l/,  k*^...  sont  des  quantités  de  même  sjgne ,  ie 
qttotient  qtte  Ton  obtient  en  divisant  la  somme  des 

numérateurs  des  fractions  t»  t7,  t^,.-  P*^  la.somme 

de  leurs  déaominatenrs,^  est  une  moyenne  entre  ces 
mêlées  fractions,  c'est-à-dire  une  quantité,  plus 
grande  que  la  pins  petite  d'entre  elles ,  plus  petite 
que  ia  plus  grande. 

Désignons  en  effet  par  g  la  plus  grande  de  ces  frac- 
tions, et  par  p  la  plus  petite,  on  aura 

f>y     ^>P     f^>/' 

et,  par  suite:  si  A,  h','b'^,. . .  sont  positife, 
'>h      '.>f^P       «>*> 

si  6,  i',  4", . . .  sont  négatifs, 

„<h      „'<^P    „»*<^P 

a^a'  ^  a''  -4- . .  .    >y, 


Combine, Si  a^o^^  O^,...  sont,  ainsi  que/;,  A',  A'V-% 
<1«  quantités  de  même  signe,  les  dënominatcui-s  des 
fractions 
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seront  enqore  des  quantités  de  même  signe;  on  aura 
donc 

Dès  lors  I  si  Ton  pose 

p  set*a  la  plus  petite  et  g  la  plus  grande  (fes  quanti 
tés  a,  a\  a%.  • .,  *et,  en  désignant  par  la  notation 
M.(aj  a\  a",. .  •)  une  moyenne  entre  ces  quantités, 
on  aura 

Une  remarque  encore,  et}>ai.fini.  J'i^i  admis,  sans 
le  démontrer,  comme  une  conséquence  évidepte  de 
réquafion 

/•(or)  -/(^o)  =  (x  -  Xo)/[Xo  -h  B{x  -  xo)], 

qui  est  fondafnentale  dans  le  Calcul  diEféreutiel,  que 
toute  fonction  y(a:) ,  dont  la  dérivée /'(a:)  est  con- 
stamment nulle,  est  nécessairement  une  constante; 
et,  en  effet,  si  f  {x)  est  toujours  nulle,  op  aura 

/'[*«V«(x-.xJ]=o,    /{x}=/{x,)  =  c, 

J'ajoufe  que  la  constante  c  est  tout  à  fait  arbitraire , 
et  que  si  l'on  permet  à  la  fonction  J'{pc)  d'offrir  des 
solutions  de  continuité  correspondantes  k  diverses 
valeurs  de  Xy  il  ne  sera  pas  nécessaire  qu'elle  con- 
serve la  même  valem*  depuis  jc  =  —  oo  jusqu'à 
jc  =  -h  oo.  On  pourra  demander  qu'elle  demeure 
constante  seùlemetit  entre  deu;c  termes  consécutifs 
de  la  suite 

—  00,   X,,   x, ,...,  .r,„,    -h  co, 
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en  prenant  tour  à  tour  les  valeui*s  c^y  C4 ,  c. 
Si  Ion  convient,  avec  M.  Cauchy,  de  désigner  tou 
jours  par  la  notatioB'V^  la  racine  positive,  c'est-à- 
dire  +a  ou  —  a,  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif, 
la  fonction  J'{x)  qui  satisfera  aux  conditions  énon- 
cées ci-dessus  sera  évidefnment  donnée  par  Téqua- 

tioâ  suivante  :  ' 

* . 


^    y/i^-^y 


«»  —^Ct     ar  —  4?,  c,  —  C|,_, 


En  effet,  la  fonctiony*(ar)  ainsi  déterminée  sera  con- 
staminenr 'égale  à  c^  ^tre  les  limites  x  =  —  ce, 
xzzx^;  kc^  entre  ks  limites  jc=  x,,  or  =  jTj,...; 
et  enfin  à  ^„  entre  les  linfites  x  =  a^„,  jr  =  0©. 

£n  terjnînant  eette  introduction,  je  conjuK  de 
nouveau  les  géomètres  dont  j  ai  analysé  les  travaux 
de  ne  pas' m  en  vouloir  si  je  ne  leur  ai  pas  assez  rendu 
justice,  si  je  n'ai' pas  mis  assez  en  relief  ce  qui  leur 
appartient  ;  j  ai  cru,  je  le  répète,  ne  pouvoir  m  ac- 
quitter dignement  de  celte  dette  d*honneur  et  de  re- 
connaissance que  par  la  Tablé  analytique  qui  fera 
partie  de  mon  troisième  et  dernier  volume. 

Plus  de  dix  feuilles  de  ce  volume  sont  déjà  impri- 
mées, et  j  ai  la  certitude  qu'il  paraîtra  longtemps 
avant  la,  fin  de  cette  anuQ^ 

Paris,  1 5  avril  1844. 
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Pa^e  !25o,  Kgue  a5,    au  lieu  de    s  =  r8iDtt8in6^  liaeÈ  c  =  rcdsu»in9. 
Pa^e  a54,  tignd     9,    au  lieu  de    F(iR)£(n),    //xtf«  *  F  (m)  F  (n) . 
Page  a6o,  ligne    if|    au  lieu  de    (i  -*-  k*  -+-  6,r  -t-  >*  -!-•.•), 

.,  /M«f5   (i  ^  fli«  -+-  Cr  -f-  >»-+-. .  O'*' 

/J.y  ligne    17     au  lieu  de    de  chacuoe  de»'C0BBtantQ9^ 

/ùtfs    de  la  sommcdescoustantes. 
Page  a6Sv  Hgoe    .4j    «»  ''««  ^    ^9    ^ii»'    hf. 

Page  279,  ligne     4,    au  lieu  de,  ,*«  =  £  =  ^  [a*~c«)' 

/A,  ligi^     i3,     au  Heu  de    S^^    1    C,    lues    S=s«&  /*/*. 

Page  i|^,  lignes    4^^^)     au  lieu  de"  n^,    li^es    ub. 
i%ge  aga^  ligae      3^     au  lieu  de    l  (>),     Use»    T  (A). 

Page  3oo,  ligne    17,    au  lieu  de    •  ^  L 

Page  3o7,  ligne     3,    4mi /i^a  ifc -U  et  V,    ^^«    Ux,    V*. 

Page  309,  ligne    i5,    nu  heu  de    r  =  i,     lisez    r  =  &,  si  à  eal  positif. 

Page  317,  ligne    10,     mu  lieu  de    dans  cette  hypothèse/ 

lisez    dans  cette  hypothèse,  et  si  F.  =  o. 

/OO  /*OD        < 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

bTÂGUTIOlf  DES  EXPRESSIONS  DIFFÉREITTIBLLES  EXPLICITES. 
^ApPLICATIOHS  analytiques  et  GÉOMÉTRIQUES. 

PREMIÈRE  LEÇON. 

Définitions.  —  intégrales  définies  oa  indéfinies. 


1.  U  Calcul  intégral  est  Tin  verse  da  Calcul  différen- 
tiel :  on  peut  dire  qu^il  a  pour  objet  principal  de  trouver 
la  fonction  qui,  étant  différentiée,  reproduise  une  diffé- 
rentielle donnée  ,  ou  d^apprendre  à  revenir,  des  différen- 
tielles et  des  dérivées,  aux  fonctions  qui  leur  ont  donné 
Q^ttance,  ou  aux  fonctions  primitives. 

%  La  différentielle  y*(j:)^/x  d'une  fonction  continue 
F(^)  étant  égale  quand  elle  est  continue  et  infiniment 
petite  i  Taccroissement  de  la  fonction,  on  en  conclut  im- 
médiatement que  si  Ton  fait  la  somme  des  valeurs  infini- 
ment petites  que  prend  cette  différentielle  quand  on  passe 
par  degrés  insensibles  dxà^xme  première  valeur  réelle  et 
^ue^o  à  une  seconde  valeur  réelle  et  finie  X,  la  somme 
de  ces  valeurs  représentera  nécessairement  la  somme  des 
accroissements  que  prend  la  fonction  F(x)  en  passant 
delà  valeur  F (a^o)  à  la  valeur  F(X),etsera  par  consé- 
quent égale  à  Taccroissement  total  F(X)  —  F(Xo)  de 
cette  même  fonction.  On  aura  donc,  à  une  constante  près 
T.  II.  I 
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—  F(Xq)^  la  valeur  de  la  fonction  F  (x)  correspondante 
à  une  valeur  réelle  quelconque  X,  en  faisant,  à  partir  de 
Xq,  la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de  la  diiTé- 
rentielle /(jt:)<ix.  Cette  proposition  fondamentale,  dont 
la  vérité  ressortira  plus  pleinement  des  considérations 
suivantes  9  a  fait  donner  à  la  fonction  primitive  F(x}  le 
nom  de  somme  ou  à* intégrale j  et  le  nom  de  Calcul  inté^ 
gral  à  Tensemble  des  méthodes  par  lesquelles  on  revient 
de  la  diflrérentielle/(j:)d[r  à  la  fonction  primitive  F  (a:) 
ou  à  certaines  valeurs  définies  de  cette  fonction. 

3.  Théorème  i®"".  Soit  f{x)  une  fonction  continue 
entre  les  limites  Xq,  X  \  supposons  que  Ton  divise  Tîn- 
tervalle  X  —  x^eun  intervalles  x^  —  x^^  Xf  —  Xj,. .  .  . , 
Xn  —  ^n-.i=X — x„_i,  et  qu'on  multiplie  chaque  élé- 
ment par  la  valeur  de  la  fonction  correspondante  à  To- 
rigine  de  cet  élément,  savoir,  Xi — Xq  par  f{x^ ,  Xt — JCi 
par  fipcO'i  • . . ,  X  —  Xn^i  par  f(Xn^i),  la  somme ,  ainsi 
obtenue , 

S  ===(x.  ~Xo)/(xo)-+-(x.---jrO/W-+--'--<-(X--*«..)/(*ii.O» 
aura  une  valeur  finie  qui ,  d'après  un  théorème  connu , 
sera  égale  au  produit  de  la  somme  X-^Xq  des  quantités 
de  nftme  signe  Xt — Xq^  x,  —  Xi, . . . ,  X — ar„_i,  par  une 
valeur  de  f(x)  moyenne  entre  les  coefficients /"(x^), 
/(xi),...,/(x„_,). 

Scolie  1^^.  Ces  coefficients  étant  des  valeurs  particu- 
lières de  l'expression  f[x^  +  6  (X  —  x^]  qui  correspon- 
dent à  des  valeurs  de  B  comprises  entre  o  et  l'unité,  la 
moyenne  sera  aussi  une  expression  de  même  forme,  et 
l'on  aura 

S  =  (X  -^  xJ/[;Fo  -h  Ô(X  -  Xo)]. 

Scolie  2"^.  Si  l'on  supposait  tous  les  éléments  de  la 
différence  X  —  x^  réduits  à  un  seul  qui  serait  cette  diflfé- 
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rence  elle-même,  on  await  simplement 

S=(X~Xo)/(Xo), 

de  sorte  que  pour  passer  de  ce  dernier  cas  au  précédent, 
il  suffit  de  remplacer  y(Xo)  par  une  expression  delà  forme 

/[a:o-+-ô(X-a:o)]. 

4.  Théorème  a"*.  La  valeur  de  S  déjpend  générale* 
ment  du  nombre  et  de  la  valeur  des  éléments  x^  —  Xq, 
X|— Xj,...,  X — x„_i,  et  par  conséquent  du  mode  de  divi- 
sion adopté  ^  mais  si  les  valeurs  numériques  des  éléments 
deviennent  très  petites,  et  leur  nombre  très  considérable, 
le  mode  de  division  n'aura  plus  sur  la  valeur  de  S  qu'une 
influence  insensible. 

Démonstration  :  Supposons  d*abord  que  le  second 
mode  de  division  soit  une  subdivision  du  premier,  ou  ré- 
sulte de  la  subdivision  des  éléments  Xi  — Xq,  Xt — Xi,  ... 
du  premier.  Dans  ce  cas,  les  différents  termes  de  S 

seront  remplacés  respectivement  (n®  3)  par 

('«-«•)/ [^p+«o(*i—J?o)]=  (^u— *o)[/(^o)  ■+■  lo]; 

^0»  ^1 V9  Sii.i  étant  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec 
le»  différences  Xi  —  x^^  x^  -^  Xi, . . . ,  X  —  x„_i  5  S  de- 
viendra donc 

S'=(*.— Xo)/(4:o)  H-  (x,—  x,)/(^0+--<-(X— *i.-i)/(^»-0 

6  étant  une  moyenne  entre  So?  «!?•  •  m  ^«-1?  et  par  con- 
séquent une  quantité  très  petite  elle-même  lorsque  les 
lûlervalles  Xj  — Xo,  Xt  —  Xi, . . . . ,  sont  très  petits,  et  qui 
s  évanouit  avec  ces  intervalles.  Il  est  donc  vrai  qu'on 

I . . 


4  CALCUL    INTÉGRAL. 

n'altère  pas  sensiblement  la  valeur  de  S  quand  on  passe 
à  un  second  mode  de  division  dans  lequel  chacim  des  élé- 
ments déjà  très  petits  du  premier  se  trouve  subdivisé  en 
plusieurs  autres.  Si  le  second  mode  de  division  n^était 
pas  une  subdivision  du  premier,  on  les  comparerait  l'un 
et  l'autre  à  un  troisième  formé  de  leur  réunion ,  ou 
tellement  choisi  que  chacun  de  leurs  éléments  se  trouve 
*  formé  par  la  réunion  de  plusieurs  éléments  du  troisième. 
C'est  ce  qui  aura  lieu  si  toutes  les  valeurs  de  x,  oTi,  Xi, .  • . , 
Xn^il  interposées  dans  les  deux  premiers  modes  entre 
les  limites  Xq,  X,  sont  employées  dans  le  troisième. 
Dès-lors ,  la  valeur  de  S  restant  sensiblement  la  même 
quand  on  passe  du  premier  mode  ou  du  second  au  troi- 
sième ,  ne  changera  pas  non  plus  en  passant  du  premier 
au  second. 

5.  ScoUe  i^**.  Lorsque  les  éléments  de  la  différence 
X — Xo  deviennent  infiniment  petits,  le  mode  de  division 
n'a  donc  plus  sur  la  valeur  de  S  qu'une  influence  insen- 
sible ,  et  par  conséquent  si  l'on  fait  décroître  les  valeurs 
numériques  de  ces  éléments  en  augmentant  leur  nom- 
bre ,  la  valeur  de  S  finira  par  être  sensiblement  cons- 
tante, ou,  en  d'autres  termes,  finira  par  atteindre  une 
certaine  limite  qui  dépendra  uniquement  de  la  forme  de 
la  fonction/*  (x)  el  des  valeurs  extrêmes  Xq,  X  attribuées 
à  la  variable  x.  Cette  limite  est,  par  rapport  à  la  fonc- 
tion y*(x),  ce  qu'on  appelle  une  intégrale  définie  pirise 
entre  les  limites  x^^  X. 

6.  Scolie  %^^^^.  Chacun  des  termes  de  S  ou  de  l'intégrale 
définie  est  une  valeur  particulière  du  produit 

f{x)dx  =  hf{x), 
dont  on  les  déduit  en  posant  tour  à  tour  * 

de  sorte  que  l'intégrale  définie  est  réellement  la  limite  de 
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la  somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  entre  les 
limites  Xq,  X  ;  ce  qui  conduit  à  la  designer  par  la  notation 

I    f(x)  dx'^onsL  donc 

f[x)dx=:]m.[{x,  —  Xo)/(*o)-l-(4:.  —  4:.)/(x,)-l-.  • .  -4-(X  —  x..,)/(x«.0] 

=  (X  -  Xo)/[xo  -f-  Ô  (X  -  Xo)]. 

7.  Si  dans  l'intégrale  définie   f     jf  (x)  dx ,  on  fait  va- 

rier  les  deux  limites ,  ou  seulement  Tune  des  deux,  par 
exemple  X ,  Tintégrale  variera  elle-même ,  et  si  Ton  rem- 
place la  limite  X,  devenue  variable,  par  x,  on  obtiendra 
pour  résultat  une  nouvelle  fonction  F(x)  de  Xy  détermi- 
née par  Téquation 

J  Xo 

qui,  par  conséquent,  s'évanouira  pour  x  =  x^y  et  sera 
continue  en  même  temps  quey*(x).  Nous  savons  d'ailleurs, 
par  le  Calcul  différentiel ,  que ,  F*  (x)  étant  la  dérivée  de 
^(x),  on  a,  puisque  F  (x^)  =  o, 

on  aura  donc  .aussi 

d'où  Ton  tirera ,  en  faisant  x  =  x^, 

et  puisque  x^  est  quelconque , 

F'(x)=/(x)i 

de  sorte  que  l'intégrale  /     f(x)dx=  F  (x) ,  considérée 

t/  Xq 
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comme  fonction  de  x,  a  pour  dérivée  la  fonction /*(x) 
renfermée  sons  le  signe  /,  ce  qui  entratne  Féquadon 


d  r  f{x)dx  =  f{x). 


8.  Si  Ton  désigne  par  F  {x)  la  valeur  générale  de  la 
fonction  qui  aura  pour  di£rérentielley*(x)<ir,  ou  la  valeur 
propre  à  vérifier  Téquation 

d¥{x)=f{x)dx, 

F(x)  sera  nécessairement  de  la  forme 


F{x)  4-  C=:  /  VW  dx^C, 


C  désignant  une  constante  arbitraire  indépendante  de  x  \ 
car  la  fonction  F{x)  a  elle-même  pour  dîflrérentielley(x), 
et  Ton  sait  que  deux  fonctions  qui  ont  la  même  différen- 
tielle ne  peuvent  différer  que  par  Une  quantité  constante. 
L'équation 

Y{x)=:iF{x)-^C 

donne ,  quand  on  y  fait  x  =  jTq  , 

F(xo)  =  F{x,)  -h  C, 

d'où,  puisque  F  (oTo)  =  o, 

F(xo)  =  C,     F(«)  =  F{x)-hF(*o), 
F{x)  =  f'f(x)dx  =  ¥(x)  -  F{*o), 


/. 


*0 

Vw^=F{X)-F(xo). 


L'intégrale  définie  àef(x)dx,  prise  entre  les  limites 
j7o,  X ,  est  donc  bien  réellement  la  différence  des  valeurs 
que  prend  pour  x  ='jCo7  et  x  =  X  la  fonction  qui  a  pour 
différentielle  f{x)dx. 
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9.   La  foncUon  F(a;)  qui,  différeuliée ,  reproduirait 
f(x) dxj  et  c[ui  comprend ,  cpmme  cas  particulier,  Tin- 

f(x)dx  que  l'on  en  déduit 

en  faisant  C  =  o,  reçoit  le  nom  d'intégrale  indéfinie  et 
est  représentée  dans  le  calcul  intégral  par  la  simple  no- 
tation j  f(x)dx,de  sorte  que  la  valeur  générale  de  j, 
propre  à  vérifier  Téquation 

estdoanée  par  Téquation 

X  =  //W  ^  =  J// W  djc+C, 
et  Ton  a  ideutiquenient 

d  jf{x)dx  =  f{x)dx. 

Les  deux  signes  d  et  f  qui  indiquent  Tun  la  ditleren- 
tiation,  l'autre  l'intégration,  s'annuUent  donc  ou  se  neu- 
tralisent ,  et  Ton  aura  toujours 

jdu=u-\-C;     djdu^du. 

10.  Intégrer  simplement  une  difiérentielle  donnée 
f{x)dx,  c'est  chercher  l'intégrale  indéfinie  F  (x)  ; 
im^rer  à  partir  de  jr^»  c'est  prendre  l'intégrale  défi- 
nie F(x)=   r  f(x)dx  =  F(x)  —  F(x^),   que    l'on 

obtie&t  facilement  en  yetranchant  de  l'intégrale  indéfinie 
«qu'elle  devient  pour  jr=z  jTo*  Enfin,  intégrer  entre  deux 
limites  dcmnées  x^,  X,  c'est  prendre  l'intégrale  définie 
fX 

I     f(x)dx  qui  est  égale  à  la  différence  des  valeurs  de 
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Tintégrale  indéfinie  correspondantes  kxr=Xo^  etar  =  X. 
il.  n  suffit  de  connaître  une  valeur  particulière  f(j:) 
dej^,  propre  à  satisfaire  à  Téquation  dy  z=f(x)dXj  pour 
en  déduire  immédiatement  l'intégrale  indéfinie 

et  les  deux  intégrales  définies 

f  f(x)dx=  K  (*)  -  »  (x,),        f^f{x)dx  =  r(X) -  »{«J , 

mais  seulement  dans  le  cas  où,  comme  nous  Tavons  sup- 
posé, les  fonctions  f{x)  et  f(x)  restent  continues  entre 

les  limites  de  ces  deux  intégrales. 

dx 
Exemple  :  On  vérifie  Téquation  dy  =  en 

prenant  j^  =  arc  tangjr,  et  dès-lors,  puisque  les  deux  fonc- 
tions   -,  arc  tango:,  restent  continues  entre  les  li- 

mites  or  =  — :  »,  a?  =  -4-  oo,  on  aura 

-^  =  arctanga:H-C,       j^   __  =^  arc  taBgor, 


L 


^      dx  w 


12.  L'existence  de  l'intégrale  définie 


F(X)  =  f^f{x)dx, 


si  Ton  pouvait  la  calculer  sans  donner  à  X  une  valeur 
particulière,  entraînerait  immédiatement  Texistence  de 
l'intégrale  indéfinie  qae  l'on  en  déduirait  en  changeant 
X  en  X  et  ajoutant  à  F  (x)  une  constante  arbitraire  C. 

Or,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  toujours  la  calculer  exac- 
tement, l'intégrale  définie  existe  réellement;  elle  est  la 
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limite  finie  de  la  somme 

S  =  (x,— Xo)/(4:o)  -H  (x,— x,)/(xO-H-  •  -M^—  J?«-) /(*--.), 

limite  dont  on  peut  approcher  indéfiniment  et  autant 
que  Ton  voudra  en  multipliant  suffisamment  le  nombre 
des  intervalles  Xi-^x^,  Xt — x^ , . . . ,  ou  en  les  rendant  assez 
petits,  n  est  donc  vrai  aussi  que  Tintégrale  indéfinie  existe, 
on  qu'il  y  a  toujours  une  valeur  de  y  propre  à  satisfaire 
à  ^équatio^  dy^=^f  (x)  dx. 

13.  On  peut  démontrer  géométriquement  Texistence 
9e  Tint^ale  définie  et  par  suite  de  l'intégrale  indéfinie. 
En  effet,  si  f(x)dx  est  la  différentielle  proposée,  et  que 
ToQ  conçoive  la  courbe  dont  Téquation  serait j'  z=f(x)^ 
l'aire  comprise  entre  deux  ordonnées  jr^f  y  de  cette 
courbe,  correspondantes  aux  abscisses  Xq,  x,  estune  fone- 
tion  réelle  F{p^  de  x^  or  on  a  démontré  dans  le  Calcul 
différentiel  que  la  dérivée  de  cette  aire ,  prise  par  rap- 
port à  Tabscisse  variable  jr,  est  la  fonction  f{pc)  qui  ex- 
prime Tordonnée  de  la  courbe.  Il  existe  donc  toujours 
une  fonction  F{x)  dont  la  différentielle  e&lf{x)  dx. 

14.  Réciproquement,  dès  qu'on  connaît  l'intégrale  in- 
définie, on  obtient  immédiatement,  et  par  une  règle  très 

simple ,  l'intégrale  définie  quelconque    f     f{x)  dx,  ainsi 

que  nous  l'avons  prouvé  ]  et  comme  d'ailleurs  la  recber* 
clie  des  intégrales  indéfinies  est  plus  sûre  et  plus  facile ,  il 
est  naturel  de  faire  de  cette  recherche  l'objet  premier  et 
principal  du  Calcul  intégral.- 
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IntégnlM  indéfiniet.  >*MétliodeB  d^nté^Tation  :  immédiate,  par  substilu- 
tîoo,  par  décomposition  et  par  parties. 


18.  Par  cela  mèn^e  que  le  Calcul  intégral  est  l'inverse 
du  Calcul  différentiel,  et  qu'une  opération  quelconque 
donne  naissance  à  une  opération  inverse,  chacun  des 
théorèmes  du  calcul  différentiel  aura  son  correspondant 
dans  lecalcid  intégral.  Ainsi ,  en  partant  de  la  définition 
de  l'intégrale  indéfinie,  on  tirera  des  équations  connues 

d(auzLbu±cw±. . .)  =  adu±hd»±cdtv±.  • . , 
d\u  -f-  p  \/ —  I  )  =  «iif  -H  dp \r —  I ,   d{u9)z=zudv -^Qdu^ 

1^.  iadu  =  a  \du\ 

on  peut  donc  intégrer  sans  avoir  égard  à  la  constante  qui 
reste  sinaiplement  en  facteur. 

3t^  Aii±p±«'±etc.)ifc==  /«itedt  /«ia?±  fwdx±ietc. 

L'intégrale  de  la  somme  ou  de  la  différence  est  donc  égale 
à  la  sonmie  ou  à  la  différence  des  intégrales. 

3^  r(a«±*i»±w±ctc.)i&  =a  fudx±b  fvdx^c  fwdx±eU:'> 

4**. /'{«  .±  i*  l/^)  dx  =J  udx  dz  l/Hî  ùdx-, 
5«.     w  -4-  C  =  ludç  -4-  Udu  =  fuv'dx  -h  fpu'dx, 
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OU ,  plus  simplement ,  ^ 

utf  =  fud4f  -H  y  ifduy 

la  constaiite  C  pouvant  être  censée  comprise  dans  les  in- 
t^ales  du  second  membre. 

16.  Lors^e  dans  l'expression  à  intégrer  f(x)dx  on 
reconnaît  la  dilTërentielle  exacte  d'une  fonction  déter- 
minée F  (x) ,  il  suffit  d'ajouter  à  cette  fonction  ime  cons- 
tante arbitraire  pour  obtenir  immédiatement  l'intégrale 
indéfinie  demandée. 

Exemple  : 

J  «"  (m  — 1)«**«  J  v/i 

/'    dx                                       w  ^ 

,  =  arc  sino?  -h  C= arc  cos  «  -H  C; 

r  —dx 

I   J  =arcoos4?-h  Ci 

j<fir=:<î»-hC;   faf'\a€ix  =  a''hCi     fa^dxz=^-hC\ 

jmxdx=:mïx-h€^      JAnxdx^=:  —  co«x-f-C; 

Jdx  /'  dx 

cos*  X  **  '  J  sm*  X 

Dtitt  toutes  les  éomules  qui  précèdent  on  peut ,  en  rem- 
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plaçant  x  par  m^fonction quelconque  de  cette  variable» 
z  =  f  (x),  obtenir  de  nouvelles  intégrales  plus  générales 
que  les  premières. 
Exemples  : 

p^'^  d,9{x)  =fe'd»  =  e^^'^  +  a 

Le  second  membre  de  la  formule  fx^dx  = -|-  C 

semble  devenir  infini  pour  m  =  —  i  ^  mais  comme  on 
peut  récrire  sous  la  forme 

il  devient  réellement  indéterminé*,  on  obtient  sa  véri- 
table valeur  en  prenant  le  rapport  0:*+'  \x  —  a'"+*  ]a 
des  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur,  et  y 
faisant  m  =:  -r-  i,  ce  qui  donne 

far^dx  =   r^  =  U  —  U  -4-  C=  U  H-  C, 

comme  on  le  sait  à  priori. 

17.  Concevons  qu'à  la  variable  x  on  substitue  une 
autre  variable  z  liée  à  la  première  par  une  équation 
z=:(f(x)j  on  en  tirera 

/(x)iir=/[;tW]«'WA  =  FW&,  f/ix)dx  =  f¥{z)dz. 

Or  il  arrive  souvent  qu'en  choisissant  convenablement  la 
fonction  f(x),  on  puisse  trouver  facilement  l'intégrale 
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f  (z)  de  F  (z)  dz  -,  dès-lors  Tintégrale  cherchée  \  f  (x)  dx 
sera  elle-même  complètement  déterminée ,  car  on  aura 

ff{x)dx=fY{%)ih  =  î{%)  -H  C=î[^{x)^+  C. 
Exemples  :  En  posant  tour  à  tour 

«*==«,  sina?=:s,  cosx^s, 
^t  faisant 

on  trouTerk 

ff{x±.  a)dx  s=  ff{*)d»  =  f  («  ±  a)  +  O, 

f/(ax)iLt  =  i  f/i»)  d,  =  U{ax)+Ci 
//(f)^  =  «//(.)*  =  a  f(f)  4- C; 

fx'-'/(x')dx=:'-  JA>)d,=:  1  f (*•)+  Ci 
j^/(î*)=  J/(.)&=  f(l*) -H  Cî 
jC'/(*«)  dx  =  ^(.)  A  =  f{e')  +  Ci 
jcMxf{«a  x)dx  =  j'f{*)d*  =  f  (ain  «)  H-  C; 
fim«/(co**>*t=  —Ù(t)d*  =s  —  f  (coix)  H-  C} 
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ainsi 

dx  rdz 


/'     dx       Pdz I 

/'     xdx  i    rdz        .  > ^ 

/^^    =ij;.d.  =  f +  C; 
le-^*dx  =  —  i  A**  SES  —  i  <?-••  -H  Cj 
jcos{ax)dx  =  -  Zoos  zdls  =- sin HAT  +  C; 
j mi{ax)dx=:  -  jimzds  =  — cosax  +  C; 
Jix^=/«fc=:i(l.).+  C; 

/*  dx    rdz I 

J    OOS'X  J    «■  C08X 

J   sin*  X       J  z*  9Uk  X 

18.  Lorsque  la  fonction  sous  le  signe  /  peut  être  dé- 
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composée  en  plusieurs  parties,  de  telle  manière  que 
chaque  partie  soit  facilement  intégrable,  on  peut  rendre 
l'intégration  plus  simple  ou  plus  facile  à  Taide  des  for- 
mules 

f{du  ±dp±:  dtv±:  etc.)  =  fdu  dz  fd9  ±  fdw  ±  etc. , 
f(adu±  Wpdt«/w±etc.)  ia,af  du  '±:h  fdvdLcfdw. 
Exemples  : 

Ç-—dx=  \     ,  -4-1    . == —Kl— JF'H-arcsmx-f-C; 

dx            /*sin*  jtH-cÔs*  x  ^         f    dx         f   ax 
; =  I  — r-T : — dx  =  f  — ; h  f  -r— —  =  tangx  —  cotx  ■+•  Cl 

/•  /»  r»  '  ^;p*  cjp^ 

i+6x-fcj»...)d[r=fl  jdx-h  b  I  xdx  -j-  c  J x*dX'h'»'=ax-\ h -= — j-...-f-C. 

19.  L'équation  /  udu  =  f  us^dx  =  ui'  —  fviu  ramène 
la  recherche  de  l'intégrale  fudy  à  celle  de  l'int^rale 
fvdu  qui  peut,  dans  certains  cas,  être  plus  facilement 
déterminée. 

Exemples: 

/i(x)dr=xl«— r«  ^=xl(jr)— ykr  =  jt(U  —  i)  -f-  C, 

jxe*dx  =  e'x  ---    je'dx  z=z  e'(x  ^i)  ^  Cy 

jxoûèxdx=  xùax  —   /  8in«d[r=xsinx+cosx+C, 

jxmxdxzrz  — xcoêx  -+•  sinxH-  C, 

I  *"  oosdMir  =  «■  sinx  —  ml  x"~*  sin  j«ir. 

Ceue  dernière  intégrale  se  ramènera  à  une  autre  où  l'ex- 
posant de  X  sera  m  —  a,  et  ainsi  de  suite  ;  on  finira  donc 
par  arriver  à  y*sin  xdx  xmfco&xdx,  suivant  que  m  sera 
impair  ou  pair. 
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Intégration  des  fonctions  ftlgébriqnes. 


20.  Les  fonctions  algébriques  sont  rationnelles  lors- 
qu'elles contiennent  seulement  des  puissances  entières  de 
la  variable,  irrationnelles  dans  le  cas  contraire;  toute 
fraction  rationnelle  peut  être  considérée  comme  formée 
d'une  partie  entière  par  rapport  à  x,  et  d'une  fraction 
dont  le  numérateur  est  d'un  degré  moindre  que  le  déno- 
minateur. 

La  partie  entière  s'intégrera  toujours  immédiatement  ; 
la  partie  fractionnaire  pourra ,  comme  on  Ta  prouvé  dans 
le  Calcul  différentiel,  être  décomposée  en  plusieurs  frac- 
tions simples  de  la  forme 


Adx        kdx        AqpBV/irr 
Aq=BV/=T 


x^a'    [x—af'  ar-     —->'—''*'' 


a,  i,  A,  B  désignant  des  constantes  réelles  ;  or,  l'on  intègre 
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ces  diverses  fractions  à  Taide  des  équations 

—  a^iï/^T      J  {x  —  a)*  +A*      ' 

= -iCAqiB  l/=ï)  1[(* -«)•+*•]-(- (B±Ai/=:T)aie  tang  ^  +  C, 

X— aq:6V^ — i)"  (m— i)(x— aqpftv/^)"^' 

Exemples  : 

Quelques-unes  des  formules  qui  précèdent  se  présentent 
sous  une  forme  imaginaire,  mais  elles  sont  effectivement 
réelles,  parce  que  les  racines  imaginaires  sont  toujours 
conjuguées  deux  à  deux. 

21.  Lorsque  la  fonction  algébrique  f{x)  est  irration- 
nelle, il  n^y  a  plus  de  règles  générales  au  moyen  des- 
quelles on  puisse  évaluer  l'intégrale    lf{x)dx.  Il  faut 

alors  on  substituer  à  la  variable  x  une  seconde  variable  z, 
tellement  choisie,  que  Texpression  f{x)dx^  transformée 
,enF(z)rfz,  devienne  rationnelle^  ou  simplifier  Tînlé- 
grale  proposée  à  Taide  de  Fîntégralion  par  partie  plu- 
sieurs fois  répétée. 

T.  n .  a 
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22.  L  opéraUoa  4^  U  svibsi\mt\ofÇk  ne  réunit  que  dam 
un  petit  nombre  de  cas  particuliers. 

Exemple  :  en  supposant  qae  fdésifne  \ine  fonction 
rationnelle  et  posant  tour  à  tour 

1 

équations  qui  lient  x  k  z  par  des  équations  du  premier 
degré  et  qui  conduiront  par  conséquent  à  des  valeurs  ra- 
tionnelles de  X  et  de  dbr ,  on  rendra  évidemment  ration- 
nelles et  intégrables  les  expressions 

y.r    ^    aiX-hb^-hV/{a^x-hb,Y^{a^x-hboXa^x-hb^)l^ 
L    '  OoX  -h  bo  J      ' 

et  même  l'expression 

car  le  radical  qu'elle  renferme  sera  aussi  exprimé  ration- 
nellement en  X. 

Considérons  en  particulier  Texpression 

on  pourra  d'abord  la  ramener  à  la  forme 

/[«,  \/(^jr'+X)»'4^(floJc-h  bo)  (a^~-h~b7)]dx. 
en  choisissant  Ui  et  &«  de  telle  sorte  que  la  différence 

Ax»  4- B*  4- C  —  (a,aî-h  A.)»  =  A'x» -h  B'-P -H  C 

étant  de  la  forme  (aoJ^H-fto)(«t^-t-fti)>  soit  décomposable 

en  facteurs  réels  du  premierdegré.  C'est  ce  qui  aura  liçu  si 

B'»  — 4A'C'  =  4Aft;-4-4Cû;— 4Bfl,^4-B"  — 4AC>o; 
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or  on  peut  satisfaire  très  simplement  à  cette  dernière  con- 
dition en  prenant , 
l^  SiB«— 4AC>o, 

a".  Si  A  est  positif, 

^,  =  0,     a^=\/A} 
3^  Si  C  e$t  positif  > 

De  plus,  comme  on  a 

A*«  H- Bx-h  C  —  (x  |/Â)*  =:ix(B* -f- C), 
Ax>H-Bx-hC—  (v/c)*=x(Ax4-B), 
<Hi  poorra  prends,  dans  le  deuxième  cas, 

«•x-héo=^,     flo=V,     ^0=^9     <f,x-f.  *,  =  B«  +  C;      ^'^      \    '' 
dans  le  troisième  cas ,   . 

«o*-l-éo=x,     «0=1,     ^0  =  0,     a,jr-f- ft,  =  Aj:-+-B. 
Ces  transformations  faites ,  il  suffira ,  pour  rendre  ration- 
nelle Fexpression  /  (x,  V^Ax"  -f-  B jr  +  C  )d!r ,  de  poser 

ce  qui  reyient  â  faire, 
I^SiB»— 4AC>o,  • 

a^  Si  A>o, 

2.  . 
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3^  Si  C  >o, 

X 

n  est  aisé  4P  voir,  à  posteriori,  qu^à  Taide  de  ces  diSEé- 
rentes  hypothèses,  x^dxel  V^Àar'+Bx  +C ,  seront  ex- 
primés rationnellement  eu  z,  et  que  par    conséquent 

lexpression  f{x,  V^Ax^-f-Bx+C) Ac,  dans  laquelle  f 
désigne  d'ailleurs  une  fonction  rationnelle,  deviendra 
réellement  intégrable.£'a:em/»/e5  : 

dx 


I.  //(«,l/Ax*^-Bx  +C  )dx=z  f    

1 .  A  positif,  on  pose 

V/Aar*  -f.  Bx  -H  C  =^  «  —  jr  i/Â; 
d'où       Bx-hC=»*— awrl/i,  Bd:ar  =  2«fe— ajrV^«&— a»l/Arfr, 

\/Ax»  -+-  B*  h-  C      B  ^r-* 

/^  ilx n       d%         ^     I     ./B        i/t\ 

=r-i=r  lfA;c4-?4-l/ÂV/Aj?»4-B*+C^-4.C. 

2.  C  positif  9 

V^Aj?»-hBa:4-C=Mr— V/C,    Aar-+-B=«"x— a»|/C, 

/»  d!r  /*  a<&    /•  ad!s 

J\/kk^  4-  Bjc  H-  c  ^  J  A— «•  ~  "^  Jz^^A 
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on  verra  facilement  que  celle  expression  revient  à  celle 
déjà  trouvée  plus  haut. 

/»  dx 

y  = ,    C  posmf , 


n. 

on  poserait 


et  Ton  trouverait 

^                      C  dz  ^ 

:-  .=—2  1 =:  — aarctangs  H-  C 

_  _B 

=^2arctaiiff —   =  arcsin  — .,    ,      -\-C, 

*  /B* 

V4+C 

lurait  pa  écrire  immédiatement 

dx 


B 

=  are  tin  -'  r  -+-  C. 


Si  le  trinôme  x*  — Bx — G  égalé  à  o  avait  deux  racines 
réelles  a  et  6 ,  on  pourrait  poser  pour  intégrer 


W^C  H-Bar  —  ^  =  (x  —  •)«; 
d'où 

C  +E« —X*  =  —  (x  --  se)  (x  —  C)  =  («  —  «•) V , 

«ix  dx  Tidz 

*(*-•)        l/C  +  B«  — «•  »+»" 
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Un  seul  cas  échappe  à  la  méthode ,  celui  où  B' —  4^C  <^o , 
A<o,  C<0  5  alors  le  radical  étant  essentiellement  ima- 
ginaire, on  poserait 

I/Ax*  -h  Bar  -h  C  =  V/^  V^— Aj?»  —  Bx  — C, 

et  Ton  intégrerait  comme  plus  haut. 
Si  Ton  avait  à  intégrer 

I  L  I 

on  poserait 

ax  -k-  b  =nf  .  ou     r-  =  »*» 

/»  étant  le  plus  petit  des  nombres  que  divisent  à  la  fois 
p\  ^9  ^9  •  -  *  ^^  rendrait  rationnelle  de  la  même  manière 

m       p        r 

une  fonction  rationnelle  des  monômes  x",  x^ ,  jr'-,  etc. 
Les  expressions 

se  ramènent  encore  aux  formes  précédentes,  en  posant 
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Soiie  de  rintégratioa  des  fonctions  algébriques.  —  Différenlielle  binôme. 


23.  On  désigne  sous  le  nom  de  différentielle  binôme , 
1»  expressions  de  la  forme  x^^a-^baf^y  dx^  dans  la- 
quelle on  peut  toujours  supposer  m  et  iz  entiers ,  car  si  ces 
nombi^  étaient  fractionnaires ,  la  tf aiûforïhâftion  indi- 
quée dans  le  numéro  précédent  ramènerait  à  une  expres- 
sion semblable  où  les  exposan^ts  de  la  variable  seraient 
entiers.  L'exposant /7  est  fractionnaire,  car  s'il  était  entier 
on  dé?elopperait  (a  H-  bx^y^  et  Ton  aurait  à  intégrer  un 
nombre  fini  de  termes  de  la  forme  Ax^. 

On  petit  d'abord  essayer  de  Tendre  Texpreésion  donnée 
raticnmdle  en  posant 

a  -f-  bjf  =r  z, 
d'où 


t 
—  1 


m-hi  é 

si  "  "*"  '  est  un  nombre  entier,  l'expression  trans- 
formée  n'aura  d'irrationnel  que  le  monôme  zf*  =  z'^ y 
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et  on  la  rendra  rationnelle  en  posant  js  =  r,  ce  qui  re- 
vient â  faire  d'abord  a  -(-  baf"  =  z'. 
Comme  on  a 

et  qae  le  second  membre,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  sera  intégrabie  si  --^ ,  et  par  suite 

ou h  o  est  un  nombre  entier ,  il  suf- 

fira,  pour  qu'on  puisse  intégrer  l'expression       ' 
x"(tf  -h  bx'')dxy 

que  1  une  dçs   quantités  ou -(-  p  soit  un 

nomI)re  entier. 

Cette  même  expression  xf^  (a-h   baf^ydx,  qui^^d  on 

m 

cbange  oc"  en x,  fitr  en  -—-z:  y  Jf  en  a:"^  devient 

m 
lj{ax-^byx''  dx, 

et  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'expression  plus  géné- 
rale /(ax^'  hY{a^x+hxy dxy  dans  laquelle  ft  et  v  sont 
dés  nombres  quelconques,  et  que  l'on  rendra  évidemment 
rationnelle  dans  chacune  des  hypothèses  suivantes,  c'estr 
à-dire  si  l'une  au  moins  des  trois  quantités  fx,  y,  jji  -f.  v 
est  un  nombre  entier  :  en  effet,  dans  ces  hypothèses, 
l'expression  dont  il  s'agit  se  présente,  sous  l'une  des 
Cormes 

zfc-  ±i=F- 

dans  lesquelles  l^  m,  n  sont  des  nombres  entiers,  et  que 
Ton  i-endra  rationnelles  et  intégrables  en  posant,  pour 
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la  première,  a|j:-|-ft,=z"î  pour  la  seconde,  ax+bssz^ 

pour  la  troisième , r  =  *"• 

24.  Lorsque  les  deux  expressions 

/*- (a  H-  bj^ydx,    fiax-h  b)^(atX-h  b^^dx, 

ne  sont  pas  iutégrables,  il  reste  à  essayer  de  les  ramener 
i  des  formes  plus  simples  en  réduisant  autant  que  pos- 
sible les  exposants  m  onp,  jui  ou  v,  à  Fàide  de  Fintëgration 
par  partie,  ou  de  Téquation 

dans  laquelle  on  prendra  toujours  pour  u  le  facteur  dont 
on  Toudra  diminuer  Texposant,  et  pour  di^  le  facteur 
dont  on  voudra  laisser  intact  ou  augmenter  Texposant. 
Transformons^  d'abord  la  seconde  expression  qui  est  plus 
symétrique. 

i"  cas  :  On  veut  diminuer  [i  et  augmenter  v. 

En  prenant  (ax  -^bY  pour  li,  {aiX+b^y^dx  pour  cii', 
on  a 

a"*  cas  :  On  veut  diminuer  fx  en  laissant  v  ce  qu'il  est. 
Dans  la  formule  précédente  on  remplace(ai  x + &i)'~*'' 
par 

(«.*+*.)'(«.»+6,)=(«^-h*.)'[j  («  +  »)  +  "*'-"'*] ,   ^ 
et,  en  réunissant  les  intégrales  semblables,  on  trouve 
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3"*  cas  :  On  veut  augmenter  ft  sani  toucher  A  v  ;  en 
résolvant  la  formule  précédente  par  rapport  à  rintëgrale 
du  second  membre  et  changeant  fx  en  |:x  + 1 ,  on  trouvera 

En  changeant,  dans  les  formtdes  (i),  (2),  (3),  a,  &,  /ex  en 
ai,  61,  V,  et  réciproquement ,  on  obtiendra  trois  nouvelles 
formules  qu'on  pourra  employer  dans  les  cas  suivants. 
4'^''  cas  :  On  veut  augmenter  fx  et  diminuer  v. 

on   obtiendrait  directement  cette  formule    en  prenant 
(aiX  +  ^i)'  pour  u. 

S^^  cas  :  On  veut  diminuer  y  sans  changer  fx. 

(5)     I  {ax  -h  b)f'{a^x -+-b,yda:=:  y — -X L_^ ll_ 

On  déduira  cette  formule  de  là  quatriètne,  en  rempla- 
çant (or  +  6y*"*"'  par 

.  (àx^bf  (ax^'b)  ==  (à*  +  *)M  j^^(tf^^.5,)^L«£*Z:^».  j. 
6**  ca5  :  On  veut  augittenter  ^  ^àhs  toùcHer  à  fx. 

(6)  n„^,ria..^t.)>H.==t±ï^Ç^±Ml^ 
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Cette  fcMnmle  s  obtiendrait  en  résolvant  k  dnquiidie 
parrapport  à  la  seconde  intégrale,  et  changeant  v  en  v+i . 
En  employant  Une  ou  plusieurs  fois  les  formules  qui 
précèdent,  on  ramènera  Tintégrale  proposée  â  une  autre, 
dans  laquelle  chacun  des  hlnomes  oor  +  &,  axX  -h  ^t 
aura  on  exposant  compris  entre  o  et  i.  Si  les  exposants 
fc  et  y  avaient  des  valeurs  entières,  on  finirait  par  les 
réduire  à  o  et  —  i,  et  l'intégrale  donnée  se  trouverait 
remplacée  par  une  des  smvantes  : 

fdx=x-hC,    f — .=— 1(m-|- *)*-hC, 


k 


^         =:J^l(tf.*-+.^,)a4.C, 


25.  Si  Ton  veut  simplifier  immédiatement  l'intégrale 
on  prendra  d'abord  ar~  pour  u ,  et  Ton  aura 

et  Ton  en  déduira  : 
i^.  Si  Ton  veut  diminuer  m  et  augmenter  p , 

nh{p^A)J  ^«-^-''•^^        *^» 

^^*  Si  Ton  veut  diminuer  m  sans  toucher  à  yi; ,  en  remr 
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plaçant  (a-hiar»)''**  par  (a+bary  (a+bx^), 

3^.  Pour  augmenter  m  sans  altérer  ^ ,  on  résout  Té- 
quation  (ji)  par  rapport  à  l'intégrale  du  second  memiire, 
et  Ton  change  m  en^m+n],  ce  qui  donne 


a(iw-l-i)         J         ^  ' 


4^.  Pour  diminuer  p  et  augmenter  m ,  on  prend  jif^dx 
pour  di',  et  Ton  a 

\  m  +  I  J 

5^.  Pour  diminuer^  sans  augmenter  m ,  on  remplacera 
dans  (4)  a:*+"  par  a:«  ^l±.^-=^), 

d'où 


anp 


-    r«^fl-+-*x*)i'-*d:ar. 


6°.  Enfin,  pour  augmenter  p  sans  altérer  m,  il  suffit 
de  résoudre  (5)  par  rapport  à  Tint^ale  du  second 
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membre  et  de  changer  p  en  p-^  i^  on  trouve  ainsi  : 

Les  formules  qui  précèdent  o£frent  ^elquefois  des 
termes  infinis  et  ne  peuvent  plus  être  appliquées  ^  mais  on 
s^assure  facilement  que  dans  tous  les  cas  où  cela  arrive, 
rune  des  conditions  d'intégrabilité  est  satisfaite,  de  sorte 
qae  la  différentielle  proposée  peut  toujours  être  ramenée 
à  une  fonction  rationnelle. 

96.  Exemples: 

r    ai^dx     «*"'V^i — X*       m — 1    Ça^'^dx    , 

L^'exposant  entier  m  étant  ainsi  abaissé  de  deux  unités, 
on  arrivera  en  répétant  plusieurs  fois  le  même  procédé , 
1  Tune  des  deux  expressions 


arcsinx+C» 


suivant  que  m  sera  pair  ou  impair.  On  parvient  ainsi  aux 
deux  formules  suivantes  : 
Si  m  impair, 


SI  m  pair, 


L       ^m-2*^  •••^(«-2)(m-4)...aJ 


Jif(m-^a)(iw — 4)'"3» 
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Si  ron  supposait  Texposant  négatif  et  représenté  par  m, 
on  le  réduirait  k  Taide  de  Técpiation 

y/TZx*  ^        — w  4-1  m  —  1 J  y/i j.»  * 

que  Ton  pourra  toujours  employer,  excepté  dans  le  cas  où 

dx 
m  =  i;  l'expression  à  intégrer  est  alors  — y.,.    .    ;  <m  la 

rend  rationnelle  en  posant 

|/i  — X»  =  I  -Hmt, 
et  Ton  trouve 


./ « y/^i^**      J  z^  ^  \ 


l/i  — X»— I 


n.     I j   intégrale  qui  se  présente  dans  le 

calcul  des  oscillations  du  pendule  ^  on  a 

J\/ax—x*~'  J        l/flx  — X»  2  J^/jij.—.^' 

et  en  intégrant  par  parties, 

^        ^^ —  =-;.x*-«  l/^ox— x*-f-(i»  — i)  fx^-^dxV^ax—:^ 

.^.xy TL     /         A  /•««"■(ûx— X») 

^  \'     l/<ix--x« 

,, /•  af^dx  ,  X    r   -^^ 
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Si^Utuant  dans  la  première  équation ,  et  rédl^is9nt,  il 


vient 


L'exposant  m  étant  ainsi  abaissé  d'une  unité,  si  Ton  ap- 
plicpie  le  même  procédé  à  l'intégrale  du  second  membre  9 
on  panriendra  enfin  a  Fiatégrale 


ç     dx       _     /• dx 

J V 4 -u- 


27.  Pour  obtenir  de  la  manière  la  plus  directe  les  for- 
mules qui  servent  à  la  réduction  de  l'intégrale 

f{ax^bf{a,x-¥KYdx, 

on  peut,  avec  M.  Cauchy,  substituer  Féquation 

fuvdAv  =  «p  —  fupdAu 

à  la  formule  ordinaire /im/i^  =  ui^  — f^^u^  et  supposer 
les  fonctions  u  et  i^  respectivement  proportionnellea  à 

ox  -f-  b 

certaines  puissances  de  or  -f-  69  «iJP  +  ii>         ,  .    »  en 
«yant  égard  aux  équation^ 

^        ax-hb  ^  '       a^x-^bt 

ax-^b  (ab^  —  aji)dx 

«iJ: -f- *i  ""  (a* -4- *)  (tf  i« -h  ^x)' 

On  retrouverait  ainsi  immédiatement  la  formule  (i)  du 
û°  24,  en  supposant  u  proportionnel  à  ime  puissance  de 
^  +  i,  va  une  puissance  de  «4x4- il  î   la  formule  (a), 

^^^  supposant  u  proportionnel  à  une  puissance  de j-  , 
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y  k  une  puissance  de  â|X  +  ^19  1^  formule  (3),  en  sup- 
posant u  proportionnel  â  une  puissance  de  aiX  +   &i, 

y  à  une  puissance  de — r-  ;  la  formule  (4) ,  en  suppo- 
sant u  proportionnel  &  une  puissance  de  afX  +  ii,  f^  a 
une  puissance  de  or  -f-  £  ;  la  formule  (5),  en  supposant 

u  proportionnel  à  une  puissance  de  --^ ~,  et  (^  à  une 

puissance  de  or  4-  &  9  enfin  la  formule  (6),  en  supposant 
u  proportionnel  â  une  puissance  de  ox  -f-  6^  (^  à  une 

puissance  de 371"' 

On  pourrait  traiter  de  la  même  manière  l'intégrale 


/- 


Exemple  :  Supposons  qu'il  s'agisse  de  réduire  l'intégrale 

n  désignant  un  nombre  entier  supérieur  &  l'unité  :  on 
supposera  u  et  1^  proportionnels  &  des  puissances  de  x*  et 

de : — ,  et  comme  on  a 

on  tirera  de  la  formule  fuvd.ly^=uy —  fuvd,\u  : 

.  »(«-!)         J      a(«-i)      '^*         ' 
X  un — 3    Ç     àx 

~a(ii— i)(H-«')"-"'^an— a  J(i-f-«*)"' 
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CINQUIÈME  LEÇON. 

Intêgntioa  des  fonctions  exponentielles  logarithmiques  ou  circulaires. 


28.  On  nomme  fonctions  exponentielles  ou  logarith- 
miqaes  celles  qui  contiennent  des  exposants  variables  ou 
des  logaritlunes ,  et  fonctions  trigonométriques  ou  circu- 
laires celles  qui  contiennent  des  lignes  trigonométriques 
ou  des  arcs  de  cercle.  H  serait  fort  utile  d'intégrer  les  for- 
mules différentielles  qui  renferment  de  semblables  fonc- 
ûoiU)  mais  on  n'a  point  de  méthode  générale  pour  y 
parvenir.  On  est  réduit  à  essayer  de  les  rendre  algébriques 
par  une  substitution  de  variables,  ou  à  les  ramener  à  des 
intégrales  de  même  genre,  mais  plus  simples. 
Exemple  :  On  rend  algébriques  les  intégrales 

ffM^.    rf{^)^dx,    ff{e')dx,     rf{nnx)co^xd^, 

ff{oMx)ûnxdx^    f/(mix)coêxdXy 
//(sinx,  sin  3x, . . . ,  oosx, oos ax,...)d!r, 

ça  égalant  tour  à  tour  Ix,  e',  sinx,  cosx  k  z.  Ainsi,  par 
exemple,  en  faisant  sinx  =  js,  d'où 

dz 


l'mtégrale  //(sinx,  cosa?)</x  devient 
/•  ,  , dz 


et  se  prësente  sous  une  forme  algébrique. 
T.  II. 
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29.  Si  P  et  z  sont  deux  fonctions  de  x  dont  la  première 
reste  algébrique,  et  dont  la  seconde  ait  seulement  une  dé- 
rivée algébrique  z\  et  si  de  plus  y  en  posant 

fVdx  =  ti^,    /.Qa'£ir=ïR,     /lU'rfr  =S,. . ., 

on  obtient  pour  Q,  R,  S,  • . .  des  fonctions  connues  de  la  va- 
riable X,  on  déterminera  sans  peine ,  à  Taide  de  plusieurs 
intégrations  par  parties,  l'intégrale /Pz^^iwi:,  dans  laquelle 
n  est  un  nombre  entier.  On  a  en  effet 

f  (iz'zf^^dx = z^'f  qz'dx  —  (/i  —  I  )/  \zr*z^dx  X  /Q«'^l 
et  par  suite 

f^rdx^Qïï/"  --«R«^«  -h«(»— i)S»^'  — «te. -+•€; 

on  satisfera  aux  ocnditians  énoncées  en  prenant  pour  z 
les  fonctions  A  l[/(jr)]»  A  arc  Ung  /(x),  A  désignant  une 
constante ,  et  f{x)  une  fonction  algébrique  de  x. 

Exemples  :  Supposons  que,  P  étant  égal  à  i ,  r  soil  dé- 
terminé tour  à  tour  par  les  équations 

z  =s  \Xi  z  z=:  arc  sin X,    s  =5  arc  cosx,  a  =  !(ar  -+-  |/^i-f-ir*)  » 

on  aura 

//i    \-j  /1   \- r        '^      ^(^ — 0       _!_«(« — i)  ..3.2.11      ^ 

./  ^  L         arcsmj:    (arcsm^)*  (arcsmx)*  J 

J7  X.,       /  ^.^      n\/i  -  J?*    /i(/f — ilp     /i(ii-iY»-#l/i-x»        1 
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On  intégrerait  encore  avec  beaucoup  de  facilité  les  ex- 
pression» /  x*"*  (\xydx,  /x""'*(  arc  sin xydxy . . . ,  qui 
différent  de  celles  qui  précèdent  par  la  valeur  de  Pcpii 
ici  esta:*""*,  on  aura,  par  exemple, 

"(lx>&=f!r(l^).r,  -    -  H-e(?Z^)_  etc...±"^*-"^];f  1  +  C. 
«^     ^L         a\x      a^(\xy  a»(lx)"        J  ^  ^• 

Si  dans  les  formules  obtenues ,  on  pose  tour  à  tour 

\x=z  Zy     X  =  e'f  dx  =  e*dz  ; 
arcsin4r=2,     x=rnns,     d!r  =  006^; 
arc  0064?  =z,     x  =  cos«,     dx=z  —  fmzdz; 

•  y e»  —  tf  "-'        .         ^  +  <r-* 

Ki-f-x» — a:=:tf"*,     x= ^ — ,     dlr= cfe; 

on  trouvera 

fl  L      a*  a  «  û  2^  J 

On  pourrait  établir  directement  ces  diveroes  formules  à 
Taide  de  plusieurs  intégrations  par  parties  que  Ton  ef- 
fectuerait de  manière  i  diminuer  sans  ceasie  Texposan^  n 
pour  Le   faire  enfin  disppiKaitRç.    Aitisi ,  par   e^epipU , 

3.. 
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l'intégrale/z"  e^'dz  se  dëdait  des  équations 

«"«"<&  = I  zf^^^dz^ 

/^-•^       Il  —  i  p 
«^«  t^dz  =: :  f  a«-»c«»<fe,  etc. 

L^intëgradon  par  parties  peut  encore  servir  à  fixer  les 
valeurs  des  deux  intégrales 

f^co%bzdzy    f^iinbziiz, 
on  a  en  effet 

/-    ,        ^  coihz      b  P       ... 
«•■  coibzdz  =: h  -  /  c"  sm  bzdzy 

/'^.   .    r  j        c"sin*»       b   r  .    ^ 

e"  sin  ^a&  = —  -  j  tfcoibzdz, 

d'où 

^coèbzdz  =  -j — ^  (fl  cos^s  +  ^  sin ^«)  -hC, 

I  e^mnbzdz  =  -— r:  (o  mbz  —  b  cosbz) -h  C. 

ScoKe*  La  formule  qui  donne  /z"  e^*d;fe:,  repose  sur  ce 
principe  que  j  e^*dz  =i  — .  'Or  cette  dernière  équation 

subsiste  encore  lorsqu'on  remplace  a  par  a  +hV^ — i, 
et  par  suite  /  &'*dz  par 

fl^ir^y/^Ydi  =  fe"{coèbz  -hi/^mbz)dz. 

On  pourra  donc  faire  cette  substitution  dans  la  formule 
citée,  ce  qui  donnera 


fzf^  (cos  bz  H- W^  I  sin  bz)  dz 
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Cette  formule  se  partagera  en  deux  autres  qui  donneront 
les  valeurs  des  intégrales 

/«■fi"  00$ bz  iUy    /^c"  sin  bz dz, 

30.  On  peut  encore  rendre  rationnelle  ou  réduire  au 
moins  l'intégrale  fsin^x  cos^xdXy  dans  laquelle  jui  et  v 
sont  deux  cpiantités  constantes.  Si  d*abord  on  pose 

9Îa*x  =  z, 
à'on 

cos*x  =1   —  «,     dz  =  asîn^cosxd^r, 

Tint^rale  proposée  deviendra 

et  sera  rationnelle  et  intégrable  si  les  trois  quantités 

fâ —  I       y —  I       ^  H-  »  —  2 

y     Z  > 


2 


se  réduisent  à  trois  nombres  rationnels  dont    Tun   au 
ipoin^soit  entier,  ce  qui  arrivera  nécessairement  toutes 
les  fois  que  fi  et  v  auront  des  valeurs  numériques  en- 
tières. 
Dans  tous  lès  cas,  â  Taide  de  Téquation 

fttdfi  =r   «I»  —  fi^f 

on  pourra  : 

I®.  Diminuer  (x,  augmenter  v  en  prenant  sîn^x  pour 
facteur  u ,  ce  qui  donne 

(i)    f  sm'*«cos'x<ir=— — -^ 


4-^^^-=^    Tsin^-'ar  ces' ^^c<irj 
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a^.  Dlitlinuer  (i  «ms  changer  v  en  remplaifflia  dâna  la 
formule  précédente,  oos^'^x  par 

co8'xXcos»x=  cos*  X(«  —  sin»j?), 

et  réduisant;  d'où 

,x     r.  *     .  sm^~"'xco8 '"*"*« 

(2)  /  sm  f*x  dos^jpdàf  ds: -; . — ^ 

-u^mi-   /  ffln^""*xcos'jcdir. 

3*^.  Augmenter  fx  sans  changer  v ,  en  résolvant  la  for- 
mule (a)  par  rapport  à  Tintégrale  dn  second  mefilbre  ^  «t 
changeant  jui  en  fx  +  21.  On  trouve  ainsi 

/ox    /'  .   a        .     .        sm^"^*Jccos'"*'*jr 

(3)  I  sin'*xcos'xtfr  =:  : 


En  prenant  cos^x  pour  facteur  u,  et  suivant  la  même 
marcke,  on  pourrait  : 

4°.  Diminuer  v,  augmenter  |ui  ;  5**  diminuer  v  sanÂ  chatt- 
ger  jtx;  6^  augmenter  v  sans  toucher  â  fx,  à  Taide  des  for- 
mules 

//\  r.  .    .        sin^"*"'jfcos'"~'a?      » — 1     /•  .    „,4_a        .— a^j^ 

^  J  ^  -H  I  A*-^t  y 

(5)         /  an^a7C0»»«rfar  = i /  sm'*^  cos''    ^xdx, 

On  pourra  dès-lors  transformer  l'intégrale  donnée,  en 
une  autre  intégrale  de  même  espèce ,  mais  dans  laquelle 
les  exposants  de  sinx  et  cosx ,  seront  compris  entre  —  1 
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et  4-  I.  Si  les  exposants  /x  et  v  sont  tous  deux  entiers, 
on  les  réduira  à  Tune  des  trois  quantités  +i,  o,  — i,  et 
Tintégrale  /sin^  jr  ces  "xdx  sera  remplacée  par  Tune  des 
neuf  suivantes: 

I  <ùr  =  X  >f-  c,       /  mxdx  =  —  coix  -h  C^ 
I  txAxdx  =  sinx  -f-  C, 
ifBOkxcio^xdx  :=  Y  sin'x  -f-  C, 
(^^^dx  =  —  I  l  cos»x  -f-  C, 

J  QQBX 

»/  smjc 

sinx        *        ^ 
cosx 

Si  Ton  applique  ces  principes  à  la  détermination  des 

int^ales 

sin'x     '  J  cos»x  '        J  sin^x  ' 
tt  ét&ut  on  nombre  entier,  on  trouvera  : 
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i^.  En  supposant  n  pair,  I 

Skn''xdx  = 1  sjn"-'xH sm""*a: -!-..•  H 7 — ) 7A rSinx 

n    L  « — a  2.4... (it — 4)(#i — 2)       ] 

/.    .        sinxf       _          n — 1        _,                3.5...(7i — S)(n — 1) 
COS"4;Ar  = 1  COS"^'X  H COS""^'x  -f- . . .  H ; 7 rT7 T  cos* 
/i    L                  «—a                          a.4...(/i— 4)('» — ^) 

_^..3     ■(>,--3)(n-0^_^ 
2.4...(« — a)« 

J-   j        tang""»x       tang»"^«       tang«"*jD         .  ^ 

J'    ..   j            cot»""'x       cot*^'x      cot""5x        ^^  ;,      ' 

cot»«iir  = 1 5 —  . , .  ±cotxZîlx  -+-C* 
n — I           n — 3           n — 5  ^^ 

sec"a:d:r=r 9ec"-»j?H 5séc»-^x...H ^—j ^, =(sécx    -f 

rt— iL  «—3  i.3...(/i — 5){/i — 3)         J 

/,  ,    .  cosxf      ,  ^^        71-2      ,  _  .  2.4..(«-4X'»-2) 

« — IL  «:-3  i.3-.(/i-5)(#»-3; 

2^.  En  supposant  n  impair, 

/cos«r  .        .        n— I   .        ,        («— i)(n— 3|)  .        _  i.4...(ii-3){«-i, 

Bm»xdbr=: Bin»-'xH sin  — «or-h^ 9 ^sin«-Sa.^_...^^J__L_/>- 
n     L                    «— 2                     (■— «)(«--4)  i.J.-fHX'-^ 

f  _,       tânn«-«x     tang«-«x  .  Ung"-»x     "   .taiig»x.   ,,  _ 

J*'            ,           cot"-«x      cot"-»x      cot"-*x  cot»x       ...  _ 

cot  "xiCrs 1 -—5 -— = — h-ip— -— i^^  lBin>x  +  C, 
ï|-^I                    II— O  H— 3  3 

31 .  Pour  obtenir  inunédiatement  les  six  formules  fonda- 
mentales du  n°  30,  M.  Cauchy  a  recours  encore  à  réquation 
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f  uf^dAv  =  ttp  =:  fttvdAuy 

et  fait  tour  autour,  i^  u  proportionnel  à  une  puissance  de 
sinx,  et  i^  proportionnel  à  une  puissance  de  cosx  ^  7?  i£.pro- 
portionnel  i  une  puissance  de  tang jt,  et  f^  à  une  puissance 
de  cosx^  3^  u  proportionnel  à  une  puissance  de  cosx  et 
('iune  puissance  dç  tango:  ^  4^  u  proportionnel  à  une 
puissance  de  coso:  et  f^  à  une  puissance  de  sinx^  5®  u 
proportionnel  à  une  puissance  de  cota:  et  i^  à  une  puis- 
sance de  sin or-,  6^  u  proportionnel  à  une  puissance  de 
ânx  et  (^  à  une  puissance  de  cota:;  en  ayant  égard  aux 
équations 

.  ,   .  cosx  .  ,  ,  ^^j 

a.lsuix  =  -; — or,     dAcosx=z -da:, 

smx  cosx 

dx 
</.l  tangx  =  —  d.l  cotjr = 


smx  cosj? 


D'antres  méthodes  peuvent  servir  encore  à  la  réduction 
ou  à  la  détermination  de  l'intégrale /sin^^^arcos-^j:^, 
m  etn  étant  deux  nombres  entiers.  Il  est  d'abord  évident 
qu'on  réduira  Tintégirale  /  sin"^x  coV''xdx  à  d'autres 
plus  simples,  en  multipliant  une  ou  plusieurs  fois  la  fonc- 
tion sous  le  signe /par  sin"a:4-cos*a:  =  i.  De  plus 
on  peut  rendre  rationnelle  Pexpression  sixr^x  cos^^xdx^ 
i^dans  le  cas  ou  n  est. un  nombre  impair,  en  posant 
sinx  =  Z'j  2?  dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  impair , 
en  posant  cosx  =  z.  Enfin  Ton  obtiendra  très  facilement 
les  valeurs  des  intégrales 

/  8in"xd:v,     /  cos'Aiff,    /sin'x  co6"««£r, 

en  remplaçant  sin  ""a:,  cos"*ap,  sin*jPcos"*x,  par  leurs  va- 
leurs en  sin or,  sinax,  sin 3jr, . . . ,  cosx,  cos  nx,  cos  3ar,« . . 
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lYopriétéi  diverMt  dsi  intégnJes  définies.  Méthode»  pour  U  déte» 
tfon  des  TAlean  de  ces  mêmes  intégrales. 


32.  L'intégrale  définie  f    f{x)dx  est  déterminée  par 
Téquation 

(I)   /'V(*)^=Um[(*.-Xo)/(*o)+(*.-*.]/(xO  +  ...+(X-x._^^^^ 

dont  on  se  sert  souvent  dans  la  redierche  des  valeurs  ap- 
prochées des  intégrales  définies.  Pour  plus  de  simplicité 
on  suppose  ordinairement  qae  les  quantités 

forment  une  progression  arithmétique.  Dans  ce  cas ,  les 
éléments 

sont  tous  égaux  entre  eux  eli  la  fraction 

et  Ton  a 

•X 
/    /(x)dx  =  Km/  [/(x.)  +  / (x.  +  <)  +  /(x.  4-  2/)  H-  ...  -H/  (X_ /)] 


SIXISKE   LBÇOB.  4^. 

On  pourrait  aussi  supposer  que  les  quautitësXo»  Xi, .  •  •  9  X 
tonnent  une  progression  géométrique  dont  la  raison  dif- 
ftre  très  peu  4e  Tunité  :  en  adopunt  eette  hypothèse  et 

posant 


onanra 


V>6:  =  lim«jxo/(;rJ+Xo(i+-)/[Xo(i+-)l+.^ 

33.  Dans  plusieurs  cas ,  on  peut  déduire  de  ces  for- 
mules, non-seulement  des  valeurs  approchées  de  l'inté- 
grale définie,  mais  aussi  sa  valeur  exacte  :  on  trouvera,  par 

exemple, 

*.      ,.    X— Xo,         ^      ,.n      -.    (X— aro)(xo-l-X— i)       X»— xj 

=  iirt--L^^.[tfX-<^_,J^ 
:    a* — I        *•  ^ 

et  pnisqne  Um 


X     .        a^-^* 


lou 
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lim 


et  parce  que 


j™7 — : — \:sr, =lim7 ç-, c= ,      I    afdx=: 

(i-4-ct)H-«_i  (fl^-, )(!+.).     a-4-i'     J,^  fl  +  i 

J^'Xcte  X 

— '  =  lim/ift  =  1  —, 

car,  deFéquation 


('+-)"=?. 


on  tire 


34.  On  peut  souvent  ramener  la  détermination  <dWe 
intégrale  définie  à  cdle  d*une  intégrale  de  même  espèce  : 
ainsi ,  de  l'équation 

/     /(x>ir=  Um[(*.-xo)/(«o)-h(«,— j:.)/(x.)-+-  .  .4- (X -«,-.) /i''' 

ou  plus  simplement  encore  de  l'équation 

rV(*)îr=F(X)-.F(*,), 

dans  laqueUe  F  (a?)  représente  la  fonction  qui  a  pour  dif- 
férentielle f(x)  ou  l'intégrale  indéfinie 

on  déduira  les  suivantes  : 
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X 


j     af(x)dx  =  a  f     f{x)dx, 
f{x+d)dx=\  f{*)dx, 

/'X  /X— a 

/    f{x^a)dx=  1  /{x)dx, 

j'^'f{x)dx  =  -   X/W*^' 

f^~"f{^-x)dx  =  (^/{*)dx. 

35.  Toutes  ces  équations  peuvent  encore  se  déduire 
d'un  théorème  fondamental  qu'on  peut  énoncer  comme 
il  suit  :  si  Ton  substitue  à  la  variable  x  une  autre  variable 
z  ^terminée  par  Téquation 

z  =  f  (x), 
d^où  Ton  dre 

x  =  ;t5(,),     dx=^\z)<U,    Ax)dx=f{^(z)\x'{*)dz, 

et(pi'on  appelle  j^q,  Z,  les  valeurs  de  z  correspondantes 
a  x„  X,  on  aura  toujours 

f^f{x)dx^  f^/[z{')W{^)dz=  f^f(z)A, 

c'estrl-nlirequ^à  Fint^ale  définie  prise  par  rapport  i  x^ 
on  pourra  substituer  Tintégrale  définie  relative  à  z, 

i^  Démonstration.  Appelons  z^  J^t?  -  •  m  'n-i  1^  ^a~ 
leurs  de  z  corre^Kmdantes  hx^  Xt,  • . . ,  x«.ô  ^^  suppo- 
sant ces  valeurs  très  rapprochées,  Téquation 

dx  =  ^{z)dz 

donnera  sensiblement 

X,  ^  4Po  =a/(«a)  («.  —  «d)>   «»  —  «.  =  Aî'(»0(»«  —  *0i  "M 
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et  par  conséquent  i 

f  /(x)rfr  =  lîm[(^.-^o)/(xo)^-(x.--*0/(*0-+-----^-(X-*--0/('--0] 

•«/Xo 

=  lin.  {(..-^)/[;c(«o)1a/(«.)  +  (*.-«.)/[*(«.)]>5'(*.)  +««1 

a"**  Z)^mo/i5^afibn»  Représentons  par  ¥{x)  et  F(^)  les 
deux  intégrales  indéfinies //(ar)d!r,  /{[z)dz,  Tëqua- 
tion 

enfralaera  sécassairenMmt  la  aniranlB 

¥{x)  =  F{z)  +  C, 

car  deux  fonctions  cpii  ont  des  différentielles  égales  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante  •,  or  de  cettp  der- 
nière équation ,  Von  tire 

F(X)=F(Z)^-C,     F(xo)  =  /^(«o)-hC, 


et  par  suite 

r»X  /-Z 

;  fÇx)ds^FÇL)^F(^=J 

En  partait  d9  «e  tltéonèttia ,  il  «uffira,  dam  k»  exprès^ 
sions 

/(^  +  -i),    /{*  ^  a>,    fin  -  x), 

de  faire  tour  k  tour 

x-+-£i  =  «,     j:  —  a  =  Zy     X  —  jr  =  a, 

pour  en  déduire  les  équations  du  numéro  précédent. 

36.  On  démontre  non  moins  facilement  qu'on  peut 
étendre  aux  intégrales  définies  les  tMorèmes  déjà  dé- 
montrés pour  les  iniégraks  indéfinies.  Ainsi ,  par  exem- 
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pie,  rînt^^le  définie  de  la  somme  sera  égale  à  la 
somme  des  intégrales  indéfinies ,  c'esuà-dire  que  l'on 
aura 

r)4-^(x)-h4(*)  +  «tc.]^=J^  ^{x)dx-^j^  ^{x)dX'hf   >Kjr>ir  +  ete., 

•/xq  Jxo  Jxo 

^'9\/^l)dx=z  1     udx  4-1/^—1  /      J'^. 

37.  Intégrer  Tezpression  f{x)dx  à  partir  de  x  =?  x^, 
c  est  comme  on  Ta  déjà  dit  trouver  une  fonction  conti- 
nua de  X  qui  ait  la  double  propriété  de  donner  pour  dif- 
férentielle f(x)dxj  et  de  s'évanouir  pour  x  =  x^^  dès- 
lors  si  rintégrale  indéfinie  de  f(x)dx  se  présente  sous  la  . 
forme 

I  mt^ale  définie  qui  doit  s'évanouir  pour  x  =  Xoy  ^era 
nécessairement 

Aiusi ,  par  exemple ,  Téquation 

futip  =   IM»  —   fvdtt 
entraînera  nécessairement  les  suivantes  : 

•^  '•  J  Xo  J  Xo  J  Xq 

^''o  J  Xo 


48  CALCUL    IITTÉGRAL* 

U,  V,  iio,  i*o  éunt  les  valeurs  de  u,  i^,  correspondantes  à 

38.  Si  Ton  suppose  I 

I 

<f(x)  et  x(^)  étant  deux  fonctions  nouvdles  qui  restent 
Tune  et  l'autre  condnues  entre  les  limites  x^,  X ,  et  dont    ! 
la  seconde  conserve  toujours  le  même  signe  entre  ces  li- 

.  y(x)i2rseradon- 

née  par  Téquation 

/•X 

La  suite,  entre  parentlièses,  est  égale  à  la  somme  des 
quantités  de  même  signe 

(x,  —  Xo)  z  (*o),     («.  —  J?i)  a;  (JCi),  etc. , 

multipliée  par  une  certaine  valeur  f  (|)  de  la  fonction^ (x) 
moyenne  entre  les  coefficients  ^(Xo),  y(a^i),  etc.  On 
aura  donc 

/>X 
/{x)dx= ç  (i)  lûn  [(4f.-.*o)  zM  -f-  (x.  —  xO;t  (^0  -Hete.], 


ou 


f^f(x)dx=  f\{x)x{x)dx=^fH)f\{x)dx, 

t/  Xo  t/  Xo  1/  Xo 

Ç  désignant  ime  valeur  de  x  moyenne  entre  Xq,  X. 
Application,  Si  Ton  prend  successivement 
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on  obtiendra  les  formules 


f  /{x)dx  =/{()[    d:r=(X-Xo)/[xo4-l(X-Xo)], 

39.  Supposons  maintenant  qu'après  avoir  divisé  la  dif- 
férence X  —  Xo  en  un  nombre  fini  d'éléments  représen- 
tés par  Xi  —  oTo ,  jTj  —  oTi, X  —  x„_t5  on  partage 

chacun  de  ces  éléments  en  plusieurs  autres  dont  les  va- 
leurs numériques  soient  infiniment  petites*,  le  produit 
(xi  —  ^o)f(p^o)  ^  trouvera  remplacé  par  une  somme  de 
produits   semblables    qui    aura    pour  limite   l'intégrale 

/'f(x)dx  ^  les  produits 

seront  de  même  remplacés  par  des  sommes  qui  auront 
pour  limites  respectives  les  intégrales  définies 

r'y{x)d:r,...,    f^    f[x)dx', 

et  puisque  la  limite  de  la  somme  de  plusieurs  quantités 
est  égale  à  la  somme  de  leurs  limites,  on  aura  générale- 
ment 

f^/[x)dx=("f{x)dxH-    f''/{x)dx...^f^    f{x)dx. 

'''O  m/*©  J  Xt  •/  X..I 

On  peut  donc  toujours  décomposer  une  intégrale  défi- 
nie en  plusieurs  autres  de  même  forme,  mais  prises  entre 
d'autres  limites.  On  arriverait  encore  au  même  résultat 
en  remarquant  que  si  F(j:)  +  C  est  l'intégrale  indéfinie 
T.  II.  4 
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ff(x)dx,  on  aura 

j'^/{x)ax=  F{*0 -F (*,),  f'V(x)da:=F(x.)-F{x.), 

r  /t')^=F(X)-F(x...), 

d'où  l'on  tire,  en  ajoutant, 

=  F(X)-P(*.)=Jy(x)dir. 

Lorsque  entre  les  limites  x^,  X,  on  inter{>ose  une  seule 
valeur  de  x  représentée  par  | ,  on  a 

f^A^)da:  =f^f{x)dx  +j^f{x)dx. 

D  est  facile  de  prouver  que  ces  décompositions  sub* 
sistent  dans  le  cas  même  où  quelques-unes  des  quantités 
Xi,  J?i, . . .,  x^-.i,  5,  cessent  d'être  comprises  entre  Xq, 
X,  et  dans  celui  oùles  différences  Xi  — Xq,  Xj — Xj,..., 
X  —  x,^i,  I  —  Xo,  X — ^,  ne  seraient  plus  des  quantités 
de  m^ne  signe.  Admettons,  par  exemple,  que  les  diffé- 
rences \  — Xo,  X  —  I,  soient  de  signes  contraires.  Alors, 
saivant  qu'on  supposera  la  valeur  Xq  comprise  entre  ( 
et  X,  ou  bien  X  compris  entre  Xq  et  g,  on  trouvera 


ou 


f^f{x)dx  =   rf{x)dx  +f^^f{x)dx, 


flf{^)dx  =f^y(x)dx-^f^/{x)dx, 
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d  OÙ  1  on  tirera 

OU 

nuis,  comme  on  l'a  vu ,  n**  34, 

donc ,  dans  tons  les  cas , 

40.  Ces  principes  admis  ,  il  sera  plus  facile  de  calculer 
exactement,  ou  du' moins  à  tel  degré  d'approximation 
qu'on  voudra,  une  intégrale  définie  quelconque.  Pour 
avoir  dans  tous  les  cas  une  valeur  approchée   de  Tinté- 

gialc  définie  /     f{x)dx^  il  suffit  de  reprendre  Téquation 
f^f(x)dx=  f"/{x)dx-h  p/{x)dx^.,.  1^    f(x)dx, 

OU 

f  f{x)dx  =  (*.  —  :Co)/[*.  4-  «.  («.  —  X.)] 

-h  (ar.  —  x,)f  [x,  -f-  ^.  (jc,  —  x,)].  • .  -»-  etc. , 

danslacpielle  Xi,  x«,...,  ^'^^  sont  dies  râleurs  quelconques 

de  X,  intermédiaires  entre  x©,  X  et  ô^,  fij , 4 ,  des  nom- 

^  compris  entre  o  et  f .  Pour  plus  de  simplicité,  on 
P^t,  oommé  nous  l'avons  déjà  dit ,  supposer  les  îuter^ 

4.. 
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valles  Xi  —  Xo,  Xt —  Xi, ,  égaux  entre  eux  et  à  A 

on  a  alors 

/(x>i:r=i[/(aîo+©oO-^/l*o-h/-hÔ,i)...H-/(X— iH-(?«^.i)J. 

Lorsque  la  fonctiony(a:)  est  toujours  croissante ,  ou  tou- 
jours décroissante  depuis  x  =z  x^  jusqu'à  jp  =  X,  le 
premier  membre  de  Féquation  qui  précède  reste  évidem- 
ment compris  entre  les  deux  sommes 

S  =  i  [/(xo)  H-/(xo  -H  0  -h  /(a?o-h  a/)  -h . . .  -h/(X  —  i  )], 
S'  =  I  [/{xo  -*-  0  -h/(xo-h  21)  + -+-/(X)], 

et  par  conséquent  dans  cette  hypothèse,  en  prenant  la 
demi-somme  de  ces  deux  valeurs,  ou  TexpressioD 

pour  valeur  approchée  de  l'intégrale  /  f  (x)dXy  on 
commet  une  erreur  plus  petite  que  la  demi-différence 

S' -S=±.-[|/(X) -!/(«.)]. 
Exemple  :  Si  Ton  suppose 

on  aura 

'•[!/(*.)  -*-/('.  +  ')+••  +^/ (X)] 

En  conséquence  ,0^78  est  la  valeur  approchée  de  Tinté- 
L  erreur  commise  dans  ce  cas  ne  pourra 


grale  /   — 
Jo  I- 


/o  i-hx* 

pas  dépasser  J^(j  —  t)  =  77 Telle  est  effectivement  au- 
dessous  d'un  centième. 

Si  la  fonction /(x)  n'était  pas  toujours  croissante  ou 
toujours  décroissante,    on   pourrait,   à  l'aide  de   cette 
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même  formule , 
f^/{x}dx=  ("f{x)dx-^  p/{x)dx^.,.  f^  f(x)dx, 

•'xo  J^o  *^^t  *^*»-t 

la  décomposer  en  plusieurs  autres  pour  cliacune  des* 
quelles  cette  condition  serait  toujours  remplie,  et  Ton 
pourrait  alors  calculer,  non-seulement*  des  valeurs  ap* 
prochées,  mais  encore  des  limites  de  Terreur  commise. 
41.  Dans  tous  les  cas,  lors  même  que  la  fonction /*(x) 
serait  tantôt  croissante  et  tantôt  décroissante,  Terreur 
<pie  Ton  commettra  en  prenant  Tune  des  sommçs  S  et  S' 

pour  valeur  de  Tîntégrale  /     f(x)dxy    est   évidemment 

inférieure  au  produit  de  /ii  =  X  —  Xq  par  la  plus  grande 
valeur  numérique  K  que  puisse  obtenir  la  différence 

/{x  -h  /^x)  —/(jc)  =  \x/'{x  -h  ÔAx), 

quand  on  y  suppose  a:  comprise  entre  les  limites  x^^  X, 
et  àx  entre  les  limites  o  et  i.  En  effet  on  a,  par  exemple, 

jyix}dx^s=i{[/ix.-^e,0'A^o)]-^[/^^^ 

et  par  suite 


X 


V(^)^-S<iX/»K  =  K(X-.Xo); 


il  en  résulte  encore  que  si  Ton  appelle  k  la  plus  grande 
d«  valeurs  numériques  àef'(x)  entre  les  limites  Xq,  X, 
l'erreur   commise    sera    renfermée    entre    les    limites 

^Kx-xo),  +fa(x— xo). 

On  pourra  d'ailleurs,  comme  nous  Tavons  vu,  calculer 
exactement  la  valeur  de  Tintégrale  définie  quand  on  con- 
naîtra Tîntégrale  indéfinie,  et,  dans  quelques  cas  particu- 
liers, lors  même  que  Tintégrale  indéfinie  restera  inconnue. 

42.  Exemples  :  En  suivant  les  méthodes  exposées  et  ap- 
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pliquant  les  formules  des  n^  16 et  17,  on  trouvera, 

/' jB^-'dlr  =  i ,       f  ^x-^-^dx  =  00, 
o  o       J  o 

o  •/  o  ,  «/  o  0 

J  O  2        O 

/•la:"— I   ^               .1,1  I 

— dx=\-{ h^â-h,..  —  , 
o  X  —  I                      ai  m 

/*  »     dx     __jr         ç-^-^     dx      w 

/•«      lia?        »•        /^<»  lir  jr^ 

on  trouvera  encore  (n°*  26  et  27) 

c/>jf^dx      «»  — I    /•  <»  «*~*    (m  —  i)... 3.2.1         /**_! 


/•  cox^-^dx      «»  — I    /•  Gc  x^-*    (i?i  —  ij.. .0.2.1 
o     [i  +  xy^n-^mj  o    (i4-j:)"~"(«— 'w)...(/i— 3X/I— 2)J  o  (H 
—  î'^-3...(/w-— i)X  i.^.3...(/i  — m— i) 
""                   i.2.3...(n—  i)  • 

/'  oo       rfyr      ^271  —  3    /^oo        rf/  __I.3.5...(2/l— 3)  r»_jjl, 

o   (i-hr*)*""a/i— 2^0  (i-hj^»)— »~"2.4.6...(2/i— 2yo   i-^.* 

1.3.5...  (an  —  3)  ç 

2.4-6.  ..(2/1  —  2)2' 

/•  »      ,  ^  r  *       .      1.2.3.../Ï 

z'c-'di  =  f  .2.3.  . .«,        /      ^e-^dz  = 
o  t/  o 


1.2.3. . 


/•  » .       /      ,        •  y .    »\,_           i.2.3...« 
Z*tf"^iC080«-f-K    — I8m6»l<W=, r , 

/•  »•        .    »    .         1.2.3...W      .    r,  ,  ^1 


nn  bzdz  =  - 


/•  »  .   ^  i..a.3...n        r,         ,  *n 

f  ■    e"**  cos6zdCs  = 


«»-+-&»' 
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Enfin  (n^  30)  en  supposant  n  pair,  on  aura 

r^.  .  ^       i.3.5...(/t— i)»       r^    '      . 
I    siD"x<2r= j-^ ^ -=  1    cos'JTiir, 

/  4  ,  1  I  I    .  ar 

tang''x^= 5-4-...::px±iq:7, 

jo     ^  /i  — I      n  — 3  ^^3  4 

et  en  supposant  n  impair , 

I   8m"«d!r  =  — ^ — -^ r-i=    I    oo9"xiar, 

Jo  1.3.5... («—*2)ii       Jo 

l  tang"xd;r  =  — î ^ -f- =F7±- M  '  )• 

Jo      ^  n — I        n  —  3  ^^4       ^     \*/ 

13.  On  peut  tirer  de  Téquation 

une  conséquence  importante  et  qui  souvent  abrège  les 
calculs.  Supposons  que  ^  soit  une  moyenne  arithmétique 
entre  Xq  et  X,  et  qu'à  partir  de  cette  moyenne ,  en-deçà 
et  au-delà,  la  fonction  f(x)  reprenne  des  valeurs  égales , 
deux  à  deux  et  de  même  signe ,  les  deux  intégrales 


»eront.aussi  égaies,  et  Ton  aura 

■"=»/'■ 

de  sorte  qu'il  suffira  de  calculer  Tune  de  ces  intégrales  et 
de  la  doubler  pour  obtenir  Tintégrale  donnée 


J  Xo  1/  Xa 
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Exemple  : 


rsin*xd!r=2  /   wx^xdx-^ 

si  à  partir  de  a:= |  les  valeurs.de  la  fonction/* (or)  étaient 
égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires ,  les  deux  inté- 
grales /  f{x)dx^  j  y*(x)<2r  seraient  égales  aussi,  mais 
de  signes  contraires,  et  Ton  aurait  par  conséquent 

rX 

I     f{x)dx  =  o. 

Exemple  : 

cosxdx=i  o. 
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Dm  intégrales  définies  dont  les  Taleurs  sont  infinies  ou  indéterminées. 
»  Vilears  prineipftles  des  intégrales  indéterminées.  —  Intégrales  défi- 
nies iingnliéres. 


44.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  on  a  supposé  que  la 
fonction  jf(x)  demeurait  finie  et  continue  entre  les  li- 

f  (x^dx  a,   dans  ce 

cas,  une  valeur  déterminée,  et  Ton  peut  la  décomposer 
en  nn  certain  nombre  d'intégrales  semblables  prises'entre 
les  limites  Xo,  Xi, . .  «,  x„.| ,  X,  au  moyen  de  Féquation 

Ç^f(x)dx=zr/{x)dx-^pf(x)dx-^,.J^   /(x)dx. 

Jxa  Jxq  Jxt  t/x«.»t 

Si  les  valeurs  interposées  se  réduisent  à  deux,  Tune  très 
peu  différente  de  x^  et  représentée  par  Ço?  l'autre  très 
peu  différente  de  X,  représentée  par  Ç,  Féquation  précé- 
dente devient 

+  rVwrf«-+-(x-ê)/[|+9(x-f)]. 

Si,   dans  cette  dernière  formule,   on  fait  converger    f„ 
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vers  la  limite  x^  et  ^  vers  la  limite  X ,  on  en  tirera ,  en 
passant  aux  limites,  et  toujours  dans  Thypothèse  où  la 
fonction  f  (x)  reste  finie  et  continue , 

f^f{x)dx=:\\mfl^f{x)dx. 

Mais  quand  cette  condition  cesse  d^ètre  remplie,  comme 
aussi  quelquefois  quand  les  limites  a?^,  X  cessent  d'être 
des  quantités  finies,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  l'inté- 
grale définie  a  une  valeur  déterminée,  et  Ton  ne  saurait 

/•X 
f{x)dx, 

— ,  dans  laquelle 

la  fonction  sous  le  signe    /,  savoir  -,  devient  infinie  pour 

la  valeur  particulière  a:  =  o  comprise  entre  les  limites 
a:  =  —  I,  a:  =  -f.  i;  l'équation 

donnera 

/•-f-i  dx        ro  dx        r^dx 

I         — =   / h   /      _  =  — OO-hOD, 

J— I       X  J  ^i    X  J  o      X 

et  l'intégrale  donnée  se  'présentera  sous  une  forme  indé- 
terminée. 

Pour  lever  dans  ce  cas  toute  incertitude,  et  rendre  à  la 

notation    /    f(x)dx  voie  signification  claire  et  précise, 
on  convient  d'étendre  par  analogie  Téquation 

f^^  f{x)dx:=z]mij^''/[x) dx 

au  cas  où  elle  ne  peut  plus  être  rigoureusement  démon- 

i* -{- CK>  /*  09  dx 

trée.  Ainsi  les  intégrales  /         e'dx^      \       — ,  dans  les- 
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quelles  la  fonction  f{x)  cesse  d'être  finie  et  continue  pour 
jr=:oo  ou  x  =  o,    seront  déterminées  par  les  équations 

JjJ*^^=lim  j  Vdir=:Uin(cf  —  cfo)—  ^oo  _  g-oo_  q^, 
r^=limr^^=limll=liinl^==:Oo. 

II  peut  arriver  cependant  que  la  valeur  de  l'intégrale 
définie  soit  réellement  indéterminée.  Pour  le  prouver,  re- 
prenons l'intégrale  i       — •  Si  l'on  désigne  par  e  un  nom- 

bre  infiniment  petit ,  par /x  et  v  deux  constantes  positives 
mais  arbitraires,  on  aura 

J  —  l    X  •/  — I  X  Jo       X  J^%       X 

J-,     X  \J— 1         X         J^t    X  )  V  »•/  » 

or  cette  valeur  est  complètement  arbitraire  ou  indétermi- 
née. 

4S.  Si,  lorsque  la  fonction/(x)  devient  infinie  entre 
les  limites  jcro9  X,  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  par- 
ticulières ,  Xf,  Xt, .  •  • ,  x,n9  on  désigne  par  e  un  nombre 
infiniment  petit,  et  par  fx^,  Vi,  /Jt»,  v,, . . .  y^^^  v„  des  cous-, 
tantes  arbitraires,  on  aura 

(^/ix)dx=.  f"  /{x)dx  -f.  pf{x)dx^...  f^/{x)dx     . 

Jzq  J  Xq  J  x^  Jxm 

et  si  les  limites  Xo,  X  se  trouveiit  elles-mêmes  rempla- 


.A_ 
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cées  par  —  oo  et  4-  oo , 

r  7(x)^=iimF  /"'-"••/ïx)^-.  r-'%)d....-^  r 

L  Mt 


/x  et  V  désignant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Les  valeurs  des  intégrales  déduites  de  ces  équations 
pourront  d'ailleurs,  suivant  la  nature  de  la  fonction-y  (x), 
être  ou  des  quantités  finies  et  déterminées,  ou  des  quan- 
tités infinies,  ou  des  quantités  indéterminées,  qui  dépen- 
dront des  valeiu*s  attribuées  aux  constantes  arbitraires. 
Si ,  dans  ce  dernier  cas,  on  réduit  toutes  les  constantes  à 
Tunité,  on  aura  des  valeurs  particulières  des  intégrales 

/(f)dx,      /        /{x)dx, 

que  M,  Cauchy  a  désignées  sous  le  nom  de  valeurs  prin- 
cipales, et  qui  sont  données  par  les  équations 

r'^7(*K«:=Km     f''"/{x)dx+f''"/{x)dx...  +  f     *  A^y* 

*~  •     . 

Exemple  :   Zéro ,  ou  ce  que   devient  1  - ,  quand  on 

fait  /x  =  I,  V  =  I,  est  la  valeur  principale  de  l'intégrale 

définie  /        —  ;  1  -  est  sa  valeur  générale. 

46.  Une  intégrale  définie  relative  à  x,  et  prise  enU^e 
deux  limites  infiniment  rapprochées  d'une  certaine  va- 
leur particulière  a,  attribuée  à  la  variable,  est  sensible- 
ment nulle  lorsque,  cette  valeur  étant  une  quantité  finie, 
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la  fonction  /(pc)  reste  finie  elle-même  et  continue,  dans 
le  voiânage  de  x  =  a.  Alors  en  effet  l'intégrale  définie 
est  égale  à  la  différence  infiniment  petite  des  limites  de 
l'int^rale  multipliée  par  une  valeur  finie  de  la  fonction. 
Mais  la  valeur  de  l'intégrale  définie  pourra  différer  de  o 
et  acquérir  même  une  valeuii  infinie,  si  a  o\if(à)  devenait 
infini. 

Dans  ce  dernier  cas  Tintégrale  est  ce  que  M.  Cauchy 
appelle  une  intégrale  .définie  singulière,  11  sera  ordinai- 
rement facile  d'en  calculer  la  valeur. 

Supposons  d'abord  que  a  soit  une  quantité  finie,  mais 
prise  parmi  les  racines  de  l'équation  f{x)  =  zh  oo,  et  dé- 
signons par  f  la  limite  vers  laquelle  converge  le  produit 
(x  —  ^)J{p^)y  tandis  que  x  converge  vers  a. 

L'équation  (n°  38) 

j;V(*)^=(e--)/(f)i(^). 

donnera 

Eu  effet,  la  quantité  Ç,  comprise  entre  a  —  e  et  a —  fj^, 
ou  a  +  ve  et  a  -}-  6 ,  sera  sensiblement  égale  à  a,  tandis 
que  le  produit  (  g  —  û)  /(5)  sera  égal  à  (a  —  a)f(a) 
ou  à  f  . 

Si  a  devenait  infini ,  on  appeUerait  f  la  limite  vers  la- 
queUe  converge  le  produit  xf{x)y  tandis  que  la  variable  x 
converge  vers  la  limite  ±:  <»,  et  l'on  aurait  sensiblement, 

euTertuderéquation(n«38)jV(jPy'^=  S/(5)ï(J)' 
j      y(x)dx  =  flA»,      J[V(*)rfa:=  ni. 

"7*  • 
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n  est  essentiel  d'observer  que  la  limite  du  produit 
(x  —  à)f(x)  du  xf(x)  dépend  quelquefois  du  signe  de 
son  premier  facteur»  et  que  par  conséquent  la  quantité  dé- 
signée par  f  change  quelquefois  de  valeur  quand  e  change 
de  signe. 

47.  La  consid^ation  des  intégrales  définies  singulières 
fournit  le  moyen  de  calculer  la  valeur  générale  d^une  in- 
tégrale indéterminée  lorsqu'on  connaît  sa  valeur  prin- 

cipalc.  En  effet ,  soit /     f(x) dx  l'intégrale  dont  il  s'agit, 

et  supposons  qu'on  fasse 

/(T)dx+f  /{x)dx-^...\         f(x)dx, 

A  =  limE  sera  la  valeur  générale,  et  B  =  limF  la 
valeur  principale  de  l'intégrale  définie.  La  différence 
A  —  B  =  lim(E  —  F)  de  ces  deux  valeurs  sera  équiva- 
lente à  la  limite  vers  laquelle  converge  la  somme  des  in- 
tégrales singulières 

f  /{*)dx,      /  f{x)dx, 

/        '^V(*>ir,...,    /  J{x)dx, 

et  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  fi,  f^^ . . . ,  f^  les  li* 
mites  vers  lesquelles  convergent  les  produits 

tandis  que  leurs  premiers  facteurs  convergent  vers  o,  on 


aura 
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Si  Xo  et  X  deyenaient  -^  oo  et  H*  oo ,  il  faudrait  po^r 

1 

E=  p~''"VW^-+-  /"  "'''/(.r)^  4-...  r         /(x)rfr, 

^« 

1 

F=  r'''A^)dx-^  i''^*f[x)dz^  ...  f       /(:t)iir. 
« 

Aux  intégrales  singulières  déjà  calculées,  il  faudrait,  pour 
avoir  A  —  B,  syouter  les  deux  suivantes 

1  1 

fit  % 

dont  la  somme  est  sensiblement  équivalente  à  Texpres- 
sien  fl  -,  dans  laquelle  f  désigne  la  limite  vers  laquelle 

convei^e  le  produit  xf{x)^  tandis  que  la  variable  x  con- 
verge vers  l'une  des  deux  limites  -—  oo,  +00. 

Lorsque  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  e ,  et 
pour  des  valeurs  finies  ou  infiniment  petites  des  cons- 
tantes arbitraires  fi,  v,  fXj,  v,, ,  fx^,  v„,  les  intégrales 

singulières  dont  dépend  la  différence  A  —  B  obtiennent 
des  valeurs  infinies  ou  des  valeurs  finies  différentes  de  o, 

les  intégrales  J  f{pS)dx^  j  f(x)dx^  sont  évidem- 
ment infinies  ou  indéterminées  :  c'est  ce  qui  arrive  toutes 
les  fois  que  les  quantités  f ,  fj, .  . . ,  f^,  ne  sont  pas  simul- 
tanément nulles.  Si  au  contraire  ces  intégrales  singu- 
lières s'évanouissent  toutes  pour  des  valeurs  infiniment 
petites  de  e,  quelles  que  soient  les  valeurs  finies  ou  infini- 
ment petites  des  constantes  fx,  v,  (Xj,  v,, . . . ,  /ut„,  v^, la  va- 
leur générale  de  l'intégrale  /    f(x)djc  est  une  quantité 


/. 
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finie  et  déterminée;  puisque  alors  la  différence  A  —  B 
étant  nulle,  A  est  sensiblement  égal  à  la  quantité  déter- 
minée B. 

Ainsi,  pour   que    la    valeur  générale    de  Tintégrale 

X 

f(x)dx  soit  finie  et  déterminée,  il  est  nécessaire  et 

il  suffit  que  les  intégrales  singulières  comprises  dans  la 
différence  A — B,  se  réduisent  à  opour  des  valeurs  infini- 
ment petites  de  e,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs 
finies  ou  infiniment  petites  attribuées  aux  coeflSeients 
jix,  v,/Xi,  Vt,. .  -,  (x,„,  v^;  c'est  ce  qui  arrivera  conunimé- 
ment  lorsque  les  quantités  f,  fi,  f,,. . .,  C  seront  toutes 
nulles. 

Ces  quantités  pourraient  cependant  être  nulles  sans  que 
les  intégrales  singulières  le  fiissent  aussi.  Par  exemple , 

si  l'on  prend  f(x)  =  -y-,  le  produit  xf(x)  s'évanouira 

pour  X  =  o,  et  cependant  l'intégrale  définie  singulière 


cessera  de  s'évanouir  pour  des  valeurs  infiniment  petites 

de  V. 

/  (x) 
Exemple:  Soit  :^j-{  une  fraction  rationnelle.    Pour 

que  l'intégrale  /        f{pc)dx  conserve  une  valeur  finie  et 

déterminée,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira,  i®  que  l'équa- 
tion F  {x)  =  o  n'ait  pas  de  racines  réelles  ;  2**  que  le  de- 
gré du  dénominateur  F(j:)  surpasse  au  moins  de  deux 
unités  le  degré  du  numérateur  f{x).  En  efFet,  si  la  pre- 
mière condition  est  remplie,  les  facteurs  f,  fi, . . . ,  f,„  se- 
ront nuls,  parce  que  l'existence  de  ces  produits  suppose 
l'existence  de  valeurs  réelles  de  x  qui  rendent  infinie  k 
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fonction *^W^  ou  qui  fassent  ëvanouir  F(x).  En  vertu  de 

la  seconde   condition,  f  ou  limx  ^--\  s^ëvanouira  aussi 

puisque  xf(x)  sera    d'un  degré    inférieur,  au  moins 
d'une  unité,  à  F(ar). 

48.  On  trouyera  facilement,  k  Faide  de  ce  qui  précède, 
les  intégrales  suivantes  : 


/^t      xdx     ./M  /••        xdx 

J      ,x»H-û*~"   7'       J ^j_±^-ha*  "^  ®' 

_I  I 

I 

I 

Plus   généralement  :  :^r4r  étant  toujours  une  ^nction 

rauonnelle  dont  le  dénominateur  ne  puisse  s'évanouir 
pour  aucune  valeur  réelle  de  x,  désignons  par 

''=«i+C,l/— i,x,=:*,-hC,\/—: I  etc.,...,  *«=i»«-+-C,  V^— i . 

les  racines  imaginaires  de  Féquation  F(x)  =  o,  dans  les- 
quelles  le  ccftfGcient  de  V^ — i  est  positif,  et  par 

A,  —  B,  V^^T,     A,  —  B,  l/^,  etc. 

les  valeurs  de  la  fraction  *^,^  correspondantes  à  ces  ra- 
T.  If.  5 


/ 
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cines,  F  équation  connue 


entraînera  la  suivante 

^ii:r=a(A. -T-A.-4-....+  Ajl^+  2^(B.  -^-  B.  + 

t   V  [JC)  f 

fit 

Le  second  membre  de  cette  formule  cessera  de  i*en- 
fermer  le  facteur  arbitraire  1  -,  et  Ton  aura  en  consé- 
quence 


/- 


-If^  =  -(»■+ »■+•■■+»■)• 


toutes  les  fois  que  la  somme  Ai  +  A,  -K  •  •  •  +  A^  s'éva- 
nouira. Or  cette  condition  sera  remplie  si  le  degré  de 
F(x)  surpasse  au  moins  de  deux  unités  le  degré  de  f(x). 
En  effet,  on  a 

/(jr)_2At(ar  — g.)+aB.C,      2  A,(x  —  «,)  4- aB,g.  aA,(x— .»,)  +  aB,»i. 

F(*)-     (x-.0"+?î  (*— O'+ÎJ       "  ,(x--.)«  +  Ci      ' 

F(x)--  [(x_..).  +  C;][(,_..).H.C;]..  [(x-.J«4-Cy 

et  ^m  étant  le  degré  du  dénominateur,  le  numérateur  se- 
rait du  degré  am  -^  i  si  le  coefficient  de  ;c**~',  savoir, 
a(  Al  +  A,  4- . . .  4-  A«) ,  n'était  pas  nul.  D  faut  donc  ab- 
solument que  cette  somme  soit  nulle  si  le  degré  du  déno- 
minateur surpasse  au  moins  de  deux  unités  le  degré  du 
numérateur,  etc. 
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te.  Considérons  en  particulier  rintégrale  /         , 


dans  laquelle  n  et  m<^n  sont  deux  noonhres  entiers  :  ici 


-pi  =  — :  toutes  les  racines  de  réquation 

Ff-r)        x"  -4- 1  ^ 


F(x)  =  X»  -h   I  =  o, 

dans  lesquelles  le  coefficient  de  V^ — i  est  positif,  sont 
comprises  dans  la  formule 

*  -H^V^— I  =cos ir-hV^— 


an  an 

dont  on  les  déduira,  en  donnant  m  nh  >+- 1  toutes  les  va- 
leurs impaires  Comprises  entre  o  et  an.  La  valeur  géné- 
rale de 

co8(a*H-i)-jr-f-K — isiB(aAf-hi)  -  jt 

cos(aA--i-i) ir-^-y^ — isin(aX-+  i) ««■ 

en  posant 

am  +  i  .,  .     aw — a/i -^  i 

=r  a  ;     d  où    =  a  —  1 , 

an  a/i 

et  se  rappelant  que  pour  diviser  Tune  par  Tautre  deux  ex- 
pressions imaginaires  de  la  forme  oosp  4*  V/^-— i  sin^, 
cos^-f-  V^ — I  siui/,  il  suffit  de  retrancher  les  arcs,  on 
trouvera 

A-BV/—!  = — [cos(a  — i)  (aA-M)ir4-  |/^sin(a--i)  (aX-  -f-i)*"]^ 


a/i 


=  - [cosfl(a^4-i)r-+- V/^sinûr(a^-hi)T], 

5.. 
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d'où 

A= cofta(2A -h  i)ir,      B  =  —  ma (lA H-i) «r, 

P  ànaw  sinBair  8m(a/i — i)aw  . 

2/1     '  2/1      •  '  211 

et  puisque  dans  Thypothèse  admise ,  le  degré  du  dénomi- 
nateur surpasse  de  plus  de  deux  unités  le  degré  da  numé- 
rateur, on  aura 

-00  x^dx 


p^oi  x**dx 


2v 

=  — r8ina«'-f-8in3ar  +  . .  .-h  sin(2if —  iWl. 

211  ^    ' 

On  peut  calculer  facilement  la  somme  qui  forme  le  second 
membre.  ¥jï  effet,  les  équations 

cose  H- ï/^  sinô  =  tf®^''^» 
cos  3« -+- l/'^Mn  3ô = ^®  ^"^^^  etc. , 

donneront 

[cosO-l-cos36-f-cos55...-|-cos(2/i  — i)6]-|-V/^[sin6-l-sin3ôH-  sin59...^- 

dans  le  cas  que  nous  examinons,  ' 

2/lH-    I 
ô  =  ajT  =  ir, 

211 

et  par  conséquent 
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on  a  d'ailleurs 


aV^ — I9in0       al/^ — isinas- 
donc 

>H-cos3mr...+  cos(aii —  iJAir-hK — i[sma«--|-8in3<iir...-hsin(2/i  —  i)<ï«r] 

a                   I                           1 
= ^=  X-^ = y=- . 


aK  —  I        «no»  y — isinair 

oûSfl»  -h  cos  3aw  -f- . . .  cos(a/i  —  i)as-= o, 

9ina«'  +  ain3air  +  - .  •  sm(a/i — iW=  -; / 


.    am  -H  I     * 
nsin ir 


on  en  conclut,  en  posant  z  =  ,r*'*, 


H-*»"        .   aiw  H-  I 
sin- 


ail 

£q  réjnisant  de  même  chaque  intégrale  indéterminée  à 
sa  yaleur  principale ,  on  trouvera 


•  s^dx 


.gj7i;7Iai  =  ~-(nnatfir-l-ain4<>ir...-hMn(a/i —  a)air] 


ntaLU&aw  am  +  i 

/itang sr 

^     a/î 


/     =  aiï  f =:«  f = 

i/o     I — z  Jo    I — X**        i/— 00 1 — «•"      tamsasr 


tangasr 


•JO  CALCUL    INTteKAL. 


HUITIEME  LEÇON. 


Déiarmiiuitioti  dVine  intéf^rale  définie,  \^  à  Paide  de  Piotégiation  par 
séries;  a*  à  Taide  do  la  differentiation  ou  de  Tintégration  sous  le 
signe  y*.  —  Propriétés  fondamentales  de  la  fonction  r. 


50.  Lorsqu'on  ne  peut  obtenir  une  intégrale  définie 
par  les  moyens  indiqués ,  on  a  recours  à  deux  autres  pro- 
cédés, dontFim  est  l'intégration  par  séries ,  Tautre  la  dîf- 
férentiation  ou  Tintégration  sous  le  signe  f^  par  rapport 
à  une  constante  arbitraire  ou  à  une  seconde  variable  dis- 
tincte de  la  variable  indépendante. 

L'intégration  par  série  repose  sur  ce  théorème  fonda- 
mental :  supposons  que  les  deux  limites  Xot  ^  étant  des 
quantités  fini  es»  la  série 

«of     "«,    «a,  •  .  .  ,    ««, 

dont  les  différents  termes  sont,  entre  les  limites  Xo,  X, 
des  fonctions  continues  de  la  variable  x,  soit  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  mêmes  li- 
mites ,  la  série 

/•X  '    r\  /'X  /•  X 

*^Jfo  J^O  Jxo  «^  ■«'O 

sera  elle-même  convergente ,  et  si  S  est  la  somme  de  la 
première  série ,  la  seconde  aura  pour  somme  I     Sdx. 
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En  d^autres  termes ,  rëquation 

S  =  «o  -h  «.  -h  w.  -4- «te. 

enlrainera  la  suivante 

/Sdx=  f     Hotù^-hf    u.dx-hj    Ujdx-hetc. 

Démonstration.  $oitS„  =  Uq  +«!+«!  •  •  •  +"n-i 
la  s<Hniae  des  n  premiers  termes  de  la  première  série,  et 
r„  le  reste ,  à  partir  du  n"'*'  terme ,  on  aura 

S  =  S„-|-r„  =  «o  -h  «.  H-  «a  -4--  •  •  «ii-i  4-  r^y 
/X  pX  rX     ^  r^        ^         /'^     ^ 

v'jTo  «.'xo  «^^O  *^  'O  *^'9 

Or,  l'intégrale  I     r^dx  est  une  valeur  particulière  du  pro- 

duit  ^„(X  —  Xo),  correspondante  à  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  les  limites  Xq-,  X-,  donc,  puisque  le  reste  r„ 
décroit  indéfiniment  à  mesure  que  n  augmente ,  il  en 

sera  de  même  de  l'intégrale  /    r„dx,  et  Ion  aura 

/X  iX  rX     ^ 

j     Sdr  =z    f      u^dx  -h  J     f^idx  -h çtc. 

i/xo  v'xo  «/'o 

Si  dans  cette  formule  on  remplace  X  par  jr,  on  obtiendra 
les  suivantes 

Xo  »/  *o  «^  *o 

j'sdxzrz    fuodX'+^  ju^dx-h  ju^dx-h    .'-}-€, 

31.  On  démontrerait  facilement  que  les  équations  ci- 
dessus  établies  subsistent  encore  lors  même  que  la  pre- 
mière série,  d'abord  convergente  entre  les  limites  Xç,^X^ 
deviendrait  divergente  pour  Vune  de  ces  limites  ou  pour 
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toutes  les  deux,  pourvu  toutefois  que  les  intégrales 


f    Uodxy      I    Ujdx,  etc.  y 


forment  une  série  convergente. 

Le  mode  de  démonstration  consiste  à  désigner  par 
^o,  I  deux  quantités  comprises  entre  x^^  X,  pour  les- 
quelles on  a,  par  conséquent, 


JSdx  =   I     Ut/ix  +  f    u^dx 


et  que  Ton  fera  ensuite  convei^er,  la  première  vers  la  li- 
mite X^y  la  seconde  vers  la  limite  X.  Cette  remaixpie  s^é- 
ténd  même  au  cas  où  les  quantités  Xq  ,  X  deviendraient 
séparément  ou  simultanément  infinies.  Si  Ton  prend,  par 
exemple,  u„=a„a:^,  a„  étant  un  coefficient  réel  ou  imagi- 
naire^ si  de  plus  on  désigne  par  p^  la  valeur  numérique 
ou  le  module  de  a»,  et  par  X  la  plus  grande  valeur  que 

reçoive  l'expression  (p„)"  qu^^e  nombre  n  devient  in- 
fini -,  la  série  Mo+"i+  "*  +...=  «©  +  «iJ^+ûiX* -f-etc. 

sera  convergente  entre  les  limites  x  = ,  x  =  -|--> 

et  par  conséquent,  en,  laissant  la  variable  x  comprise 
entre  ces  limites,  et  posant 

S  =r  a©  -f-  a^x  -H  a,x»  -h  etc., 
on  trouvera 


£ 


X*  Xi 

Sdx  =  «ox  H-  II» 1-  fl,  -5-  -h  etc. 

o  9.  5 


Cette  dernière  équation  subsistera  encore  pour  les  va- 
leurs jt:= —  -,a:  =-!--,  si  ces  valeurs  particulières  ne 
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cessent  pas  de  rendre  convergente  la  série 

52.  A  Taide  de  ces  principes,  on  pourra  développer 
un  grand  nombre  d^intégrales  en  séries  convergentes  qui 
fourniront  des  valeurs  de  ces  intégrales  aussi  approchées 
que  Ton  voudra.  C'est  en  cda  que  consiste  l'intégration 
par  séries.  On  peut  même  employer  avec  avantage  cette 
méthode  d'intégration  pour  développer  en  séries  toutes 
sortes  de  quantités ,  et  souvent  ce  qu'il  y  a  de  mieux  à 
faire  pour , y  parvenir ,  c'est  d'exprimer  les  quantités  don- 
nées par  des  int^rales  définies  auxquelles  on  applique 
ensuite  la  méthode  dont  il  s'agit. 

Exemples  :  Pour  développer  en  séries  les  fonctions 
l(i  +  x),  arc  tango:,  arc  sinx,  on  aura  recours  aux  foi^ 
mules 


1/  N  /**       WJ?  /*' 


arcsm»: 


J**       dx  /•*  I 


et  comme  on  trouvera    entre  les   limites  x  := —  i, 

~=i-*-l-T'-ete.,    •^-  =  i-*'H-x*-...etc., 

(i-««)-l  =  H-ia? -l-ii«4-t.|i|*« -h  etc., 
l'intégration  par  séries  donnera,  entre  les  mêmes  limites, 

Ui  -\'x)z=Lx h- Ô-— etc.,  arctangjp=j:— ^  4-^— etc., 

I  a:'       I     3  Sj:? 

arcBm«  =  j:-i r-H — .-7.^ h  etc. 

51  3       a    4  "  7 

Si  dans  ces  équations  on  pose  x  =  i ,  les  séries  comprises^ 
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dans  les  seconds  membres  resteront  convergentes ,  et  Ton 

aura 

l(a)  =  i— l-hi  — etc.,     ^=1— i.+i  — etc., 

9  II       I    3    I       I   3  5 1 

7,  23       %  i^    5      a4^7 

53.  L'intégration  par  différentiation  s'appuie  sur  un 
théorème  important  dont  voici  l'énoncé. 

Pour  différentier',  par  rapport  à  y  y  les  intégrales 


i}  suffit  de  différentier  sous  le  signe  f  la  fonction  y*(a:,  j)* 

Démonstration.  En  donnant  ky  un  accroissement  ùjr^ 
et  désignant  par  la  notation  A^  l'accroissement  corres- 
pondant d'une  fonction  quelconque  de  ^,  par  D^  sa  dé- 
rivée, on  trouve 


d'où,  en  divisant  par  Ùlj  et  passant  à  la  limite 
et  par  suite 


te 
nt 


Xq  «,/   Xo 

ou  simplement 
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n  résulte  encore  de  ce  théorème  que  Téquation 
entraîne  toujours  les  suivantes 

n  arrive  aussi  quelquefois  que  Ton  a  besoin  de  différen- 
lier  une  intégrale  définie  i  /{jc,y)da:  par  rapport  aux 
limites  Xq,  X.  Or  les  équations  identiques 

TyJ'f{x,y)dx  =/(x,r),       • 

donnent ,  quand  on  fait  dans  la  première  x  =  X,  et  dans 
la  seconde  x  =  x^-, 


S4.  Cela  posé ,  si  une  intégrale  définie  ou  indéfinie , 
que  Von  sait  calculer ,  renferme ,  en  outre  de  la  variable 
indépendante ,  une  ou  plusieurs  autres  variables  ou  cons- 
tantes arbitraires,  chaque  diiférentiation  nouvelle  efiec--. 
tuée  par  rapport  i  Tune  ou  à  Vautre  de  ces  variables 
ou  constantes,  donnera  la  valeur  d'une  nouvelle  intégrale 
que  Ton  n'obtiendrait  peut-être  que  fort  difficilement  par 
d'autres  procédés. 

Exemples  :  En  difiérentiant  n  fois  de  suite ,  par  rapr 
port  à  la  quantité  a,  chacune  des  intégrales 
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on  trouvera 


(x»-h«)"+* 


'•^-tt) 


/ 


1.2,3.  .,n .   jr       \  V<^    /  i>3.S...(2n  — i) 

dx 1,3.5. .  .(a/i  —  i}ïr 

(i-h  *»)*+«"'       2.4.6.  ..an       2' 


r«dr=±^:^^  =  i-^:^'« 


55.  Souvent  aussi  Tintégration  sous  le  signe  /  fait 
connaître  les  valeurs  de  certaines  intégrales  définies, 
quoique  Ton  n'ait  aucun  moyen  d'évaluer  les  intégrales 
indéfinies  correspondantes.  Prouvons  d'abord  que  pour 
intégrer,  par  rapport  à  j'  et  à  partir  de  j'  =  j<"o,  les 

expressions  1    f(x^y)dx^    f    fipc^  y)dx  multipliées 

par  dy^  il  suffit  d'intégrer  sous  le  signe  y,  et  à  partir  de 
y  =^0?  1^  fonction  f{x^  y)^  multipliée  par  cette  même 
diflérentielle ,  pourvu  toutefois  que  la  fonction /"(x,  y) 
soit  continue  par  rapport  aux  deux  variables  x,  y  entre 
les  limites  des  intégrations. 
Démonstration,  De  l'équation 

D,  Ç'^{x,y)dx=:f'ï}jY{x,y)dx 
on  tire,  en  posant  F(x,j)  =  /   f{x,y)dy, 

»7  f  rA''.y)'i^y  =  rf{x,y)dx. 
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puis  en  miiltipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière 
par  dj  et  intégrant  par  rapport  à  j",  à  partir  de  y  =^o9 
on  trouve 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Applications,  Comme  on  a  généralement  pour  des  va- 
leurs positives  de  jut,  /    x^'^^dx  =  -,  on  en  conclut,  en 

,  multipliant  les  deux  membres  par  djui,  et  en  intégrant 
par  rapport  à  fA  à  partir  de  fx  =  v, 

çig^^x'  dx  ^  ft 
J  o         1*         af  f' 

Si  Ton  désigne  par  a,  b^  c  des  (quantités  positives ,  une 
intégration  sous  le  signe  /  relative  à  la  quantité  a,  effec- 
tuée i  partir  de  a  =  c,  et  appliquée  aux  intégrales  dé- 
finies 

o  fl         •/o  «•  -f-  *■ 

b 
é"^  sin  hxdx  =  - 


produira  les  formules 

J  ^  X  e 

j^-— —  cosfc«ir  =  il^^-^., 

smbxdx  =  arctang  ^  —  arctang-^, 

d'où  Ton  tire,  en  posant  c  =  o,  a  =  oo, 

/—  =  CD,      f]  co%bx  —  =  00,    /     tÀnbx—  =  -• 
0     X  J  o  X  t/o  xa 
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56.  Lorsque  dans  «ne  intégrale  relance  à  la  variable  x, 
la  fonction  sous  le  signe  /  renferme  nne  autre  quantité 
fA  dont  la  valeur  est  arbitraire  >  on  peut  considérer  cette 
quantité  fi  comme  une  nouvelle  variable,  et  Tintégraie 
elle-même  comme  une  fonction  de  fx.  Parmi  les  fonctions 
de  cette  espèce,  il  faut  remarquer  celle  que  M.  Legendre 
a  désignée  par  la  lettre  F  et  qui ,  pour  des  valeurs  posi^ 
tives  de  fx,  se  trouve  définie  par  l'équation 

Si  l'on  pose 

d'où 

-  =  <?*,     x  =  e^y     dx  z=  —  e""*rfz, 

X 

et  si  l'on,  remarque  que  pour  x  =  o  on  a  ^=00,  pour 
a:  =  I ,  z  =  o,  cette  intégrale  devient 

1/00  «/  o 

La  fonction  F  satisfait  évidemment  k   cette    première 
équation  F(i)  =  i.  De  plus,  comime  nous  avcms  trouvé 

(n**  42),  /     z'^C^dz  =  1 . 2 . 3 ...  »,  on  aura  évidemment 

r(2)j=i,r(3)=i.2,...,r(/i)=i.a.3...(/i— 1)=(«— i)r(«— i). 

En  remplaçant  dans  la  valeur  déjà  donnée  (n*  42)  des 
intégrales 

/z"tf^"c<»*«fe=:  — '    '    */'    .cosl  (/ï-hi)ar€tong-  h 
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j   z''e''"sinbzdz=z  "^[^^  sini  (/i-f-i)arctang  ~  | , 

npar/i  —  i,  le  produit  1.2.3 (» —  i)  par  sa  va- 
leur F  (/i),  on  aura 

^0^                                V{n)  cosf  n  arc  tang  ~  ] 
/    a^V-«co8  6afc  = -^ ^, 


r   a^«tf-^ffl] 


mbzdz: 


r(/i)  sin  [  /t  arc  tang  -  j 


(«•  H-  b-f 
et  en  changeant  ^  en  az  dans  Téquation  |    z^"'<?""»=r^), 

^fin,  delà  formule 

(i-+-jr)»""  i.a.3...(/i  — i) 

on  tirera 

/■^  jT^-'dlg  _  r(w)  r(/i  —  ;ii)  ' 
o    {i-^xy-^  T{m) 

La  formule 

./o  a/* 

étant  vraie,  quels  que  soient  le  nombre  fxet  la  quantité  a, 
on  pourra  y  faire  tour  à  toiir, 


2«. 


^  =  6,     fl  =  X   -f-    I  ; 
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ce  qui  donnera ,  en  supposant  qae  aelb  sont  positifs.» 

J  o  ^ 


/•OO 

./  o 


+*)&  : 


T{h) 


et  par  suite 

(i-hx)*       T{b)J  o 

d'où  Ton  tire,  en  multipliant  par  Jx  et  intégrant  par 
rapport  à  x^  entre  les  limites  o  et  oo, 

r(6)Jo  «•      r(6)^o 

Puisque  d'après  la  définition  même  de  la  fonction  F,  et 
en  supposant  aussi  b  — a  positif,  on  a 

f^  «•"«-'<?-•«&  =  r  (ft  —  a), 
on  aura  enfin 

Si  dans  cette  formule  on  fait  i  =  i ,  a  =r ,  et  si  l'on 

2/1 

a  égardaux  équations  (n^ 49) 
on  trouvera 


'•rfx. 


HUITIEME    LEÇON.  8l 

De  cette  dernière  équation  on  tire 

i/o  •/  O  t,'  O 

et  enfin 


r 


_^  (g»"  4- g"'") 


£ir=|g-''V/;, 


formde  qui  sera  vraie  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
de  X ,  et  qui  le  sera  encore  quand  on  remplacera  z  par 
z  V/ — I,  ce  qui  donne 

J>OD 

57.  La  légitimité  de  ce  passage  du  réel  à  Tiiuaginaire, 
repose  sur  le  théorème  suivant,  qu'il  est  facile  de  démon- 
trer :  si  pour  les  valeurs  réelles  de  z  comprises  entre  les 
limites  —  r,  +  r,  les  fonctions  f{x^  2)  et 

F(z)=z  r  f(:c„z)dx 

sont  développables    en  séries  convergentes,   ordonnées* 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  ^  ;  si  d'ailleurs  les 
sommes  de  ces  séries,  quand  z  devient  imaginaire,  con- 
tinuent d'être  représentées  par  les  nota  tionsy*(x,  r),  F(-c), 
léquation 

¥(z)=zr/{x,z)da: 

subsistera  pour  les  valeiu's  imaginaires  de  z  dont  les  mo- 
<lules  sAit  inférieurs  à  /•.  Poui'  démontrer  ce  ibéorème , 
on  partirait  du  principe  certain  que  deux  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  z , 
ne  peuvent  donner  la  même  somme  qu'autant  que  les 
coefficients  des  puissances  semblables  de  z  sont  égaux 
.  T.  il .  6 
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dans  les  deux  séries.  De  cette  égalité  oa  identité  des  coef- 
ficients, on  conclurait  immédiatement  que  si  les  deux 
séries  demeurent  convergentes  et  fournissent  la  même 
somme  pour  les  valeurs  réelles  de  z  comprises  entre  les 
limites  —  r^  '\-r^  elles  rempliront  les  mêmes  conditions 
pour  des  valeurs  imaginaires  de  z  dont  les  modules  seront 
inférieurs  à  r. 

L'application  de  cette  remarque  au  cas  traité  plus 
haut  est  évidente  ;  les  deux  fonctions 

/(x,  z)  =  ^-«  ^^       Y  '      P  W  =T  '^  ^"•. 

quelle  que  soit  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  z,  sont 
développables,  par  la  formule  de  Maclaurin,  en  séries 
convergentes  ;  donc,  etc. 

M.  Legendre  a  désigné  sous  le  nom  d'intégrale  eu- 
lérienne  de  seconde  espèce,  et  M.  Rinet  a  pi*oposé  de  re- 
présenter par  la  notation  B  (a,   &),  Tintégrale  définie 

/  x^"~*(i  — a:)*-*  fix.  Il  existe  une  relation  remarquable 
entre  cette  intégrale  et  Tintégrale  eulériennede  premièi^» 
espèce  r  (a)  =  I  x^^^d'^'ex.  Si  en  eflet  dans  l'expres- 
sion ;     X^"^  (i — xy^^dx  on  pose  J!r=r ,ontrouvera 

J   O  I  -f-  2 

f     .     \a+b  >  °*^^*  quand  dans  Téquatiou  (n°56) 

00  j---»d:r        r(a)r(ô  — a)        ,  ,  .11 
rj-  =           „)l\ ■  o^*  change  o  en  a  +  b^u 


./, 


vient 
donc 
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Compiraiton  des  deux  raleun  qae  prend,  dans  certains  cas,  une  inté- 
grale double  quand  on  intervertit  Tordre  de  i^intégration.  —  Applica- 
tion de  ces  principes  à  la  détermiintion  des  intégrales  définies.  — 
Comment  à  Taide  do  oertainet  transformations  particulières  on  peut  cal- 
culer diTerses  intégrales  définies. 


S8.  Uest  encore  une  autre  remarque  due  k  M.  Cauchy, 
et  qui  Ta  conduit  i  la  détermination  d'un  très-grand 
iiombre  d'intégrales  définies.  Des  principes  établis  dans 
la  huitième  leçon ,  il  résulte  que  lorsqu'on  a  une  double 
int^adon  à  faire,  on  peut  renverser  Tordre  des  inté- 
grations, car  on  a  (n®  85) 

/X    pY  pY    /X 

/       /     f{x,r)dxdxz=.l      /     f{x,y)dxdy. 

Si  l'on  pose 

les  deux  fonctions  ^(x^j)  et  x  {p^-^y)  seront  deux  fonc- 
tions propres  à  vérifier  Téquation 

<^(j'>r)  _  ^x  {^3  y) 

dy  dx       ' 
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et  Tou  U^ouvera 

Cette  équation  subsiste  lorsque  les  fonctions  f  (jr,  y)  y 
X(^'  ^)  ^^^^  finies  et  continues  entre  les  limites  x^,  X, 
j^o?«Y-,  mais  elle  cesse  d'être  exacte  lorsque  ces  fonctions 
deviennent  infinies  pour  un  ou  plusieurs  systèmes  de  va- 
leurs compris  entre  les  limites  dont  il  s'agit.  Alors  les  ex- 
pressions obtenues  par  une  double  intégration  peuvent 
différer  Tune  de  l'autre  et  dépendent  de  l'ordre  des  inté- 
grations ;  mais  leur  différence  peut  être  facilement  calcu- 
lée. Supposons  d'abord  que  les  deux  fonctions  y  (x,  y), 
xi^^y)  deviennent  infinies  pour  un  seul  système  de  va- 
leurs X  =.a,  j"  =  J ,  et  désignons  par  e  un  nombre  infini- 
ment petit,  on  aura,  en  appliquante  formule  qui  précède, 


J  Xq  j  Xq 


rY 

puis  on  en  conclura ,  en  faisant  converger  e  vers  la  li- 
mite o , 

'^[^(x,Y)-f(:r,ro)yx=r^' 

la  valeur  de  A  étant  déterminée  par  la  formule 

A  =  lira  /      [x(a  4-  1,7)  —  *;(«  —  •,  y)]dy. 

Dans  le  cas  général  où  les  fonctions  deviendraient  infi- 
nies poui'  un  certain  nombre  de  systèmes  de  valeurs  de  x 
et  dc^,  A  serait  la  somme  de  plusieurs  termes  de  même 
forme. 
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Exemple  : 
ou 


— r 


«o=—  1,      X=I,     jro=  — 1,      Y=I, 


on  trouvera 


oa 

Il  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  f  (x,  y)y  xipCy  j) 
vérifieront  les  conditions 

Si  Ton  a  f(Xfjr)dx+x(^9j0^^^f(^)^'^^  ®^  P*''  **"^^ 

S9.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  encore  évi- 
demment au  cas  où  les  fonctions /"(x,  y),  ç  (x,  y),  ^  (j"^?  J^) 
deviennent  imaginaires  pourvu  qu'elles  satisfassent  tou- 
jours aux  équations  qui  précèdent.  C'est  ce  qui  arrivera , 
par  exemple ,  si  Ton  prend 

^(*,jr)=:F(x-|-rl/=^), 
ou  aura  alors,  en  effet, 
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on  aura  donc ,  en  posant 

Posons 

on  en  déduira 


2©=  —  ^,  Z=: ,     djr  =  tdz^    F(x)  = 


a4-i4-jK— -I — a  —  &l/" — i 


1(1-4-21/=^") 


•^  «0  L  I  +  «  V^ — I  —  I  -+-  »  l/' — I       J 

Soient  maintenant 


^(0»  f^(0'  ^*  P*r  suite  V(ê),  |ul'(6),  a,  g  éUnt  des  quanti- 
tés réelles.  Supposons  d'ailleurs  que  Y  surpasse  y^ ,  et 
que  les  fonctions  F{x  +  y\/^\  F'{x -+- y\/^) 
restent  finies  et  continues  par  rapport  aux  variables  x 
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et  j-  entre  les  limites  Xq^  ^ijoy  Y^  comme  ob  aura 

v(,)-4-v<rr^'(.)=r[a-f..-f-(^-f-«2)»/=n"] 

_/?' [a  _  , -4_  (^  4, .«)  v/^, 

les  valeurs  de  1'  (e)  et  (iÇt)  resteront  toujours  très-petites 
en  même  temps  que  e,  et  il  en  sera  de  même  de  a  et  de  o. 
Gela  posé,  on  trouvera 

Or,  si  Ton  fait 

f=F(a-H  b\/^)=  hmtF{a  4-  b\/^  H-  1)7 

eisi  l'on  remarque  que  pour  e  =0,  Zo= —  00,  Z  =  +  00, 
on  trouvera 


A=2fK— Il  ; -=2«-fK— I. 


Si  l'on  avait  j^o  =  ^  ^^  Y  =:  J,  on  aurait  ^o  =  o  ou 
Z  =  o.  L'intégrale  relative  à  z  ne  devrait  plus  être  prise 
qu'entre  les  limites  z  =0^  z  =  00  ;  ou  z  =  —  00,  z  =  o, 
et  par  suite,  la  valeur  de  A  se  réduirait  à  Trf  V^— i. 

60.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  a  -f-  bV^ — i  représente 
une  racine  de  l'équation  /^(jc)  =  4:  00.  Si  cette  équation 
admettait  plusieurs  racines  dans  lesquelles  les  parties 
réelles  fussent  comprises  entre  les  limites  Xo,  X  et  les 
coefficients  de  V^^^^  entre  les  limites  j^o»  Y5  alors,  en  dé- 
signant par  jri=«t  +  ft,  1/ — i,  x,  =«14-^,1/ — i,  etc.. 
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ces  mêmes  racines,  et  par  fi,  f|,  etc.,  les  véritables  va-, 
leurs  que  reçoivent  les  produits 

"(x— x,)F(x)  =  (x  —  a,  —  ô,  1/I=T)F(x), 
(x— X,)  F{x)  =  J(x  —  II.  —  ^,  l/^)  F(x),  etc., 

tandis  que  leurs  premiers  facteurs  convergent  vers  o  ,  on 
trouverait 

à  =  2,(f,  -4-  f,  4-.... -h  f«)l/~7. 

Mais  chacun  des  termes  fi,  ft,...  devra  être  réduit  à  moi- 
tié ,  toutes  les  fois  que  dans  la  racine  correspondante  le 
coefficient  de  V^ — i  coïncidera  avec  une  des  limites^o,  Y. 

61.   Lorsque  la  fonction  f{x  +  yV^ — i)  s'évanouit, 
!•  pour  a:  =  ±1 00  quel  que  soit  y  ^  a®  poury  =  op  quel 
que  soit  x\  alors,   en  prenant  Xo  =  —  oo,  X  =  •+■  oo> 
j"o  =  o,  Y  =  qo,  on  tirera  de  l'équation 


(   [F(x  +  YV/t=T)-./<x4-rcV/=^)]^ 

=  l/^r  [/<x-4-rV/=n")-F(x.+rV/=r)]4r-A, 

fi,   f|,   etc.,  sont  des  nombres  faciles  à  déterminer^  on 
pourra   donc ,    dans  ce  cas  ,  calculer  immédiatement  la 

valeur  de  l'intégrale  définie  I       F  (x)dx. 

Lorsque  la  fonction  F(x)  se  présente  sous  la  forme 

j^)—{i  et  que  ceux  des  termes  fi,  fs? •  •  •  •?  ^m  T^  ^®  s'éva- 

r  {X) 

nouissent  pas ,  correspondent  à  des  racines  de  l'équation 


i^ 
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F(x)  =  o,  on.a 

'•-'™     F(x)     ~r(x.y   ''-F'(«.)'*^" 

et  par  suite 

^-o«F(«)  LF(xO  F'(x«)J 

On  ne  doit  prendre  pour  Xi,  Xi,^. .,  x^  que  les  ra- 
cines réelles  ou  les  racines  imaginaires  dans  lesquelles  le 
coefficient  de  l/ — i  est  positif,  en  ayant  soin  de  réduire 
à  moitié  les  termes  qui  correspondent  à  des  racines  réelles. 

Exemple  : 

I'.  F(«)  =  i  +  jrS 

on  aura  x,  ===  V^ — i,    . 

a».       F(jr)=i— .X»,      X,  =— 1,     x,  =  -+-i, 

3».  F(x)=:  1  -+-xS  tf 

f(x)=(-xl/=7)/*-'; 
fA  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  2,  on  trouvera 

o      1  -f-  X*  ""asinj^jr' 
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4».  F(x)  =  i-x«, 

f(x)={-x  1/1:7  >*-, 

En  posant 

on  retrouvera  les  équations 

0     1  4-  is~"  sina**'     A      i — «  ""tanga»' 

qui  se  trouveront  aînsî  démontrées  pour  toutes  les  valeurs 
de  a  comprises  entre  o  et  i . 

En  partant  de  ces  principes  et  s*aidant  du  calcul  des 
résidus ,  M.  Cauchy  est  parvenu  à  établir  un  grand  nom- 
bre de  formules  générales  dont  on  peut  déduire  presque 
toutes  les  intégrales  définies  connues  jusqu'à  ce  jour,  et 
un  grand  nombre  d'autres. 

62.  Quelquefois  aussi  des  transformations  particulières 
peuvent  conduire  à  la  détermination  d'une  intégrale  dé- 
finie. Nous  en  citerons  quelques  exemples. 

I®.  r  e^'*dx.  Multiplions  par  une  autre  intégrale 
semblable   /     à^^dy-y  il  viendra 

o  /       Jo  Jo  Jo    Jo 

[>osons 
d-où 

dj  —  xdiy 
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on  aura,  pour  ^  =  o, 

t  =  o; 
poury  =  00, 

r  .=  00, 
et 

^    éT-'^rfirj   =  fdij     e-^^+'*^xdx. 
Onad'aîDeurs 

J^    €f-('+'*)'*j:d;r  = î 

et  par  conséquent 

^  e'^dx^=j^    -7:p^.  =  i{arctangQo-aretango)=^, 

^^-   /    e~'*''cosijt:rfx.  Appelons  cette  intégrale  u  :  en 
diffîrentiant  par  rapporta  b,  on  trouvera 


du 
db 

tnais  lintégration  par  parties  donne 

/^"■'''j?ân  ^xrfr  = !-<?-«'**  sin  bx-\ (e'^^'^cos  bxdxi 

^  2a*  7,a*J 

d'où  Ton  déduit,  en  remarquant  que  la  partie  intégrée 
s'évanouit  pour  o:  =  o  et  x  =  oo, 


/    ^^x  sin  bxdx  = ,      1     e"  ■*'*  cos  bxilx 


a. 


et  par  suite 


du  b  du  bdb  ^  -fr 

db  2a*  «  2a*  '  » 


9^  CALCUL    INTÉGRAL . 

on  a  donc 

f     e''^*'cosbxdxs=  Ce     4«\ 
Pour  déterminer  la  consUnte,  faisons  £  ^  o,  il  vient 

Jo  a  Jo  an 


et  enfin 


Je'^*'*co$^bxdx  =  \/— 
O  V    2tf 


C""    441* 
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lot^gnlM  des  di?«n  ordres  pour  les  fonctions  d'une  seule  Tariablc. 


63.  Ce  qui  précède  ayait  pour  but  principal  de  trouver 
uue  fonction  de  x  qui  eût  pour  dériyée  une  autre  fonction 
de  x,/(x),  et  pour  différentielle  le  produit  f(x)dx.  On 
donne  maintenant,  non  pas  la  dérivée  première,  mais 
la  dérivée  de  Tordre  n ,  et  Ton  demande  la  valeur  géné- 
rale de  j  propre  à  vérifier  Féquation 

Solution.  En  multipliant  les  deux  membres  de  Téqua- 
lion  par  dx ,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

d  où  Ton  tire,  en  intégrant, 

g;;^=//(.)^=/V(x)«/.+c. 

ûu,  ce  qui  revient  au  même , 
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multipliant  par  dx  et  intégrant  une  seconde  fois,  on  aura 


dx" 


Jxq  Jxq 


Le  second  membre  se  ramène  facilement  à  une  int^rale 
simple.  En  effet,  Téquation 

D,   r  {X  -.  «)•/  (z)dz  =  m  r  {x  —  zy^^/{%)dz 
donne 

Jxq  m       Jxq 

ou,  en  multipliant  par  dx^  et  intégrant  entre  les  limites 

/"'  r{x^z)r'/{z)dzdx  =  ^  r(x^z)r/{z)dz^C, 
JxqJxq  mjxo 

et  en  posant  m  =  i , 

/  '  r/{z)dzdx = r{x^z)f{z)dz  +  c, 

Jxq  Jxo  Jxq 

on  aura  donc 

^^  =£  {x  -  z)f{z)  dz  4-  C.(4:  -  xo)  H-  C.. 

Intégrant  de  nouveau  et  plusieurs  fois  de  suite,  par  rap- 
porta la  variable  jt,  on  trouvera  successivement 

rAr**   ^      c/xo     1.2^'  1.2 

^/j:       Jxo  1.2.3... (/i  —  2)      ^  '  I.2.3...(/l — 2)  i.2.3...(it  — ^J 

./xo  i.a.3...(/i — i)"  ^  ^  i.2.3...(ii —  1) 

+  C.    (^^-^o)-'     4. . . .  c;..  (X  ^  X.)  -f 

1.2.3...{/l  — 2)  ^ 


.        .    /  >-     c  )   ~      <'^      V/  ,       /.    V    ^        /: 
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C\,  Ct,  Cj, . . . ,  C„,  étant  les  diverses  constantes  arbi- 
traires en  nombre  n  que  doit  par  conséquent  renfermer, 
dans  tous  les  cas ,  Tintégrale  générale  de  Téquation 

On  peut  mettre  sous  une  autre  forme  Tintégrale  définie 
du  second  membre ,  à  Taide  de  Téquation  déjà  démon- 
trée (n«  33), 

/(X  -x)dxz=\  /{x+Xo)dx  =  /     f(x)dx; 

.0  9/0  */    Xq 

en  remplaçant  en  effet  dans  cette  équation  x  par  ^ ,  et  X 

parx-,/(z)  par  ,  ,,  37^,^(„_  ,)/W^  oïien  tirera 

v'xo  1.2.3. .. (/i-i)    ^  '  Jo  i.a.3...(ii-i)    ^  ^ 

J-or— Xq           3«-i 
5 — 7 \  /{x—^)dz. 
o             I.2.3...(/i-l)'^  ^  ' 

Si  pour  plus  de  simplicité  on  fait  x^  =  o,  cette  dernière 
équation  devient 

Jo   1.2.3. ..(/I  —  1)^  '  Jo     I.2.3...(/l  —  l)*^  ^  '^ 

et  la  valeur  générale  dey  se  réduit  à 

Jo    i.a.3..  .(/i— 1)    '^  1  .a.3..  •(/i— i) 

1 . 2 .  o . . .  («  —  2^ 

W.  Supposons  que  F(x)  soit  une  valeur  particulière 
Jejpi-opre  à  vérifier  Véquation 
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en  sorte  qu'on  ait 

FC«)^=:/(x); 

la  fonctîon  F(x)  et  ses  dérivées  Ff"-*>(x),  Fî''-'>(jt),.., 
F'  (j:),  devront  aussi  vérifier  les  équations 

F(--')(x)  =  r'/(z)c/«-f-C, 

4/  JTo        *  •  2  1.2 

^    '        Jxo  1.2.3. ..(/l-l)     ^  '  I.2.3...(« — l) 

et  si,  dans  le  cas  où  la  fonction  F(j:)  et  ses  dérivées  suc- 
cessives restent  continues  entre  les  limites  x^^  x^  on  fait 
V  ,r  ».  j>r  ^  dans  ces  écpiations  x^  =  o,  on  trouvera 

C,  =  FC^-O  (xo),     Ca  =  F(«-')(xo), . . . ,  .  C,  =  F(4:o), 

et  par  suite 

(*-z>- 


./x„I.2.3...(«— i)-'  ^^ 


Cette  équation  subsiste  quel  que  soit  x„  elle  sera  donc 
vraie  quand  on  fera  x  =  Xq,  ce  qui  donnera 

F(x)  =  F(o)+^F'(o)4-^F>)H-...-^^^^^^ 

65.  Lorsqu'on  se  sert  d'intégrales  indéfinies  et  que  Fou 
se  contente  d'indiquer  les  intégrations  successives ,  les  va- 
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leurs  des  fonctions 

dr-^y       d'^^y         d'^^y 
dsT"^  '      dJifr^  '        dàf^  »  •  •  •  ^> 

se  prësentent  sous  la  forme 

ff{x)dx,      f.ff{x)dxd^,       fj.ff{x)dxdxdx,... 
ff'f.Jf{')dx.,.dx. 

Ces  dernières  expressions  sont  ce  que  nous  appellerons  les 
intégrales  du  premier ,  du  second,  du  troisième  ordre,..., 
de  Tordre  n ,  enfin ,  relativement  à  la  variable  x*  On  les 
désigne  par  les  notations 

Sf(x)dM,  ///(x)dk»,////(*)d«»,...,  sjsj...jf{x)<u^, 

auxquelles  on  sulMtitue  les  suivantes 

f /(x)dir,  r  r/(x)rfr«,...,  r  f  r /wd*-, 

quand  chaque  intégration  est  effectuée  par  rapport  aux 
limites  jTo,  x.  Cela  posé,  on  aura  évidemment 

f/(i)rfr»  =   r  {x  —z)/(z)  dz  4-  C,  (x  —  Xo)  H-  C„ 

[l'-^W-i^=X;  Fëi$^-^W'fe+  C.[^=^;  ^...C^. (x-x.)-HC.. 

;j>^=£(x-.)/(.)^,££/>)'^=//1I^^'-^W'''' 

■ffr.../(x)^=r,^^vr./(')'^- 


En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière  équa- 
tion et  remarquant  que  les  intégrations  étant  pnses  par 
rapport  à  2,  on   peut  regarder  x  comme   constant,  il 
T.  II.  7 
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viendra  { 

ou,  ce  cpii  revient  au  méotte,  '  ' 

On  peut  vérifier  facilement  cette  formule  à  Taide  de 
plusieurs  intégrations  par  parties. 
On     trouvera    encore,     en     remplaçant     Tinlégrale 

7     -^— ^ — 7 \  f  (^)  dz  par  sa  valeur  tirée  de  l'une  des 

Jxo  I.2.3...(/l-l)     ^    ^  *^ 

équations  qui  précèdent  (n**  62)  : 

_  (f=fJ'  r  (X.). . .  -  ^^~/f"'  F(— )  (x,), 

et  en  faisant  a:o  =  o,    ' 

Exemple  :  Soit  F  (a:)  =  e*,  on  aura 
/(x)  =  F(-)(x)  =  i^ 
et  par  conséquent 


J  o    J  o 


I  1.2 


1.2.3.  ..  (/i  —  i)        Jo    I.2,3...(/f— i) 

66.  j4ppUe€Hwns  anaîytiçues.  Ces  applications  sont 
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fledeuKgawesetaoat  oompriaes  dms  la  soiniioa  de  deux 
qaestioD6,dontrime  t  déjà  été  résolue  et -eoiuiste  à  cker^ 
cher  la  fonction  y  qui  a  poor  différentielle  du  premier  ou 
du  n'^^  ordre  Féxpression  f(x)  dx  ou  f(x)  daf", 

2^  question.  On  demande  de  développer  des  fonctions 
(pidconqnes  de  x  ou  de  x  +  ^  9  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  entières  de  x  ou  de  A,  en  assignant  les 
restes  de  ces  séries. 

Solution.  Reprenons  les  deux  équations  du  n^  6^  : 

1.3.3... (/I — 1)  ^      '         Jxo  l.2.3...(/ï — l)  ^  '       ' 

F(*)=F(o)  +  'f'(o)+^F''(o) 

7 ^^F(»-0(o)-h  /     -i?-=-^L -,F(-)(z)€/z, 

(/i— i)  ^'       Jo   i.a.3...(/i— i)         ^' 


1.2.3. 

dans  lesquelles  nous  avons  remplacé  y*  (4;)  par  sa  valeur 
F'")  (2).  Si  dans  la  juremière  de  ces  équations  on  £iit 
x=Xo  +  h ,  puis^  qu'on  remplace  x^  par  x  ;  ou  «i  dans  la 
seconde,  après  avoir  remplacé  F  (a?)  par  F  (x+ A),,  on 
change  x  en  A  et  réciproquement ,  il  viendra 

F{*-H  A)  =  F{x)  +  *r'  {*)  +^F» 


•W+J^' 


1.9. 3... (a — 1)  '     Jx  i.a.3...(« — 1) 

Le  dernier  terme  du  second  membre  pourra  d'ailleurs  être 
présenté  sous  diverses  formes,  car  on  déduira  de  ce  que 
nons  avons  vu 

[À-j)«-i  ph         a«-« 

j,  l.!I.3,..(il— 1)  ^     ^  Jo      J  O  ^  ' 
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On  peut  établir  directement,  à  l'aide  de  la  seule  inté* 
gration  par  parties ,  l'équation  qui  donne  F  (a: + &). 
En  effet ,  si  dans  Féquation  déjà  rappelée 

jVwrf»  =  /J^"''  /(X  -*>&  =  jJ^"'V(z4-*o)rf^, 
on  remplace  X  par  x^+h  et  ensuite  x^  par  J?,  on  en  tirera 

et  par  conséquent 

F  (x+A)— F(x)=   f  ^  r{x-^z)dz  =    r  *  F'  (x+h-^z)  du 
D'ailleurs,  en  intégrant  plusieurs  fois  par  parties,  on  trouve 


=  ^  F'  (x-h/i—*)  -h  — F"  {x-^^h^z) 

H z rF<"-0  (x-f-A— a)+  I tFC'Vj^-HA— »W*' 

1.2. ..{/l — l)  ^  Jl.2..(/I — l)  ^ 

d'où  Ton  déduit,  en  supposant  que  les  intégrations  soient 
effectuées  entre  les  limites  z  =  o,  z  =  A  et  que  les  fonc- 
tions ¥{x+  z),  F'  (ar+z), . . . ,  F<">  (x  +z)  resteni 
continues  ; 

F  (*-+-A)==:F(x)H-Y^  (x)  -f-  —F"  (i?). . . 


H —^Ç ^^F('-0(x)-Hr  iÇ rF(*)(xH-A^«)rA. 


.(/l— j)  ^    '        Jo    l.2..(/?--l) 

En  vertu  de  l'équation  (n**  38) 


DIXIÈME    LEÇON.  XOI 

on  aura 

Jo  i.2...(» — i)  ' Jo  i.a.3...(« — i; 


2 


44^F<-)  (»)  <& = F(-)  («*)  r  Jiîzii^iii,  A = -4^:  F'"'(»*)» 

.3..(/i— i)       ^'  ^     Vo  i.a-3..(»— i)  x.a.3...« 

et  l'on  retrouvera  les  équations 

F{x)  =  F(o)-+--F'(o)-t-... 


X 

I 


F(x+A)  =  F(*)4--F'(*)4-  — F*  (*)+... 

I  I  «2 

-4- ^ -,F(«-0  (x)H ^^ F(-)(x^Ô^), 

i.3.3...(a — i)  ^  '       l*2«3*.lt         ^  ' 

déjà  établies  dans  le  Calcul  différentiel  et  qui  conduisent 
aux  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin,  séries  qui  seront, 
par  conséquent,  convergentes  et  auront  pour  somme 
F  (x)  et  F  (a: + A)  toutes  les  fois  que  les  deux  intégrales 


r 


!. 


,         ^"^^^^r'    ,FW(g)rfg= ^^ F<-)(Ox), 


o    1.2.3.  .(a — l)  ^  '  1.2.3.../I 

conTeigeront  pour  des  valeurs  croissantes  de  n  vers  la  li- 
mite zéro.  I^e  Calcul  intégral,  qui ,  comme  on  vient  de  le 
voir,  ramène  aux  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin , 
a  lavantage  de  donner,  sous  la  forme  d'une  intégrale  dé- 
finie, la  valeur  déterminée  du  reste  de  ces  séries,  et  par 
conséquent  l'expression  de  Terreur  que  Ton  commet  en. 
&  arrêtant  à  un  terme  donné. 
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Applications  géométrfqaes  de  la  première  partie  da  Calcul  intégra). 
Première  application  à  la  rectification  des  courbes  planes. 


67.  Les  applications  géométriques  sont  aussi  de  deui 
sortes  :  I.  On  demande  de  construire  ime  courbe  qui  soil 
telle ,  que  la  touchante ,  en  un  quelconque  de  ses  points, 
fasse  avec  Taxe  des  x,  un  angle  dont  la  tangeinte  trigono- 
métrique  soit  exprimée  par  une  fonction  donnée  /{s). 
C'est,  sous  un  énoncé  géométrique ,  le  problème  déjà  ré- 
solu et  qui  consiste  à  chercher  la  valeur  générale  de  y 
propre  à  vérifier  Time  des  équations 

rfr=/(x)d:r,    £=/(^). 

On  montrera  plus  tard  comment,  dans  tous  les  cas,  on 
peut  construire  la  courbe  par  points  en  la  considérant 
comjne  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés  infiniment 
petits. 

n.  On  demande  la  longueur  d'un  arc  on  l'aire  d'une 
surface  courbe  ou  plane,  ou  le  volume  d'un  solide  ren* 
fermé  entre  des  limites  données. 

Solution  générale:  H  est  évident,  d'après  ce  qu'on  a 
déjà  dit,  que  si  la  différentielle  ou  I^accroissement infini- 
ment petit  de  cet  arc,  de  cette  aire,  de  ce  volimie,  cor- 
vespondant  à  l'accroissement  infiniment  petit  de  la  va- 


riiblè  X  est  donné  par  une  équation  de  \a^  fimne 

du  =  F(x)d!r, 

et  ^e  si  de  plus ,  cet  arc ,  cette  aire  ou  ce  volume  dési-^ 
gnës  par  u ,  sont  limités  dans  le  sens  des  X  par  deux  plan^ 
fixesx  =  Xo,  j:  =  X ,  ou  par  un  plan  fixe  x  =  Xq,  et  un. 
plan  variable  x  ^=^x^u  sera  donné  par  les  équations 

«  =  I      F  (ar)££r,     ou     u  —  «o  =  /     Y{x)4x, 

68,  Considérons  d'abord  une  courbe  plane  représentée^ 
par  une  équation  f(^x^y)  =  o,  entre  deux  coordonnées, 
rectangulaires ,  ou  bien  une  courbe  à  double  courbure 
représentée  par  d^ei^x  équations 

/(*»r>  «)  =  o,     F  (or,  X,  «)  =  o, 

entre  trois  coordonnées  \  et  siu*  cette  courbe  un  aiçc  S  ren- 
fenné  entre  tin  point  fixe  A  et  le  point  mobile  dont  Tabs- 
€i$se  est  JT^  si  Ion  désigne  par  St^tarc,  çtsi  Ton  appelle 
r  Fangle  ai|^  que  la  tangent  if  la  cckurbe  f^t  av^  Taxe 
des  Xf  01^  aura 

dS  =  dz  sécrdx, 

te  signe  +  devant  être  pris  dans  le  cas  où  Tare  S  croit 
avec  Tabscisse  Jtr,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire.  Dès 
lors  la  portion  de  cet  arc  comprise  entre  les  deux  plans 
files  X  =  Xo,  X  =  X,  ou  entre  le  plan  fixe  x  =  x©  et 
le  plan  variable  x  =  x,  sera  donnée  par  les  équations 

S — So  =   I      sécrdlr,     ou     S  —  S©  =  /     sécrdx. 

En  comptant  les  arcs  à  p^rt^r  du  point  dont  labscisse 
est  Xq  ,  on  aura 

So  =  o,  S=r±  l     séerdje^     QU    Si  =  ±/     sécr^ 

t/   Xo  J  Xo 
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on  aura  d'ailleurs,  si  la  courbe  est  plane , 


aecr: 


si  la  courbe  est  à  double  courbure , 


Secr: 


et  Ton  calculera  dS  =z±Lsécxdx  en  tirant  de  Téqua-. 
tion ,  ou  des  équations  de  la  courbe ,  les  valeurs  de  -j-  ou 

de  -r-9  -^  «  et  les  substituant  dans  les  valeurs  de  sécr. 
dx     dx 

Corollaire  i*'.  Si  Tinclinaison  r  devient  constante,  on 

aura 

S=  ±:/     sécrd:r=±sécT[      dx :=:  ±{x  —  x^^kicr  ^ 

et  par  conséquent,  lorsqu'une  ligne  a  dans  tous  ses  points 
la  même  inclinaison  par  rapport  à  Taxe  des  x,  une  lon- 
gueur portée  sur  cette  ligne  est  équivalente  au  produit  de 
sa  projection  sur  Taxe  des  x  par  la  sécante  de  Tinclinai- 
son.  C'est  ce  qui  arrive  quand  la  courbe  se  réduit  à  une 
droite  ou  à  une  hélice  tracée  sur  i^n  cylindre  qui  a  pour 
axe  Taxe  desx. 

Corollaire  !^"**  :  En  appelant  N  la  normale  à  la  courbe, 
on  a 

N 
N=±sécTXr>     sécr  =  ±~, 

et  par  suite 

—  dx, 

/•x 
sécr^ibr    est   ^ale 


•/    X, 
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comme  on  sait,  à  la  différence  des  limites  H-^Xq  multi- 
pliée par  sécT,  T  désignant  une  moyenne  entre  les  di* 
Terses Yaleurs  de  Findinaison  t  ;  donc  S  =  (  X — Xq)  sécT, 

et=— =  sécT,  c'est-à-dire  que  le  rapport  de  l'arc 

d'une  courbe  k  sa  projection  sur  un  axe,  est  une  moyenne 
entre  les  sécantes  des  diverses  inclinaisons  de  l'arc  par 
rapport  à  ce  même  axe.  Ce  théorème  suppose  que  l'arc, 
entre  les  limites  x^,  X,  n'est  rencontré  qu'en  un  seul 
point  par  les  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x. 

69.   i"  Exemple: 

Le  cercle  x*  +jr*  =  r*;  on  a 

s  =  r  I  arcsm arcsm  —  |. 

a^  L'ellipse 

d'où 

ou,  en  désignant  par  e  l'excentricité  déterminée  par  l'é- 
quation 

a  y  a*  —  X* 
on  aura  donc ,  en  posant 

Xo  =  O9     X  =  a, 

et  en  appelant  par  conséquent  S  la  partie  de  l'ellipse 
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tion  X  =:a  cosf ,  on  trouverait  que,  dana  le  cas  où  oos<)> 
est  positif,  f  est  lie  â  r  par  Téquation 


sinr 


d'où  Ton  tire 


I  —  cos*^  —  cos*r  -f-  «■  cos'f  oosH-  =  o, 

(tf*cosrsinT) 
1= —  v^  1  — ^COS  -rar-f- 

( 

et  en  intégrant,  à  partir  de  r  =  Tq, 


\  ,  •  h=— \/l— <?>COS»rrfr+—i^ I-l-l- 


(l  —  c»)  /  ^ ^^ -=   r^rfrW^l— tf»a»»r 

./  To  (i  —  <?»  ces  'rjî        »/  To 

-f-  tf*  (COS^  COS  T  —  COS  ^o  <»8ro), 

et  enfin 

S  =  ii(i — tf»)  /     r  =  a^(oosf  cosr  —  cos^oCOSTo) 

J  To  (l — <?*COS*t)ï 

«/  To 

en  comparant  cette  équation  qui  suppose  r  >>*  Tq  à  celle 
trouvée  plus  haut 

S  =  tf  {"^  dp  V/i  — e»cos*f, 
on  voit  que  l'intégrale 

a    \    dr  ï/i — e*cos*T 

«.'  To 

représente  Tare  renfermé  entre  les  points  de  Tellipse  qui 
ont  pour  abscisse  x  =  a  cos  Tq,  x  =  a  cost;  donc,  si 
Ton  désigne  cet  arc  par  ?,  on  aura 

S  =r  fltf»  (cOSip  COSr  —  COSf  o  COS  To)  -h  f , 

S —  ç-=:ac^  (cos^  cosr  — cos^oCOSro); 
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To,  Xy  ^o>  I  étant  les  abscisses  des  extrémités  des  arcs 
S  et  çj  on  aura 

Xo  =  a  cos^o9     X  =  «  cos^,     lo  =  «  costo,     i  =  a  cost, 

et  par  suite 

S  —  f  ==  tf* . 


L'angle  f,  déterminé  par   Féquation  cosf  =-9  est 

précisément  Tangle  que  fait,  avec  le  demi-axe  des  x  po- 
sitifs ,  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  où 
1  ordomiée  correspondante  k  l'abscisse  x  rencontre  la 
circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme 
diamètre  :  r  est  toujours  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe 
des  X,  en  ayant  égard  à  cette  remarque ,  on  conclura  de 

Téquation  S  —  «■  =  e' ^— ,  que  Ton  peut  évaluer 

en  tenues  finis ,  la  différence  qui  existe  entre  deux  arcs 
d  ellipse  tellement  choisis  que  les  inclinaisons  des  tan- 
gentes menées  par  les  deux  extrémités  de  Tun  de  ces  arcs 
soient  respectivement  égales .  aux  inclinaisons  des  deux 
rayons  vecteurs  menés  du  centre  de  l'ellipse  aux  points 
où  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  k  grand  axe 
comme  diamètre ,  est  coupée  par  les  ordonnées  qui  ren- 
ferment les  extrémités  du  second  arc. 
Lorsque  Ton  suppose  t  =  o,  on  a 

w  «  e*ai 

^o=~,      Xo=Oy      S— ^=r— -, 
2  O 

et  Ton  retrouve  un  théorème  découvert  par  le  comte  de 
Fagnano.  Dans  tous  les  cas,  en  substituant  dans  l'équation 

X  —  cos'^  —  cos't  -h  c^  cos*^ ces* r  =  u, 
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pour  cos(p,  cosT  leurs  valeurs-,  -,  on  trouvera 

a* — a»  (x»  -h  I»)  -h  e*x*i*  =  o; 

les  abscisses  x  et  |  devront  donc  toujours  satisfaire  à  cette 
équation.  

3°.  L'hyperbole  —  —  i;==^  î®'^  faisant  e  =  y — ; — 5 

on  trouve 

et  en  posant 

cos^  J^^  ^  cos*^' 

d'où  l'on  trre ,  en  développant  et  intégrant, 

S  =  «^(tang^  —  tang^o)  —  ~(«p  — ^o)— - -^  P ces »^rf^ 
a«  2  fye^Jfo 

Les  asymptotes  ont  pour  équation  —  —  n  ^^  o,  de  sorte 

que  la  longueur  comptée  sur  Tasymptote  entre  rorigiae  et 
le  point  dont  Tabscisse  est  .r,  sera  donnée  par  TéquatioD 


ou 


ae 

l  ^iZ  ex  =^  9 

cos^ 


et  si  l'on  observe  que 


I  I — sin^         cos^ 

tang  ^  = ^  = ;?— , 

€os^  "^  coa^  i+sin^ 
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on  trouvera ,  en  supposant  f  ^  =  o , 

cos«  a  »      «      Tî*      .    j 

i+smç      ac         2  4«    Jo 
1.3   a      rf        ^      ,  1 .3.5   fl     f?      «     , 

Si  maintenant  on  faitf  =  -,  ce  qui  suppose  j:=oo  ,  il  vien- 
dra 

cette  équation  donnera  la  difTérence  entre  deux  longueurs 
très  considérables  portées ,  la  première  sur  Tasymptote  à 
partir  de  Torigine  ;  la  seconde  sur  Thyperbole  à  partir 
du  sommet,  de  manière  que  leurs  extrémités  répondent    . 
à  la  même  abscisse. 
4**.  La  parabole  y' =  2  ^x,  d'où 

sécr  =    \/i4-~,      S=    f  dx\/i-h^. 

y  2X'  Jxo  ▼  2X 

En  posant 
on  trouve 


a     \t  +  ij 
^i  mai&tenâttt  on  fait,  pourplm'de  simplicité,  Xg  :=  o, 
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on  aura 

Telle  est  la  valeur  de  Tare  de  parabole  compris  entre  le 
sommet  et  le  point  correspondant  à  Tabscisse  x. 
5^.  La  logarithmique  jr  =  alx^  d^où 

j       a  a  ,  dr 

jr  z=z-^     jc  =  — T=«cotr,     rfx  =  — a   .    ■   , 


P'r           dr 
S  =  —  rt  f      r-—  ; 

J  ^^    COSt  8in»r 

d'ailleurs 


I  cos*r-+-sin*T cos^  t 


donc 


cotr  sinV  cosrsin'r  sînH-       cosr 

J    sm"f  smr 


»="[(à-sk)-"^(i-i)^"^(î+r)} 


<r«-h« 


6*^.  La  chaînette/  =  a 5  en  posant  Xq  =  0, 

c'est-à-dire  en  comptant  Tare  à  partir  du  point  le  plus 
bas,  on  trouvera 


/•x    X  X  X 
— dx=z  a  — 
o               2 


X 


=  a/. 


Cet  arc  est  proportionnel  à  la  tangente  trigonométrique 
de  l'inclinaison  correspondante  à  son  extrémité.  Gomme 
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on  a 


-T    =  T^ 


on  aura  aussi 

lare,  compté  i  partir  du  point  le  plus  bas  est  donc  le  côté* 
dun  triangle  rectangle  dont  ^  est  Thypotënusc,   et   a 
Tautre  côté. 
7®.  Enfin ,  la  cycloïde 

X  =  Rarccos — — -^  —  l/^aRy  —  ^». 
R 

séc  r^^r  on  remplace  x  par 

j,  il  faudra  remplacer  en  même  temps  t  par r;  on 

aura  donc 

=±co«écTrfr;     S— So=±/^cosécrû[r  =  ±:  /     dyK/x-i^l^^ 
OU,  en  comptant  Parc  à  partir  dex  =  x^^  et  supposant 


rfS 


s  =  jJ^cosécrrfr  =  /^^^rv/.-^~. 


Pour  la  cycloïde ,  on  a 
T.  n. 
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V-aR-r' 


donc ,  en  comptant  Tare  à  partir  de  jr  =  o  ou  du  point 
de  rebroussement ,  il  viendra 

4R  —  s  =  aVaR(2R— r)- 

Pour  avoir  la  dcmi-cycloïde,  il  faut  faire  j^  =  aR,  ce 
qui  donne  S  =  4H;  le  double  de  cette  valeur,  ou  8R, 
sera  la  longueur  d^une  branche  entière  de  cycloïde. 
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Étant  donnée  UraUtion  qui  eiiste  entre  Tare  et  Punedef  coordonnées  de 
son  extrémité,  trouver  Téquation  delà  courbe. 


70.  Nous  avons  VU quelorsqa'une  courhe  est  donnée  par 
son  équation,  on  peut  obtenir  en  termes  finis,  ou  à  Taide 
dW  développement  en  séries,  la  relation  qui  existe  entre 
un  arc  quelconque  de  cette  courbe  et  les  coordonnées  de 
son  extrémité,  ce  qui  permet  de  calculer  exactement,  ou 
â  un  degré  quelconque  d^approximation ,  la  longueur  de 
Tare  compris  entre  deux  points  donnés. 

Mais  on  peut  se  proposer  un  autre  problèmeinverse  du 
précédent,  et  que  Ton  peut  énoncer  cooune  il  suit  :  Étant 
donnée  la  relation  qui  existe  entre  l'arc  d'une  certaine 
courbe  et  Tune  des  coordonnées  de  son  extrémité ,  trou- 
ver Téquation  de  cette  courbe.  Nous  avons  cru  que  cette 
rechercbe  était  assez  intéressante  pour  qu'on  fût  bien  aise 
d'en  trouver  id  quelques  exemples. 

Soit  5  =  f  (x)  la  relafticm  dodinée  entre  l'arc  s  et  l'abs^ 
cisse  X  de  son  extrémité,  0|i  aura 

ds  =  ç' {x)dx  =  V^«£r»  +  rfr*»     <r = dx  J/[i)'(ar)]»^  i, 
et  par  suite 

8.. 
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L'intégration  sera  plus  ou  moins  facile,  suivant  la  forme 
de  la  fonction  ff(x).  On  Tachève  plus  facilement  dans 
beaucoup  de  cas  en  substituant  à  la  variable  indépendante 

X  Tangle  9  =  ^  —  r,  que  la  tangente  à  la  courbe  fait 

avec  Tase  des  j".  Cet  angle  est  lié  évidenmient  aux  coor- 
**  données  jc,  y  par  les  équations 

efy  =  tàU^rdx  =  cot&2i!a?y     dx  =  dsûaB^     dy  =  i/xcos9* 

On  a  d'ailleurs ,  comme  nous  Tavons  vu , 


et  par  conséquent 
d'où  Ton  tire 


O*  (x)  =     .    -    :=  cosécû 


X  =  ^(cosécô),     fltr  =  —  -^'{œsécô)  -v— ^^0, 
>|.'(cosec6;^-ygd0  4-C, 

et  enfin,  en  élîminsmt  9  entre  cette  équation  et  celle  qui 
donne  la  valeur  de  x,  on  arriverait  à  Téquation  cherchée 

¥{x,  x)  =  G. 

L'arc  s  de  la  courbe  et  son  rayon  de  courbure,  seront 
d'ailleurs  donnés  par  les  équations 

j=f(jr)=:^[»(cosécg)]^/(coséc6), 
^       ds ds ,    coséc*g  |/coséc^g —  i 


ou 


i"  Application»  L'arc  s  est  lié  à  l'abscisse  a:  par  Té- 
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([uation 

on  aura 

dx       .    .        2i//Mr  psin^B  pmBcoAddù 

as  p  ^  a 

En  int^rant  à  partir  de  6  =  o,  ^  =  o,  et  posant 

p  =  8R,     aC-  =  41», 
on  trouve  définitivement 

/  =  R(4^  -f-  sin«»),     jr  =  R(i   —  cos«»). 

C^  deux  équations  représentent  une  cycloïde  dont  le  rayon 
générateur  aurait  R  pour  rayon ,  et  Ton  arrive  de  cette 
manière  au  théorème  suivant  :  Si  en  partant  du  sommet 
àe  la  cycloïde  on  décrit  une  parabole  dont  le  paramètre 
soit  égal  au  quadruple  du  diamètre  du  cercle  générateur, 
les  arcs  de  la  cycloïde  seront  égaux  aux  ordonnées  de  la 
parabole.  Cette  relation  entre  les  deux  courbes  ne  doit 
pas  s'étendre  au-delà  du  foyer  de  la  parabole ,  puisque  les 
ordonnées  de  la  cycloïde  deviennent  imaginaires  pour  des 
valeurs  de  x  plus  grandes  que  2R.  On  arriverait  à  la  même 
conclusion  en  remarquant  que  Tare  s  de  la  cycloïde  est 
donné  par  Péquation 

j  =  2  i/aRr,     ou     s*  =  8Rar, 

équation  d'une  parabole  dont  le  paramètre  est  8R. 

2"^  Application,  L'équation  qui  lie  Tare  à  l'abscisse 
est  celle  d'une  parabole  de  l'ordre  m  ■+-  /i, 
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On  aura 

(m  -h  n)s'^^^ds  =  mp^af^''^dxy 

n 

~  =  sinô—      mjf'sf^'       ^       ms       "     m    \pj        ' 
et,  en  posant 

!?  m-t-n  « 

^^f_^y,      ,c=-^^sin"^^     .  =  ^.sin»^ 


iiap=  — sin"  dcosd<^, 

71 


dy  =  ^sin"       e cos^ôé/ô  =  q  cosBd sin"6. 

On  trouvera  encore,  pour  la  valeur  du  rayon  vecteur, 

,  m—  « 

p  =  ±:^sm^"^ôcosô. 

Considérons  le  cas  particulier  où,  n  étant  égal  à  i,  la  pa- 
rabole est  de  Tordre  m  +  i  et  a  pour  éq[uation 

g  est  alors  égal  à  />  f  ■  j  ,  etl'on  a 

'  s=qM'^0,     rf5  =  fli^sin^^'ôcosôrfô, 

■  q  sin  ••^ô,     dx^^  mq  sin'^  cos  &<iW, 


m  -t-  I 


sin 


-^(;f.  -=[-m'(^)"l' 
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L'intagralion  par  parde  abîmera 

/  =  ^  I  ttn*ficosfi-h  Ain^+'W»  j  -h  C. 

On  a  d'ailleurs  (n^  30),  en  posant  m  +  i  =  p  • 
I®.  Si  |i  est  impair, 

a^.  Si  fA  est  pair 

^      L  #•— a  ».4...(|i— 4)(^-.a)       J 

2.4. ..(^—2)^ 

A  Taide  de  ces  deux  formules  on  arrive  immédiatement 
aux  relations  qui  lient  les  deux  coordonnées  x,  jy  avec 
Tangle  6,  et  par  suite  à  Téquation  P(x,  j^)  =  o  de  la 
courbe  cberchée. 

Supposons  que  m  soit  égal  as,  la  parabole  est  du 
troisième  ordre,  et  donnée  par  Téquation  5'  =:  px^]  on 
aura 

^  ^  =r  i/>,     jr  =  ^  sin*^,     J  =  y  sin  "ô, 

djr  =  27  sinS  cos  *0d9f     y  =r ^cos^û-  -hCj 
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mais  quand  0  :=  Oj  y  est  aussi  nul,  donc 

^  =  y»     r  =  |^(i--cos»«); 

on  aura  encore 

p  =  29  sin  6  a»$  =  ^sin  2$. 

Pour  obtenir  sous  une  forme  très  simple  TéquatioA  de  la 
courbe  en  coordonnées  rectilignes,  posons 

nous  trouverons  ainsi 

Telle  est  donc  Téquation  de  la  courbe  dont  les  arcs  sont 
égaux  aux  ordonnées  d*une  parabole  cubique;  elle  a 
quelque  rapport  de  forme  avec  Téquation 


(Sf-(0-' 


de  la  développée  de  T^llipse,  sans  pouvoir  s'en  déduire  ce- 
p<jndant,  puisque  dans>cette  dernière  équation  on  ne  peut 
supposer  A  =  B  sans  que  Ton  ait  en  même  temps  A  =  o, 
B  =  o. 

Si  ]\>n  faisait 

m  =3,     s^=.pa:\     7  =  (j)^/;,     (^)V=«, 

on  trouverait 

s=:'/  sin ^Oy     x  =}q sih -^O,     fif  —  3y  sin ^0  eus *OiiO, 
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ei  en  intégrant  à  partir  de  ô  ==  o,  j^  ==  o, 

j  =1^(46 -»in46), 
on  aura  eucore 


sin 


4  4 


.r=-(3  —  4*^*^^"+'  »  +«>s^ 


et  en  posant 

J  =  R(i  —  œsm),     9  =  R(«-+-  sin«). 

Si  ^  n'était  pas  fonction  à  la  fois  de  x  et  de  9 ,  ces  deux 
équations  représenteraient  une  cycloïde. 

On  trouvera  encore  que  Téquation  de  la  courbe  dont 
les  arcs  sont  représentés  par  la  parabole  du  cinquième  de- 
gré*' ^  px^  est  représentée  par  Téquation 


(i)'-(f)'=" 


dans  laquelle  yi  est  une  fonction  de  ^  et  de  9,  ce  qui  em- 
pêche qu  elle  ne  soit  un  cas  particulier  de  Téquation 

m  m 

3"'  jâpplication.  L'arc  s  est  l'ordonnée  de  Tellipse 
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on  aura 


siii6  =  — ï--=:  — X ,     jr=±; 


V^a*4-^*sin»e  (a»  -h  **mii  •ô)« 

En  intégrant  cette  dernière  équation  et  éliminant  0,  on 
arriverait  a  Téquation  de  la  courbe;  mais  Tintégration 
n'est  pas  possible  en  termes  finis,  elle  ne  peut  s'efiectuer 
que  par  approximation  :  nous  nous  contenterons  ici  de 
quelques  transformations  assez  élégantes. 
Posons 

;r  =^  <r  costt,     f  =  6siniiy 
d'où 

dx  •=.  —  asintt<itt,     ds  =  6  cosim/v, 

dx        .    -  asinic  .  V^6»  cos •«  —  a* sin "» 

-r-=««©  =  —  T— — >     cot©  = ; ; 

ds  6  cosu  asintf 

et  en  posant  c'  =  — r^ — , 

L'intégrale  de  cette  dernière  équation  représente  une 
fonction  elliptique  de  seconde  espèce ,  et  sera  réelle  tant 

que  Tangle  u  vérifiera  la  conditiœi  sin  u  <[  -  • 

Si  a  =^  &, 

dy  ==  màu^x  —  aiin'u  =  a^l/oosâïi) 

rintégrale  sera  réelle  tant  que  sinu  <  —y='i  u  <  45**> 
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4**  application.  L*arc  s  est  donné  par  Téquation 


qui  représente  une  hyperbole;  on  trouvera,  dans  ce  cas, 


a*  6*ste# 


a*6>sm0cos9il9        ,  a*6*oo89*d0 

'*'  =  7Z — ;'  ,     ..»>     ^/  = 


(tf"—  6»  sin  »«)  î'  (a»—  6»  ain  »«)  *' 

L'intégrale  de  cette  dernière  expreasion  est  encore  une 
fonction  elliptique  de  seconde  espèce  que  Ton  ne  peut  ob- 
tenir qu'à  Taide  d'un  dévdoppement  en  série.  Esaminons 
en  particulier  le  cas  où,  a  étant  égal  à  &,  Thyperbole  est 
éqoilatère.  On  a  alors 

et  en  intégrant  k  partir  de  0  =  o,  ^  =  o. 

En  passant  aux  n<»nbres ,  on  trouve 


4-ttPg. 
cos9    ' 


or 


X  X 
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donc 


a 
et  enfin 


f    a  Y  a  »  l^  -hV^r»  — CI» 


=fCl  +  r-) 


X 

a 


/  On  voit  évidemment  sous  cette  dernière  forme  que  la 
courbe  cherchée  est  une  chaînette. 
Si  Ton  posait 

x= ,       s  =  oiaLUgu. 

cosa 

ces  deux  valeurs  vérifieraient  Féquation  de  Thyperbole 
donnée,  et  Ton  trouverait 

du  y 

dr  = K  ^*  —  a"  sin  *«. 

cos'u 

L'intégrale  ne  peut  s'obtenir  qu'en  série,  et  ne  sera  réelle 

qu'autant  que  l'angle  u  satisfera  à  l'équation  sin  u  <C  -• 

5"*  application  :  à  la  cycloïde 

jc=:  R(i  —  cos«),     sz=  R(«  -H  sin*), 


ou 


on  a 


V/2lLr— «r» 


5  =  R  arc  sin h  k  aRr  —  jf*, 

R 


^  =  p(^)=: __,     djr=V^dxy/-—, 

et  en  posant 

^  =  ,,     X  =  f,     R  =  aR', 
K  a 
il  vient 

^      /aR'  ~  I 
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Or  cette  dernière  équation  est  Téquation  différentielle 
d^une  cycloïde  dont  le  cercle  générateur  aurait  pour  rayon 

R'  ou  -  ;  donc  pour  tracer  la  courbe  dont  les  arcs  seraient 

représentés  par  une  cycloïde  donnée,  il  suffit  de  décrire 
une  seconde  cycloïde  ayant  pour  cercle  générateur  un 
cercle  d'un  rayon  deux  fois  plus  petit,  et  de  faire  croître 
Ws  ordonnées  de  cette  seconde  cycloïde  dans  le  rapport  de 
l/â  à  I. 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  de  la  manière  sui- 
vante :  les  équations 

x  =  R  (i   —  cos«),     s  =  K(tt  -+-  wam)f 

donnent 

dx  siùm  I     X 

aRsin'9 


X  = 


I  -h8in»e* 


4Rsingcoserfg  4Rcos»g</g 

(H-sin»6)»    *       •^""(i-hsin*^)»* 

En  transformant  les  puissances  des  sinus  et  des  cosinus 
en  sinus  et  cosinus  d*arcs  multiples,  on  U'ouvera 

:>R(x-cos2g)        .  _8R(i->-cosafl) 
'-"     3-COS15    '     *^-(3-.cosa6)«    '^^' 

L'équation 

sint  =  tang?iv 
lionne 


oosddO  = 


cos>J--»' 
et  par  suite 

dy  =  'Adm  cos?  tÈ  |/'cosi». 
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En  faisant 

doù 

.    ,         v/|--.oo8>|#'      sni|#' 

coi\mdm  =  — f— — , 
on  trouTera  enfin 

X  =■  V^-  {éf'  -+-  Mn#'),  '  «  =  -(i  —  «»•'), 

et  ces  deux   équations   représentent   évidemment    une 
courbe  dont  les  ordonnées  sont  à  celle  de  la  cydoïde  de 

rayon  -,  dans  le  rapport  de  K2  à  i. 

On  arriverait  encore  au  même  résultat  en  intégrant  le 
second  membre  de  Téquation 


on  a  en  effet 


/(i  H-cosagy.26_      4»i'^^^  4  /' f! 

(3  — cosa©)*     ^8(3— cosa6)"*"8  J  3^ 


cosad' 


/d,!iê     _    I  .  sina^j/^ 

3— cosaô  ""  |/g  3-— cosad* 

et  par  conséquent 

_   /    sinaô  i  :    sin26>/8\ 

r  =  aR r  H -=arc8m  = ^—-    . 

\3  — COsaO        y/^  3  — cossOy 


oovziàm  LBçûH*  lay 


3  —  cosaô 


donne 


donc 
/  =-  V^arcrin— — — +-\/^ l/lUt  —  j?*,  etc. 


6*"  Application  :  à  la  logarithmique  5  :s  a  1  x.  On  a 

sinO, 


dx  X 

—  =  sîn?  =r  -,     «  =:  a  sinO, 


dx  =1  a  cm^dBy     cosO  = 

» 

sin  d 

En  appelant  h  Tordonnëe  correspondante  i  0  =  - ,  on 

trouvera 

C  =:  6     et     7  =  a(l  tang|9  n-  cosô)  -f-  *, 
d'où 

7  —  5  —  a  coi6  =:  «  l  — r-. 

/  I  4-  co«0 

En  solMtitiiiiiit  pour  0in9,  coa0  kun  valeurt  en  a:,  et  pas* 
simdeB  logarithmes  «ce  nombies,  on  trouTera  définiti^- 
mùxm 

■  '  4!! 

r  *  —  \y 
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Telle  est  Técpiadon  de  la  courbe  dont  les  arcs  sont  égaux 
respectivement  aux  ordonnées  d^une  logarithmique. 

En  partant  de  Tëquation  ^  =  e',  on  aurait  eu 

'    '  smô  smô 

rfr  =r  —  acot^OdOy     X  =  a{6  -h  cotO)+C. 

En  appelant  b  Fordonnée  correspondante  à  9  =  - ,   et 
posant 

--«  =  ,. 

on  aura 

7=  fl(tangr  —  /)  -h  *; 
on  a  d'ailleurs 


tangf  =  cotO  =:  


et  par  conséquent 
b 


—  /-hVff*  —  «■  =  a  arc  tang  -^ 


ou 


V  ff  «  —  a"  c=  a  tang  ^ . 

a 

71.  n  est  facile,  dans  beaucoup  de  cas,  de  trouver  les 
développantes  des  courbes  que  nous  .avons  considérées 
dans  ce  qui  précède.  En  effet,  si  Ton  représente  par 
1, 17,  p,  a  les.  coordonnées ,  le  rayon  de  courbure  et  Tare 
d'une  première  courbe  considérée  conune  développée;  par 
■^>  Ji  ^1  ^  ïcs  coordonnées ,  le  rayon  de  courbure  et  Tare 
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de  la  développante,  on  a ,  d'après  des  formoleseonnues  de 
calcul  différentiel , 

dx        dr  djr  dr 

De  pins,  en  appelant  0  Tangle  que  la  touchante  à  la  déve- 
loppée fait  ayec  Taxe  desy,  cette  touchante  éunt  normale 
à  la  développante ,  on  aura 

dti  ^  dx 

et  si  l'on  prend  pour  origine  des  coordonnées  Textrémité 
de  Tare  s ,  on  aura  simplement 

r  =  a^,    ^= -tango, 

dx  ^     4y         .  «  » 

---  =  cosO,     -~=— smO. 
ds  ds 

Les  valeurs  de^,  ^,  jointes  aux  équations  qui  précèdent, 

conduisent  immédiatement  aux  expressions 

X  zn  II  —  rcostf,     X  =  J  —  rsinO, 

qui  donneront  j-  et  x  en  fonction  de  0,  dès  qu'on  connaî- 
tra I,  v}  et  a.  Il  suffira  ensuite  d'éliminer  0  entre  les  deux 
équations  qui  précèdent  pour  parvenir  à  l'équation  cher- 
chée de  la  développante. 

i"  Exemple:  La  déreloppée  est  un  point  J  =:  a,  y?  =  i. 
On  pourra  prendre  a  =  k  a*  H-  A*,  et  l'on  trouvera 

jr  —  b  =1  —  r  cosô^     X  —  a  =  —  rsin  0, 

L'équation  de  la  développante  sera  dès  lors 

(x—ay  -h  (r  —  *)•  =  «•  -h  *•; 

par  conséquent  cette  développante  sera  un  cercle  passant 
T.  II.  9 
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par  Torigine  des  coordonna.  La  développée  d'un  cercle 
est  donc  un  point,  ce  qui  est^évident  à  priori. 

a°®  Exemple  :  La  développée  est  la  courbe  dont  Tare  <t 
est  donné  par  Téquation 

on  trouvera 

çrsin     "     0, 


iW-h/ï 


7  =  ^  /  rin "        ^  cos  *Ode  —  q  sin"  OcosO; 

m  mn-w  m 

dx  =iq  sin"  0  cosOdO^     dx=sm   ^     Qd6^     ds=  gm  "  Bd6 ; 


o,  comme  nous  l'avons  vu,  est  égal  kp  { V 

Si  n  =:  I,  a'**'*=p|"',  on  aura 


«H-i 


q  sin"+'©, 


jr  z=  m^  j  sin*"'0cos*5rfô — ^sin"9cos^, 
s^q  j  sin"Wfi. 
Si  de  plus  m  ±=  o,  j  =  ;;,  on  trouvera 

La  développante  est  un  cercle;  ^ =p  ( j     prend  la 

forme  indéterminée  o"*;  mais,  pour  avoir  sa  véritable 
valeur,  il  suSlI (^Calcul d0ërentielj  n^  25),  en  faisant 

f     rn     Y  m 

\ : —   M=  *^>     *  = i^ —  f     u  =  m, 
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de  calculer  la  valeur  de  Texpression  c  ^^  correspondante 
à  m=  G.  On  trouve  de  cette  manière  que  la  véritable  va* 
leur  de  ç  est  égale  â  p. 

Si  au  contraire  on  avait  fait  *à  la  fois  n  =  i ,  m  ==  i , 
a*  =  p^y  la  développée  serait  la  cycloïde 

tf  =^  {2«  -H  sin  26),     {  =  ^  (1  —  cos  2O), 

on  aurait 

p 

2 

et  la  développante  serait  déterminée  par  les  deux  équa- 
tions 

jr   =g(ad  —   Sin20),      X  =r    —  ^(l    —    00S2Ô), 

qui  représentent  évidemment  une  cycloïde  égale  à  la 
première  ;  la  cycloïde  est  donc  à  elle-même  sa  dévelop- 
pante, ce  que  Ton  savait  déjà* 

Supposons  encore  n  =  i,  iw  =  2,  a^  =  ^|*;  la  déve- 
loppée a  pour  éqiiatîou 


et  Ton  aura 


a)-(i)*=- 


j  =-^(i    -—  cos^«)  —  f  9in*6cos0,    j?  =  —  I  7  sin^O; 
#  =  ç  jûn*^dB  =a  ^ (2$  -.-  sin 20). 

3"'  Exemple:  La  développée  est  la  courbe  çloqt  l'arc 
«st  lié  â  Fabscisse  par  Téquation  d^une  hyperbole 


9- 
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et  qui  est  déterminée  par  les  équations 

a*  ,..   r      cos*BdO 

Ç=  — ^j     91  =  a»**  I- 

|/fl»  — *»sin»ô  •/  (a»  —  6»  sin*  ô)i 


^»  tin  «ô 


on  trouvera  pour  la  développante 

,      r       cos^dB  b*mB  oo%B 

J  (a*  — ^*  sin »Ô)î         Ka»  —  ô»sin  »« 
jr=  V^a»  —  ^»sin»e. 

Pour  connaître  la  forme  de  l'intégrale  qui  donne  la 
valeur  de  y^  dififérentions  la  première  des  deux  équa- 
tions qui  précèdent,  et  posons,  pour  abréger, 

il  vient  ainsi 

_^»       sin'Qrfg   

y  =af  r  "^ r</Ôl/i.— c«sin*^)> 

\^  \/i  —  c*%m^B     J  ^ 

et  en  désignant,  comme  Ta  fait  Legendre ,  les  fonctions 
elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce 

r,y  ===-1      ÇdB\/i  —c'sin»©, 

par  les  notations  F  (c,  9),  E(c,  0),  on  aura  définitivement 

y   =  «[F(c,fi)  ^  E(r,©)]; 
on  a  d'ailleurs 


L'ensemble  de  ces  deux  équations  représentera  la  dcTC- 
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loppante  de  la  courbe  dont  les  arcs  sont  égaux  aux  ordon- 
nées d'une  hyperbole.  Si  a  =  b,  Thyperbole  devenant 
éqailatère,  la  développée  donnée  est  là  chaînette 


=êC--^'"'). 


on  aura 


X  =  a  cos  9,      sin  ô  :=  , 

-  I  -h  sinO 
r  4- V^a*— x«  =  fll 


a4-^/a*--x» 


Telle  est  donc  Téquation  de  la  développante  de  la  chai- 
nette. 

4"«  Exemple  :  Les  arcs  de  la  développée  sont  les  coor- 

e 

données  de  la  logarithmique  a  =  e^-^  cette  développée  a, 
comme  on  Ta  vu,  pour  équation 

Y  tf  a  —  a»=fl  tans ^ : 

on  trouvera  pour  la  développante 

Y  =:  0 h  ér$.     X  =a  I— .— T  —  fl, 

^  2  '  sm«  ' 
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et  en  posant 6  =  6', 

r  =  ô  -f-  flô'       X  =  a\ — r;  —  a, 


cosO'  '  a 


et  enfin 


=  fl  sec 


y  —  h  a 

cos£ 
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^ppUcalions  géométriques.  DeuxiènHi  application  à  la  quadrature  dea  sur- 
faces planes. 


72.  Omsidérons  deux  courbes  planes  dont  les  coordon- 
nées correspondantes  soient  y^  Y,  puis  un  segment  A 
compris  entre  ces  deux  courbes  GVI ,  cm  *,  et  deux  lignes 
Moin,,,  Mm,  ovlx^-Xq^  a:=X,  perpendiculaires  à  Taxe 
des X,  raccroitôement  de  ce  segment 

aA  =  Mjwot'M', 

correspondant  à  Taccroissement  Ax  de  la  variable  indé- 
pendante, est  évidemment  égal  au  produit  de  Ax  par  une 
valeur  de  la  différence  Y  ^  ^  moyenne  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  cette  même 
différence  dans  l'intervalle  Ax,  moyenne  qu'on  pourra 
représenter  par  Y  ^  y  +  e,  e  désignant  une  quantité 
très  petite  qui  s'évanouira  avec  Ax  :  on  aura  donc 

Si  Ton  substitue  à  Y  et  j"  leurs  valeurs  en  x ,  cette 
expression  prendra  la  forme  f{x)dx^  et  en  intégrant 
entre  les  limites  Xq,  X,  on  aura 


A=  /    (Y--r)i/^. 
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Si  Ton  avait  compté  les  segments  a  partir  d'une  cei^ 
taine  droite  fixe  CqC^,  on  aurait  trouvé,  en  appelant  A© 
la  valeur  initiale  CoC^m^Mo  de  ce  segment,  ou  sa  valeur 
correspondante  à  x  =  Xq,  et  A  la  valeur  correspondante 
à  X  =  x, 


A  -  Ao  =  Ç'{Y^y)dx. 


Corollaire  i^^.  Pour  calculer  le  segment  compris  entre 
la  courbe  CM  et  Taxe  des  x,  il  suffit,  dans  l'expression 
qui  précède ,  de  faire  j^^  ==  o;  on  trouve  de  cette  manière 

A=  r   Ydx,     ou     A  — A<»=  f'Ydx, 

J  Xq  J  Xq 

ou  enfin ,  en  comptant  le  segment  à  partir  de  x  =  Xq, 


Ao  =  o,     ^  =  J^ 


Corollaire  a™*.  Pour  un  auti*e  segment  renfermé  entre 
deux  courbes  dont  les  ordonnées  seraient  ^tjf' ,  on  aurait 

et  si  Ton  a 

c^est-à-dire  si  les  sections  linéaires,  faites  dans  les  deux 
segments  par  des  lignes  perpendiculaires  à  Taxe  des  x, 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant,  on  aura  aussi 

A'  =  m  /     (Y  —  y)iix  =  mA, 

et  par  conséquent  les  deux  aires  seront  enti*e  elles  dans 
le  même  rapport.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si 
Téquation  d'une  des  courbes  étant  f{x^y)  =  o,  l'équa- 
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lion  de  l'autre  est 

Si  en  effet  de  la  première  équation  on  tire 

on  tirera  de  la  seconde 

Y'  =  ^(x),   y  =  ^;kW. 
et  par  suite 

Y'  _  /  =  *(Y  -  x)  ■■ 
on  aura  donc,  dans  ce  cas, 

A'  =  *A. 

Si  Y  et  jy  Y'  et  y  sont  respectivement  les  deux  bran- 
ches inférieures  et  supérieures  de  deux  courbes  fermées, 
A  et  A'  seront  les  aires  de  ces  courbes. 

En  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire ,  mais  échan- 
geant Tune  contre  l'autre  les  deux  ordonnées  x,  y,  on 
prouverait  que  les  aires  des  courbes  fermées  représentées 
par  les  équations 

/(*»  r)  =  o,    /f^,  r  j  =  o, 

ou  par  les  équations 

sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  Tunité  à  la  consunte  a, 
et  Ton  en  conclurait  que  les  aires  des  deux  courbes  fer- 

Baées/(a:,  j^)  =  o,  /  ( -,  "^  j  =  p,  sont  entre  elles  dans 

le  rapport  de  Tunitéau  produit  ab.  Déporte  que  pour  dé- 
terminer Taire  d'une  courbe  plane  fermée  de  toutes  parts 
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et  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

il  suffit  de  mesurer  Taire  de  la  courbe  dont  Téquation 
serait /(x,  y)  =  o,  et  de  multiplier  cette  dernière  par 
le  produit  ab. 

Lorsque  dans  réquation/T-y  ^  j  =  o,   on    suppose 

b  =:  Oy  cette  équation,  réduite  à  la  forme 


/ 


&  9=«. 


représente  une  courbe  semblable  à  la  courbe  f(x^  J^)= ^» 
et  dont  les  dimensions  sont  à  celles  de  cette  seconde 
courbe  comme  le  nombre  a  est  àTunité.  Cela  posé,  il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède  que  les  aires  comprises  dans  deux 
courbes  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
dimensions  des  deux  courbes. 
Corollaire  3"'.  Comme  on  a 

A=  r'(Y-j)d:r=(x-Xo)D, 

A'= /"(¥'-/)  =  (*-«.)D', 

D  et  D'  étant  des  valeurs  moyennes  des  diflTérences  Y  —  /» 
Y'  — y\  on  en  conclura  p  =  yjt  c'est-à-dire  que  le  rap- 
port de  deux  surfaces  planes  est  toujours  une  quantité 
moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  peut  acquérir  le 
rapport  des  sections  linéaires  faites  dans  ces  deux  surfaces 
par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x,  qui  peut 
être  d  ailleurs  une  droite  quelconque  menée  dans  le  plsn 
de  la  courbe. 
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Enfin  Féquation 

A  =  {x  —  Xo)D 
douoe 

=  D, 

X  —  Xo 

ce  qui  prouve  que  le  rapport  d*uiie  surface  plane  à  sa 
projection  sur  un  axe  quelconqite  tracé  dans  le  plan  qui 
la  renferme,  est  toujours  une  moyenne  entre  les  diverses 
longueurs  qui  représentent  les  sections  faites  dans  cette 
surface  par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  dont  il 
s'agit. 

73.  Applications.    i°.  Le    cercle  jc*  +  j^'   =  r*, 
r  =  V^t^  —  X*;  posons 

i/r"  —  X*  =  rx, 

on  aura 

r» 

d'où 


-1^  —i-r»  arctang/-t-C=jxK/*  —  x'—^r»arctoiig 

Si  maintenant,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait  Xq  =  o,  il 
viendra 


L  =  ^x»/r»  — X»— |-/-  f-. 


\/?^ 


A=rix|/r»  — X»— 1*/*  f  -  — arctang^^ —   \ 

\  2  X  / 


I  X 

=  |xK  r*  —  X»  -h  Y  '^  arc  tang  — ;z. ^ 


OU 


A  =  jxr  H-  7  r»  arctang  -.  | 
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Il  serait  facile  de  vérifier  directement  cette  équation  eu 
remarquant  que  le  segment  se  compose  d'un  triangle  et 
d'un  secteur.  Si  l'on  suppose  jt:=r  et  j=:o,  on  aura, 
pour  l'aire  du  cercle,  irr*. 

2**.  L'ellipse—  -j-"^  =  i  ;  on  aura 

A  =  -  l'ï/a^  —  xS 
et  en  supposant 

Xo=o,   A  =  |-jel/a*— x«-4-|a*arctang- 


ou 

bx 

tt  =  I jçjr  H- |flA  arctang— , 

la  surface  de  l'ellipse  entière  est  7ra&. 

30.  L'hyperbole  g -g  =  i,   ou  -g  -J  =*. 


posons 


aJxo 


on  en  tirera 


x*  =  ± 


I  ^  r>' 


/kr  v/x»  q:  «*  =  jtxdx=zitx^  —  t/***  =  î  ^^^^fyzrp 
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Pour  l'hyperbole  —  —  ^^  =  1,  on  aura,  en  prenant  Xo=:o, 
ou,  ce  qui  reyient  au  même , 

Telle  est  la  valeur  de  l'aire  comprise  entre  Taxe  des  abs- 
cisses, Tordonnëe  jr  et  l'arc  d'hyperbole  qui  joint  le 
sommet  au  point  (x^j).  Si  l'on  retranche  cette  aire  de  la 
surface  j  xj  du  triangle  rectangle  construit  avec  les  or- 
données j:,r,  le  reste  ^aftlf -+'^^]  ou  ^oil- — î — r^  re- 
^        \a       h)        -"        (^_X\ 

\a  l) 
présentera  le  secteur  h]rperboliquc  compris  entre  l'axe 
desx,  l'arc  de  l'hyperbole  et  le  rayon  mené  du  centre  au 
point  (x,  y).  Si  ce  dernier  point  s'éloigne  à  l'infini,  la 
surface  du  secteur  devient  elle-même  infinie.  En  dési- 
gnant par  5,  Tfi  les  coordonnées  de  l'asymptote  qui  s'ap- 
proche indéfiniment  de  Thyperbole  prolongée  du  côté  des 
^  et  des  y  positives ,  on  aura 

et  en  supposant  îj  =  y,  ^  ==  1,    --^-Ç  =fzJ  l'aire  du 
b        a      a       b  a 

secteur  hyperbolique  sera 

>"(î^8)=-."*'('-?> 

Si  l'hyperbole  était  équilatère ,  on  aurait  J  =  a ,  et 
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Taire  du  secteur  serait  * 


^'■im 


Si  la  même  hyperbole  était  rapportée,  non  plus  à  ses 
axes,  mais  à  ses  asymptotes,  son  équation  deviendrait 


XX  =  \a\ 


et  Ton  trouverait 

L'aire  du  segment  ou  du  secteur  hyperbolique  est  donc 
exprimée  à  Taide  des  logarithmes  pris  dans  le  système  dont 
la  base  est  le  nombre  e  =  2,7 1828 ...  et  que  Ton  a  dési- 
gné pour  cela  sous  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques. 
4^.  La  parabole  jr*  =  2px  :  en  suj^sant ,  pour  ^ré- 
ger,  Xq  =  o,  on  trouvera 

de  sorte  que  Taire  comprise  entre  Taxe  de  la  parabole, 
un  arc  de  cette  courbe  qui  a  le  sommet  pour  origine  et 
une  ordonnée  perpendiculaire  à  Taxe,  est  égal  aux  deux 
tiers  de  la  surface  du  rectangle  circonscrit. 

5^.  La  courbe  j)^  =  Ax^:  on  trouve,  en  prenant  J^o^^* 

6^,  La  logarithmique/  =  a  1  x  :  a  désignant  une  cons- 
tante positive.  Ton  aura ,  en  supposant  Xo  s=  i ,  x^  i, 


="/; 


ixdx; 


en  intégrant  par  parties  ,  on  trouve 

ftix \x  =  x\x  -^  /  dx  s^  xlv  —  xrh€, 
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t't  par  suite 

■    A=za(xïx  —  a? -I- i). 

Oo  verra  que  Taire  comprise  entre  le  demi-axe  des^  né- 
gatives ,  la  partie  de  la  logaritlimique  qui  a  ce  demi-axe 
pour  asymptote,  et  Taxe  des  x. est  ^ale  à  a  et  n'est  par 
conséquent  pas  infinie. 

r  X 

7®.  La  chaînette   y  -=:.  a  .  On  aura ,  pour 

la  surface  comprise  entre  Taxe  des  x ,  la  chaînette  et  les 
deux  ordonnées  a  et  jr  correspondantes  à  a:  =  o  et  a:  =  a:, 


A  =  fl* : 


S  étant  Tare  de  la  courbe,  comprise  entre  le  point  le  plus 
bas  et  le  point  (x,^*). 

8^.  La  cydoïde ,  représentée  par  les  équations 

jr=R(jr  —  SÎDtf),     /  =  R(l  — cos«r), 

on  aura ,  en  désignant  par  ci)^  la  valeur  de  o)  correspon- 
dante à  a:  =  Xo9  et  comptant  les  aires  à  partir  de  x^^ 

A=  ^' ydx  =   rV>dW=R*  Ç" {i  —  coft«)»rf« 

=  R»  /     (i  —  a cos #-1-008 *•)</«, 

OU  parce  que 

C08»tr=L±i?^,         A=R»  f  *(|-.2C08#-4-^C0S2#)rf4r, 

2  •/Mo 

et  en  faisant  x^  =  o,  «o  =  o, 

A  =  R*  (!•  —  asin«-f-7  8in2É»). 
Pour  avoir  Faire  comprise  dans  une  branche  entière  de 
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cycloïde ,  il  faut  poser  o)  =  27r,  on  trouve  alors 

Arr   3»R\ 

Cette  aire  est  donc  équivalente  au  triple  de  la  surface  du 
cercle  générateur. 

9^.  On  demande  Taire  comprise  dans  la  courbe  fermée 
^*'*  +J'*'"  =  15  reprenons  l'équation 

il  faudra  prendre 

r  I 

T  =  (i—  x»*^i^,   jr„==  — {,^x«-)^i»i,     a:o  =  — I,    X  =  i; 

on  aura  donc 

I  I 

si  m  t=  I ,  il  vient  A  =  n,  ce  qui  devait  être. 

10^.  On  demande  Taire  comprise  dans  Tintérienr  de 
la  courbe 

-  am  am 

on  aura 

considérons  le  cas  où,  m  =  i,  et  faisons 

X  =  sin*"+'f, 
il  viendra 

m  5 

A=4{a«4-i)  Pcos"+»^sin"»^é/f =(8ii-4-4)  T  cos«»+*^(i— cosV)'^f' 
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puis  en  développant  (i  —  cos'(p)^  et  intégrant, 

ri.3.5...(2iiH-i)    /»  1.3.5. ..(2/14-3)     ii(/i-i)i.3.S...(a/i-|-S)  "1 

Si  Ton  suppose  à  la  fois  m  ==  i ,  /»  =19  Féquation  de  la 
courbe  se  réduit  à  x*  -|-  j^^  =  i,  et  l'on  a 

et  en  ayant  égard  au  deuxième  corollaire  (n^  7â)  ,  on  en 
condurait  que  Taire  de  la  développée  de  Tellipse,  repré- 
sentée par  Téqûation* 

dans  laquelle 

A=: ,       B  = 1 , 


a  étant  le  grand  axe,  et  b  le  petit  axe  de  Tellipsc,  a  pour 
mesure 


10 
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Applications  géométriques.  —  Trotnième  «ppUcatioti  h  la  qOtdrvtore  dès 
«urfaces  courbes. 


74.  Lemme.  Si  TofH  projeté  sur  un  plan  un  élément  a 
de  surface  courbe  dont  les  deux  dhnesisions  sont  très  pe- 
tites, et  si  Ton  prolonge,  quand  il  sera  nécessaire,  les 
arêtes  du  cylindre  projetant  jusqu'à  ce  qu'elles  ren- 
contrent le  plan  tangent  mené  à  Félément  a  par  un  de 
ces  points,  le  rapport  de  l'élément  a  à  la  petite  aire  à 
ainsi  déterminée  sur  le  plan  tangent,  aura  pour  limite  lu- 
nité  :  de  sorte  que  la  projection  a"  de  l'élément  a  sera 
sensiblemetft  égale  à  -acost  X  (t  4-  i)  as  ^  (cosf  4-  e), 
T  étant  l'angle  que  forme  le  plan  tangent  avec  le  piim  de 
projection,  et  1,  c,  des  quantités  très  petites. 

Démonstration.  Par  le  point  de  contact  C  du  plan 
tangent  avec  l'élément  a,  je  fais  passer  un  troisième 
plan  ,  il  coupera  les  aires  a  et  a',  suivant  deux  lignes 
AB,  A'F  qui  seront  deux  dimensions  correspondantes 
mais  quelconques  de  ces  aires  ;  or,  de  ce  que  nous  avons 
dit  sur  im  arc  de  courbe,  -on  conclura  facilement  que  le 
rapport  de  l'arc  AB  à  la  portion  de^ tangente  A'B'  a  pour 
limite  l'unité.  D'ailleurs  deux  surfaces  dont  les  dimen- 
sions correspondantes  sont  sensiblement  égales,  ne  peu- 
vent différer  elles-mêmes  que  de  quantité  très  petites; 
donc  l'aire  a  de  la  surface  courbe  est  sensiblement  égale 
à  la  portion  a  du  plan  tangent,  et  l'on  aura 
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fl'=:fl(H-i),  liin-;=iV 

si  maintefiaat  ou  appelle  a"  la  projection  comnnme  des 
aires  a,  a\  et  t  Tangle  du  plan  tangent  avec  le  plan  de 
projectiou,  on  aura  * 

a" mi/  ccwr  =  acosTX(i-h')=<B(cosr  +  i),  lim-^  = 


cosr 

75.  Considérons  maintenant  une  portion  d'aire  curvi- 
le  située  sur  la  surface  z  =  F(x,^)  et  terminée  d'une 
part  par  deux  plans  AB,  DC  ou  x  =  Xq,  j?=  X,  et  de 
Vautre  par  deux  portions  de  cylindres  AD,'  BC  dont  les 
équations  soient 

et  proposons-nous  de  déterminer  cette  aire  c[ui  sera  évi- 
demment une  eertaine  (onction  de  x. 

Pour  cela  coupons  Taire  dont  il  s'agit  par  deux  plans 
perpendiculaires  à  Taxe  des  x  et  séparés  par  un  intervalle 
infiniment  petit,  ùx  ou  dx-  €es  plana  détermineront  une 
bande  abcd  qui  sera  l'accroissement  AA  de  l'aire  ABCD 
correspondant  à  ùx^  accroissement  dont  on  pourra  dé-* 
duire  la  diflférentielle 

dA.  ==■  4W^ 
de  l'aire  A,  et  par  suite  cette  aire  elle-même, 

X 

Reste  à  évaluer  la  fonction  ^  (or)  ou  la  différentielle 
^{x)dxj  att  moyen  des  données  de  la  question.  Pour 
cela  partageons  la  bande  abcd  7=:  B  en  éléments  in- 
finiment petits  dans  deux  dimensions,  par  des  plans 
perpendiculaires  à  Taxe  des  j*  et  séparés  Fun  de  l'au- 
tre par  un  intervalle  ùky^=idf  :  l'élément  mnpq  qui  a  pour 
projection  nirip'q'  z=z  iix^yest  l'accroissement  A3  de 


=1: 
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k  bande  B  correspondant  à  raccroissement  ùiy.  On  a 
d'ailleurs,  en  vertu  du  lemme  déjà  démontré,  et  en  dési- 
gnant par  T  Tangle  du  plan  tangent  avec  le  plan  i^, 

^  CCS  T  H-  I         cosr  -f-  I 


donc 


A^B Ax 


dx 


àX        cosT-Hi       cosr  +  f' 
dB  dx         ^        .    C^    dy 


l/r         COSt  '  J^iCOSr' 

et  par  conséquent 

Jxo       Jj-    cosr         Jxo  Jr    cosr         J  x.J y  '^'^'v"*' 

T  OU  Tangle  du  plan  tangent  avec  le  plan  3^   est  en 
même  temps  Fangle  de  la  normale  à  la  surface  avec  Taxe 

des  z  ^  on  aura  donc ,  «n  posant  —=:/7,  —  z=zq^ 


cosr  =  -— =  ,    sécr=V/>»-+-^*-+-I. 

Si  Tëquation  de  la  surface  avait  été  donnée  sous  la  forme 

u  =  Y{x,y,z)  =  o, 


on  aurait  eu 


da 
dz 


on  aura  donc,  en  substituant, 

A  =J^  j     dxdy  i/p^^q^^  ,^ 
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OU  ^_«__^_ 

V 

da 
di 


Au  moyen  de  Téquation  de  la  surface  qui  donnera  z  en 
fonction  dex,  j^,  on  ramènera  V^p*  4-  ç*  +  i,  ou 

V(£)'-(|)-^(0 

dz 
à  la  forme  F  (jr,  jr)  ;  une  première  intégration  faite  par 
rapport  à  jr  entre  les  limites  y  =  y(x),  Y  :=  xW' 
donnera 

J\{x,y)dx  =  F{x), 

et  Taire  curviligne  cherchée  sera  enfin  exprimée  par  l'in- 
hale r   F{x)dx. 

76.  On  peut  encore  démontrer,  comme  il  suit,  et  plus 
ngoureusement  peut-être,  la  formule  fondamentale 

A=l        /     ^rdxdy. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'évaluer  la  portion  de 
surface  courbe  comprise  entre  les  quatre  plans  x  =  Xq, 
Jf  =  Xjjr  =  jr^^jr  =  jr.  Cette  aire  A  sera  une  fonction 
uex  et  dey  et  l'on  peut  poser 

^Ue  a  de  plus ,  pour  projection  sur  le  plan  xy^  le  rec- 
^i^gle  (x — x^  {y  —  j^o)?  ^^  comme  eUe  devra  s'éva- 
uouîr  en  même  temps  que  sa  projection,  c'est-à-dire 
pour  X  =  Xo,  quel  que  soitj^,  et  pour  y  =^0  q^^l  T*® 
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soit  X,  on  aura 

Enfin  rélément  ou  raccroissement  A^A^,  ç(j:,  j)  cor- 
respondant à  des  accroissements  très  petits  Ax,  A^,  aura 
pour  projection  sur  le  plan  jt^,  le  rectangle  AxA^,  et 
Ton  aura,  en  appelant  r  Tindinaison  du  plan  tangent  en 
un  point  de  Télément , 

^Jr^x  =  (cost  -h  i)  a^a.^(-îp>/}; 
on  en  conclut 

^  ^x(f>  (-g,  y) 

'  ^X  I 


AJ  COST  -+-  I 

puis  en  faisant  décroître  indéfiniment  la  valeur  de  ^jj 

djr         Ax  COSr -f-i" 

et  en  faisant  aussi  Ar  =  o, 

rf^cir  cosT  ' 

OU 

^       dx 
ELn   intégrant    1  équation  -r-  '  = >  entre 

^  ûf^         A  JT  cos  T  +  I 

les  limites  y^  JT,  on  aurait 

A,^(x,  r)  =  Ax/'   -—-L^rfr 

J  j'o   cos  T   +  l'     "^ 

pour  1^  valeur  de  l'aire  qui  a  pour  projection  sur  le  plan 
xy  le  rectangle  déterminé  par  les  quatre  lignes  x  =■  x. 

X  =  x  +  Ar,  j  =y,  y  =  Y 
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Multiplions  par  dy  Téquation  ^ -^      =  sécr,  et  inté- 

çzons  à  partir  de  jov  îl  Tiendra 

mais  ^(jr,  y^  =  o,  donc 

par  suite 

f(*,r)  — ^(«o,r)=/        /    Sécrrfr^; 
et  enfin,  puisque  9(^0,  j)  =  o, 

^(j?,  jr)z:z  A=   f       f     sécreLcdy» 

G)nceYons  maintenant  que  Faire  à  évaluer  soit  com"- 
prise  entre  deux  plans  x  =  Xoy  x  =  x,  et  deux  surfaces 
cylindriques  jK  =9(x),  Y  =  yi^{x)y  elle  sera  une  cer- 
taine fonction  de  Tabscisse  x  et  Ton  pourra  poser 

A  =  /(x)  : 

raccToissement  de  cette  aire  Af(x)  correspondant  à  Ar 
sera  ime  petite  surface  dont  la  projection  sur  le  plan  xy 
est  renfermée  entre  deux  plans  x  =  x^  x  =  x  +  ùx^  et 
deux  petites  portions  de  lignes  courbes  appartenapt  aux 
courbes  y  =  <f  (x),  i^  =  X  (^)*  Cette  projection  est  com- 
prise entre  deux  rectangles,  Fun  inscrit,  l'autre  circons* 
crit,  correspondant  à  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des 
valeurs  de  la  diflférence  F —  y  entre  les  limites  x  et 
X  4*  Ar  ;  la  plus  grande  et  )a  plus  petite  valeur  de  la  dif- 
férence Y  —  y^  seront  d'ailleurs  deux  quantités  de  la 
forme 
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0  et  d'  désignant  deux  nombres  plus  petits  que  Tunitë.  Les 
rectangles  inscrit  et  circonscrit  seront  les  projections  de 
deux  nouvelles  aires  dont  Tune  est  inférieure ,  Tautre  su> 
périeure  à  Taire  Af(x).  Déplus,  chacune  de  ces  nou- 
velles aires  étant  comprise  entre  quatre  plans 

sera  mesurée,  en  vertu  de  ce  qui  précède ,  par  une  ex- 
pression de  la  forme 


('^       dy  rx{' 

Jy    COST-f-€  J,f(x' 


i(x-+-e'Ax)  COSt-4-  I 

il  en  sera  donc  aussi   de  même  de  Taire  A  f(x)^  et  Ton 


aura 


rr  N               fXi^-^àjc)         dy 
tifix)  =  Aj:   /  <~ 

a/(x)__    /•  A:('-HflAr)         dy 


=/. 


AX  J  9»(x-he'Ax)    COSr  -+-  I 

et  en  passant  à  la  limite 

df(x)  ___     rxi')    dy 


=    I 


dx  ,/  y  (j)     cosr  ' 

on  en  tirera,  en  intégrant  à  partir  de  x^y  et  remarquant 
que  Taire  f{x)  s'évanouit  quand  on  y  fait  x  =  x©, 

J  xo        J  f(T)       cosr        Jxo   Jr     cosr 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
77.  Corollaire  i".  On  a 


/ 


y  , 

sécrdfj  =  (ï^  —  f)  *éc  /, 

r 


/.  désignant  une  quantité  moyenne  entre  le^  diverses  va- 
leurs que  reçoit  Tangle  r,  tandis  que  r  varie  entre  les  li- 
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mîtes/,  y,  on  aura  donc 

/X  pX 

A=  I     (r—^)  sécrcir^rsécT  /     (r— jjdlr  mPsécT. 

P  désignant  la  projection   I      (1^ — jr)d!r  de  la  surface 

courbe  A  sur  Iç  plan  xy\  T  une  moyenne,  entre  les 
diverses  valeurs  de  f ,  qui  correspondent  aux  diverses  va- 
leurs de  x,  et  par  conséquent  une  moyenne  entre  les  di- 
verses inclinaisons  de  la  surface  A  par  rapport  au  plan 

r^.  Comme  ce  plan  a^  est  d'ailleurs  quelconque,  il 
s'ensuit  que  le  rapport  entre  une  surface  courbe  et  sa 
projection  sur  un  plan  quelconque,  est  une  moyenne 
entre  les  sécantes  des  diverses  inclinaisons  de  la  surface , 
par  rapport  au  plan  dont  il  s'agit. 

Corollaire  a"*.  Si  Tinclinaison  t  devient  constante  et 
égale  à  T,  on  aura 

A  =  séc  T  ;        1     dxdx  =  P  »ecr, 

et  Ton  en  conclut  que  lorsqu'une  surface  a  dans  tous  ses 
points  la  même  inclinaison  par  rapport  au  plan  x^, 
une  aire,  mesurée  sur  cette  surface,  est  équivalente  au 
prodtiit  de  sa  projection  sur  le  plan  xy  par  la  sécante 
deTînclinaison. 

Cette  proposition  permet  de  calculer  directement  Taire 
de  certaines  surfaces  courbes.  Supposons,  par  exemple, 
qu  on  veuille  calculer  la  surface  d'un  tronc  de  cône  droit , 
qui  a  pour  base  des  cercles  dont  les  rayons  sont  R  et  r, 
on  a 

P  =  7r(R»  —  r»),     A  =  »r(R  -h  r)  (R  —  r)  sécr. 
Or,  si  1  on  désigne  par  /  Tapothème  du  tronc  de  cône, 


r 


r 
§ 
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OU  â 


R  —  /•  =   IcosT,      =  (R  —  r)8écT  =  I, 


donc 


.          airR  -f-  %9r . 
A  = I, 


la  surface  d'un  tronc  de  cône  droit  est  doi^D  égale  au  pro- 
duit dn  son  apothème  par  la  demi -somme  des  circonfé- 
rences des  bases. 

78.  Lorsque  Téquation  de  la  surface  se  réduit  kz==f(x), 
c*esi-ii-dîre  lorsque  la  surface  devient  un  cylindre  dont 
la  génératrice  est  parallèle  à  Taxe  des  jr,  on  a 

dz  dz         ^ 


J  ^Q  J  y 

Alors  si  Ton  veut  calculer  Taire  comprise  entlre  deux  gé- 
uératrires  et  deux  courbes  planes  parallèles  a  la  base^  il 
faudra  supposer  que  1^  et  j^  sont  deux  quaptitéç  cons- 
tantes ilont  la  différence  est  la  distance  D  des  deox  plans 
ou  répaîsseiu'  de  la  tranche  cylindrique  ^  donc 


=  D   /     se 


sécrdlr. 


IVIaU  dans  le  même  cas,  r  ou  Tinclinaison  de  la  surface 
par  rapport  au  plan  xy^  est  aussi  Tinclinaison  par 
rapport  h  Taxe  des  x  de  la  courbe  qui  sert  de  base  au  cy- 
lïndrr   dans  le  plan  zx^  et  par  conséquent  Tinté^aie 


/ 
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X 

sécr dbc  représente  éyidemment  Tare  s  compté  sur 

cette  courbe  entre  les  génératrices  données  ;  il  en  résulte 
que  Faire  d^nne  portion  de  surface  cylindrique  comprise 
entre  deux  génératrices  et  deux  courbes  renfermées  dans 
deux  {dans  parallèles  à  la  base,  est  égale  au  produit  de  la 
distance  de  ces  deux  plans  par  Tare  compris  sur  Tune  des 
courbes,  entre  les  deux  génératrices,  et  par  conséquent 
Taire  d^une  surface  cylindrique  droite  est  égale  au  pro- 
duit de  la  hauteur  par  le  périmètre  de  sa  base. 

Comme  exemple  de  calcul  on  peut  déterminer  la  por- 
tion de  surface  du  cylindre  x*  —  Rr  +  5*  =  o,  renfer- 
mée dans  la  sphère  x'  -J-y'  -f-  «*  ==  R*,  la  portion  de  la 
surface  cherchée  est  terminée  sur  le  plan  xy^  par  la 
parabole  j^*  =  R(R  —  jc),  projection  sur  ce  plan  deTîn- 
tersection  du  cylindre  et  de  la  sphère  ;  on  aura  par  con- 
séquent 

on  a  de  plus 


Les  limites  Xq  ,  X  seront  d'ailleurs  Xq  =  o,  X  =3:  R5 
on  aura  dimc,  pour  Taire  mesurée  du  côté  des  z  posi- 
tives, eu  remarquant  que  sécr  ne  dépend  que  de  :r, 

A=  I      /    %écTdfdx=   I     sècTdxiY^y)  =    /     R*  — ^=  aR*, 

et  pour  la  surface  totale  interceptée  par  la  sphère 

A  =  4R-. 
Si  Ton  cherchait  la  portion  de  la  surface  de  la  sphère 


L 
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comprise  dans  l'intérieur  du  cylindre  du  côté  des  r  posi- 
tives et  du  côté  des  z  positives,  on  trouverait 

X.-0.     X=R,    ^=^.^7âir^^^     T^V^T^^ 

sécr=r  4/1-f.^  _^^ 5^ R 

ou  a  d'ailleurs 


=  +  c. 


Posons 


îl  vient 


A  —  RI      ^  arccos  t/.       -^ 


«  =  arccos 


Vriï::^.   *  = 


Rtaog'ff, 


=  (JT -4- R)a  ^  R  tangtt -f  Ç 
^X  par  suite 

'="/>•«<»' v^=(f-.>-. 

En  doublant  cette  dernière  quantité  on  ohtip»^™  1 
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soit  positives,  soit  négatiyes  de  rordonnéè  z.  En  désignant 
cette  portion  par  Â,  Ton  aura 

A  =  («•  -  îi)R»  =  (i,i4i59..0R*. 

79.  Concevons  qu'après  avoir  tracé  dans  le  plan  *  xjr 
une  courbe  représentée  par  Téquation  y  =  f  (a:),  on 
fasse  tourner  cette  courbe  autour  de  Tscsedes  jr,  elle  en- 
gendrera une  surface  de  révolution  dont  Téquation  sera 

r*  +  «'  =  [/(x)]s 

et  la  portion  de  cette  surface  située  du  côté  des  z  posi- 
tives entre  deux  plans  perpendiculaires  k  Taxe  des  Xj  sera 
donnée  par  Téquation 

n\     pf{x) 


^=LL1^^"'-^^' 


pourvu  que  la  fonction  f{x)  ne  change  pas  de  signe  entre 
les  limites  x^^  X.  Comme  on  a   . 


^  =  ^= — T-'  ^  =  ;fy=-.' 


on  aura 


/(«)  df 


ÇfW 


■*; 


3°.  La  valeur  numérique  du  produit 


im 
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€St  pi'ëcisémeut  la  normale  N  à  }a  courbe  génératrice  :  on 
aura  donc 

et  l'^aîre  totale  de  la  surface  de  révolution  sera  donnée 
par  Inéquation 


Xq 


^dx. 


80.  On  peut  arriver  d*une  manière  directe  à  une  for- 
mule importante  qui  comprend  la  précédente  Comme  cas 
particulier.  Appelons  B  Taire  mesurée  sur  la  surfice  de 
révolution  entre  deux  plans  fixes  qui ,  passant  par  Taxe 
des  X ,  comprennent  entre  eux  un  angle  a  et  deux  plans 
X  =^  Xo,  X  =  X  perpendiculaires  à  cet  axe  ;  puis  dési- 
gnons par  T  l'inclinaison  de  la  génératrice  au  point 
(x,  j ,  z)  \  si  Ton  attribue  à  x  Taccroissement  Ax,  àfi 
sera  une  petite  portion  de  surface  dont  rinclinaiaon  par 
rapport   au  plan  jz   restera  sensiblement  la  même  en 

tous  ses  points  et  dijBTérera  très-peu  de  -  —  t.    Donc,  en 

vertu  d'un  théorème  ci-dessus  démontré,  on  aura^  en  ap- 
pelant P  la  projection  de  A,B  sur  le  planj^z, 


■  =  séc(^-.) 


-hi; 


mais  P  c^t  la  différence  entre  deux  secteurs  dont  les  rayons 
j  Gij  -\-  Ay  comprennent  entre  eux  un  angle  a,  on  aura 
donc 

etpar*feuite 


et  en  passant  i  la  limite 


di' 


:|«rtéc(^-.rj, 


mais 


secT, 


-^sccf-  — T  î=±tangr8éc(- —  r  )=— r-^= rrsé 

dx     \i       J  ^*        \a         /MOT        cosr 

et  d'ailleurs  le  produit  ±Lysécr  est  égal,  en  valeur  abso- 
lue, à  la  normale  N  de  la  ^éliÀtitrice  ;  on  trouwtm  donc 

Si  on  veut  Taire  engendrée  par  la  révolution  complète 
de  Tare  de  la  génératrice  compris  entre  les  limites  Xq,  X, 
il.faudra  supposer  a  =  aTr;  on  aura  ainsi 

J  Ta 


L  =  a«-  /     X  sécrdlar  =  a»  I      jr  \/\  -4-  y'^dx. 


on,  ee  qui  revient  au  même, 

Exemple  :  i®  La  courbe  génératrice  est  une  droite  pa- 
rallèle i  Taice  des  x,  et  située  à  une  distance  R  de  ^et 
axe  ;  on  aura 

N  =  R,     A  =t  2»K(X  — OTo): 

la  surface  latérale  d'un  cylkidre  droit  à  base  circulaire, 
est  le  produit  de  la  hauteur  du  cylindre  par  la  circonfé- 
rence de  sa  base. 

2^.  La  génératrice  est  un  cercle  dont  le  rayon  est  R,  et 
dont  le  centre  est  situé  sur  Taxe  des  j:  :  on  a 

•'    .        H  =  a,     A  =  2i»ll<X— J!^): 


W^i^W 
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la  surface  de  la  zone  sphérique  est  donc  égale  au  produit 
de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle.  En 
prenant  X  —  Xq  =  aR  pour  avoir  la  surface  de  la  sphère, 
on  trouvera  qu'elle  équivaut  à  quatre  fois  la  surface  du 
grand  cercle. 

3^.  La  génératrice  est  une  ellipse 


la  surface  engendrée  est  Tellipsoïde 

jr»        r»  -^  ** 
II»  ft* 

en  supposant  a  >  6  et  posant  e  = ,  on  a 

b      y 

N  =  -  V/u»  —  e»x», 
a 

or  si  Ton  pose  -  =  a\  il  viendra 

A  =  îT  X  ~   f    dx  V^a'^  —  «'. 
^  I     dx  V^a  '  —  jc*  est  Taire  correspondante  aux  abs- 

O      J  Xo 

cisses  jCq,  X,  dans  Tellipse  qui  aurait  pour  équation 

Donc  si  Ton  fait  tourner  une  ellipse  autour  de  son  grand 
axe,  la  surface  de  la  zone,  engendrée  par  la  révolution 
d'un  arc  de  cette  ellipse,  sera  le  produit  du  nombre  tt  par 
la  surface  comprise  entre  les  plans  qui  renfermeront  les 
deux  bases  de  la  zone  dans  une  seconde  ellipse  x{ue  Ton 
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déduira  de  la  première  en  faisant  croître  le  grand  axe 
dans  le  rapport  de  i  à  - ,  e  étant  Texcentricilé  :  on  trou- 
vera, par  ce  moyen,'  que  Taire  totale  de  Fellipsoïde  de  ré- 
volution est  donnée  par  Téquation 

A  =  aîro*  H arctang  -t-« 

Si  Ion  supposait  a<ih^  ou  si  l'ellipse  tournait  autour 

,               .                           .                                  Vh"  —  a* 
de  son  petit  axe ,  on  aurait ,  eu  posant  e  = 7 , 


elpar  smte  N  =  —  y/  —  +  jî«, 

A'  étant  (n®  73)  Taire  comprise  entre  les  plans  x  =  x^^ 
x=:X,  dans  l'hyperbole —  — —  =  1,  et  Ton  aura  par 

conséquent,  pour  Taire  totale  de  ce  second  ellipsoïde  de 
révolution , 

A=:27r6»H 1( — -î- ). 

c      \i   ^  e) 

4®.  La  génératrice  est  une  hyperbole 

les  surfaces  engendrées  auront  pour  équations 

;r*       r*  -h  «*  r*  -f-  «'       x* 

et  représenteront    un    hyperboloïde  de    révolution    à 
deux  nappes  distinctes  ou  à  une  seule  nappe.  En  posant 

ae  r=  \/a*  -f-  6% 
T.   II.      '  II 
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on  ti^uvera 

a  ^^  a  J  xq       y       ^^e* 

A'  désignant  la  surface  comprise  entre  les  plans  x=Xo* 
X  ^X,  dans  les  hyperboles  que  Ton  déduit  des  premières, 

en   faisant  décroître  Faxe  réel  dans  le  rapport  de  i  à-. 

5",  La  génératrice  est  une  parabole  jr*  =  tipx ,  le  pa- 
raboloïde  engendré  a  pour  équation  j^*  +  z"  =  ^px  ;  on 
trouvera 

y N*  — p» 

./^=iNrfN,     A=:—  r^N*^N=|^(N3_NM. 
Si  Ton  fait  x^  =  o,  et  par  suite  N^  =  p^  on  aura 

2^/N^  \ 

6**,  La  génératrice  est  l'hyperbole  xj  :=  j  «*,  la  sur- 
face engendrée  a  pour  équation 

De  lYtpiation 

A  =  27r   I     y  sécrdx 


on  tirera 


de  plus  on  a 


et  par  suite 


sécr  —  ; 


tangr=  —  /=ir— ij, 


2tangr  '  7        »  r 

<£r  I         dr 


a  siOT  cost 
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"f         dr 

T.! 


Jt,  SinrcOS*r 

\COSTo         OOSr  *>2  luujjj^y. 

7"*.  La  génératrice  est  la  logarithmique^  =  e«. 
La  formule 

t/xo 

domie 


.  A 
déplus 


y  =  ^^""^     <r'=^^"d:r,     ^dx=a*dy, 

m 


donc 


or 


donc 

— [=;-»«(î-î)-^-'-"«(i-?)]- 

8**.  La  génératrice  est  la  chaînette  j^  =a — -— .  On  a 

II.   . 
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et  en  faisant  Xq  =  o,   on  aura 

Or  ix\ 


9°.  La  génératrice  est  la  cycloïde 

X  =  R  (<»  —  sin  •),     j  =  R  (i  —  cosm), 


d'où 


dx V/iH-/'*  =  \/dx*  -h df*  =z  Kdm V^a  V^i   —  ces «9 
A  =  a'îrR"  /    (I  — cbs»)«rfi»=:8îrR*    I     sin^-d#; 
on  a  d'ailleurs 

8sin^-=\   .  y /  =osin- — sin— , 

donc ,  en  supposant  co^  =±=  o, 

♦         /g  «      I        3#\ 

A=4-Rî(^3-3cos-4-3COs--j. 

L'aire  de  la  surface  de  révolution,  engendrée  par  la  demi- 
cycloïde  entière,  s'obtiendra  en  faisant  &)  =  aTr,  et  sera 

A  =  ^7tK-  =  ^(8R)». 

81 .  Si  Ton  faisait  tourner  autour  de  Taxe  des  x,  non 
plus  la  courbe  j=/(x),  mais  celle  qui  est  représentée 
par  l'équation 

r  =  b  -t  /(x), 

b  désignant  une  constante  positive ,  on  aurait 

N  =  r  V/TTy*  =  [b  4-/(x)]  xVn-[/'(x)]s 

A=  2T  f'^  dx/[x)  V/i  -h  {/'{x)Y 

fX  . ^ 

-h  27»-^  I      «ilr  V^i  -h  /'»  =r  A'  -h  2irln, 


J 
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en  désignant  par  A'  la  portion  de  surface  engendrée  par  la 
courbe  j^  =  ^ (x) ,  et  par  s  Parc  compris  sur  la  courbe 
y  =  f(x)  entre  les  points  correspondants  aux  abscisses 

Si  Ton  remplaçait  b  par —  &,  mais  en  supposai!  ty^(x)<[i; 
Â^  —  Tt:bs  représenterait,  non  plus  Taire  A,  mais  cette 
aire  prise  avec  le  signe  — *,  on  aurait 

A  -h  A'  =  liwbs. 

On  conclura  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  fait  tourner 
successivement  un  arc  de  courbe,  i  ^autour  d'un  axe  choisi 
arbitrairement,  a^  autour  d^un  axe  parallèle  séparé  du 
premier  par  la  distance  b  *,  la  différence  entre  les  deux 
sorfaces  engencUes,  si  les  deux  axes  sont  situés  du  même 
côté  par  rapport  à  Tare  générateur,  ou  leur  somme,  si  les 
aies  de  révolution  sont  situés  de  différents  côtés  dé  Tare 
générateur,  sera  égale  au  produit  de  ce  même  arc  par  la 
circonférence  que  décrirait  un  point  du  second  axe  tour- 
nant autour  du  premier. 

A  laide  de  ce  théorème ,  que  Ton  peut  étendre  au  cas 
même  où  Tare  de  courbe  sera  rencontré  en  plusieurs 
points  par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe. de  roution, 
on  prouvera  sans  peine  que  toute  courbe  qui  a  un  centre, 
en  tournant  autour  d'un  axe  qui  ne  le  rencontre  pas ,  en- 
gendre une  surface  équivalente  au  produit  de  son  péri-- 
mètre  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  autour  de 
cet  axe. 

82.  La  formule  fondamentale  A  =   /       /     fixdy  séct 

suppose  que  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  x^ 
ïi  est  coupée  qu'en  deux  points  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  des  x\  s'il  en  était  autrement ,  alors  ,  pour 
déierminer  Taire  A ,  il  faudrait  la  partager  en  plusieurs 
parties,  dont  chacune  put  être  calculée  à  Taide  de  la  for« 
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mule  ifoi  préoède.  Supposons,  pour  fixer  les  vdëes,  tjde 
les  quantités 

X09    Xtj    X^y     •»•>    Xr^ 

rangées  par  ordre  de  grandeur ,  soient  des  fonctions  de  x 
^oppes  â  représenter,  entre  les  limites  x  =  x^,  x=  x^ 
les  ordbvinées  deè  diverses  lignes  qui  comprennent  entre 
elles  les  différentes  parties  de  la  projection  de  Taire  Â , 
on  partagera*  Taire  A  en  autant  de  parties  correspon- 
dantes qui  seront  mesurées  par  les  intégrales  doubles 

//    'iécrdjreùtf       I       1    'sécrWri^x,  etc.; 

en  ajoutant  toutes  ces  intégrales,  on  obtiendra  la  valeur 
de  A.  On  aura  donc  ^ 

A=   /        1     *%écTdxdjc  -^11    'séc  Trf^/£r  etc. .  . 
=:   /     (    /    *  sécrr(r  -h  7     'sécr^/r  -h  etc.  . .  |  âx. 

Dans  la  même  hypothèse,  la  projection  <fe  Taine  A  sera 
représentée  par  T<»pression 


JXq 


-+-  etc.    I  rfr 


Xo-h  /3  — r«-+-etc.  •,)<ir. 


Si  la  surface  A  était  rencontrée  en  plusieurs  points  par 
des  droites  parallèles  à  Taxe  des  z,  c'est-à-dire  si  à  une 
même  valeur  de  x  correspondaient  plusieurs  valeurs  Ae 
sécT,  on  ne  pouri^itpas  la  déterminer  à  Taride  des  équa- 
tions ci-dessus  établies,  mais  il  sera  possible,  dans  tous 
les  cas,  de  la  décomposer  en  plusieurs  parties  dont 
chacune  puisse  être  calculée  par  les  méthodes  indicpié(»s. 


VirUtUSHE  LEÇOH.  t6y 


QUINZIEME  LEÇON. 


Applications  géométriques.  —  Troisième  application  à  la  cubature  des 

solfdai. 


83.  Le  problème  de  la  cubature  des  solides  consiste  à 
déterminer  lé  volume  compris  sous  une  enveloppe  don- 
née. Il  est  d'abord  facile  de  prouver  que  le  yolume  ¥  d'un 
cyliiidne  idroit  à  baae  quiconque  B,  est  égal  au  produit 
de  sa  base  B  par  la  hauteur  H,  en  sorte  qaon  ait  Y  zsBH. 

Démonstration.  Plaçons  le  cylindre  de  manière  que  la 
^ératrice  étant  parallèle  à  Taxe  des  Xy  le  plan  de  la  base 
coïncide  avec  lé  plan  zjr.  Désignons  ^àrfÇz)  la  section  li- 
néaire ,  faite  dans  la  base  par  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  des  z ,  par  i  et  i^  la  portion  de  la  base  B  et  du  vo* 
lume  V  comprise  au-dessous  du  plan  sécant  ;  si  nous 
donnons  k  z  nn  accroissement  2^,  b  et  t^  prendront  des 
accroissements  Àfr,  Av  :  de  plus  on  aura  évidemment 

e,  c'  désignant  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  Az, 
cl  par  conséquent 

^t  en  intégrant  depuis  z  =  z^  jusqu'à  z  =  Z,  z  =:  z^y 
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et  jc  =  Z  étant  les  équations  des  plans  qui  terminent  le 
volume  cylindrique  V,  on  aura 


B:^f   /{z)dz,     V  =  H   r^/(2)rfz=BXH; 


ce  qu'il  fallait  prouver. 

Si  la  section  f(z)y  faite  dans  la  base  B  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  Taxe  des  Zy  se  transformait  en  un  système 
de  plusieurs  longueurs  distinctes,  représentées  par /"i  (-r), 
ft  (z),yi(jz),. . .,  on  diviserait  la  base  B  et  le  volume  V 
en  parties  Bj,  Bi, . . . ,  V,,  y,,  correspondantes  à  ces  lon- 
gueurs :  on  trouverait  ainsi 

V,  =  HBx,     V,  =  HB„     V3  =  HB3,,.., 
V  =V,  -f- V,  -h  V,. . .  =  H  (B,  +  B.  -h  B3. .  .)  =  M- 

Supposons  à  présent  que  Ton  cherche  le  volume  V, 
terminé  par  une  enveloppe  quelconque  comprise  entre 
deux  plansx=Xo,  x=X.  Soit  F(a:)raire  delà  section  faite 
dans  le  volume  V  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des 
X  et  correspondante  Tabscisse  Xj  et  nommons  f^la  portion 
du  volume  compris  entre  les  deux  plans  x  =  Xq,  x=x- 
Si  Ton  attribue  à  J?  un  accroissement  ûkXj  le  volume  V 
recevra  un  accroissement  AF  ==  Ax[F(ar)-|-€],  t  dési- 
gnant une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ar  :  en  effet,  le 
volume  très-petit  A^sera  compris  entre  deux  cylindres, 
Pun  inscrit  au  volume,  Vautre  circonscrit,  ayant  tous 
deux  pour  hauteur  Ax,  et  pour  bases  des  aires  très-peu 
différentes  de  F  (x).  De  Féquation  qui  précède ,  on  tire 

—  =F(x),     dF=  F(x)flx, 
et  en  intégrant  entre  les  limites  x^  et  x,  ou  Xq  et  X, 

v=   Ç'Y{x)dx,     \=   f    ¥{x)dx. 


QUINZIÈME    LEÇON.  169 

Cette  formule  subsiste  dans  le  cas  même  où  Taire  F  (x) 
de  la  section  faite  dans  le  volume  V  par  un  plan  perpendi- 
culaire  à  l'axe  des  x,  'se  change  en  une  somme  de  plusieurs 
a\resFi(ar),  ¥t(x)j  Fs(x), . , .  terminées  par  divers  contours. 
Alors  le  volume  V  est  la  somme  de  plusieurs  volumes  re- 
présentés par  les  équations 

Xo  JXo  t/  Xo 

et  Von  a 

f  Y,{x)dx-hf    F.(x>ir+ctc.  = /'    [F,(x)-hF,(x)-f-etc...>ùr=  T   ¥(x)dx. 

^^0  4/X0  Jxq  Jx0 

84.  Corollaire  i*"^.  Sî  la  section  F(x)  est  constante,  et 
égale  à  B,  ce  qui  arrivera  si  le  volume  f^est  une  portion 
de  surface  cylindrique ,  on  aura 

pX 
V  =r  B  /      dx  =  B(X  —  ^o)  =  BH, 

en  désignant  par  H  la  distance  des  deux  plans.  On  en 
conclut  que  le  volume  compris  dans  un  cylindre  oblique 
dont  B  représente  la  base  ,  et  H  la  hauteur,  est  équiva- 
lent au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire  a"*.  Si  la  section  F  (x)  est  toujours  sem- 
blable à  elle*même ,  ce  qui  arrivera^  par  exemple ,  si  le 
volume  est  une  portion  de  cône  dont  le  sommet  coïncide  , 
avec  Torigine  et  dont  la  base  soit  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  des  x\  Taire  de  la  section  F(x)  sera  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  distance  au  sommet,  et  en  ap- 
pelant B  la  base  du  cône,  et  H  sa  hauteur,  on  aura 

B     —H''      'V*;  -    H»  ' 
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Le  volume  d'un-  cène  à  base  quelooacpe  est  le    tiers  du 
produit  de  sa  base  par  sa  b^uteur. 

Le  volume  du  trom;  de  cône  compris  entre  les  plans 
.Xo  =  A,  ^  =  H,  serait  donné  parréqualiou 

en  désignant  par  ^  la  petite  hase  du  tnmc  de  cône,  par  ht 
sa  hauteur,  on  aura 

B  =  iF'    H  =  Vb'   *■=**-*' 

et  parce  que 

H^  —  ^3  =  (H  —  h){B*  4-  HA  -+-  A*), 
on  trouvera 

v4-(.+b|+b*j1)  =  ^„-hw«-k»,. 

c'est-à-dire  que  le  volume  d'un  tronc  de  cône  est  le  tiers 
du  produit  qu'on  obtient  en  multipliant  sa  bauteur  parla 
somme  de  trois  surfaces  respectivement  équivalentes  aux 
deux  bases  du  tronc  de  cône  et  à  une  moyenne  propor- 
tionneUe  entre  ces  deux  bases. 

Si  Ton  ne  voulait  pas  emprunter  à  la  géométrie  ce 
théorème  que  les  sections  faites  dans  un  cône  par  des 
plans  parallèles  sont  proportionnelles  aux  carrés  de  la  dis- 
tance de  ces  plans  aux  sommets,  on  le  démontrerait  en 
procédant  comme  il  suit*  Supposons  que  f  (n,  ^)  =  o 
soit  l'intersection  du  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x  et  situé  à  une  distance  i  de  l'opigine.  La  géné- 
ratrice qui  passera  par  le  point  îj,  ^  de  Cette  courbe  sera 
représeiiléfî  par  les  deux  équations 

J  ^  Y 
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et  si  entre  les  trois  équations -qui  précèdent  on  élimine 

ï!,  Ç,  Téquation  résultame/* f -,  -  j  =  osera  vérifiée  pour 

Vous  les  points  de  toiites  les  génératrices  et  représentera , 
par  conséquent,  la  surface  conique  en  question.  Cela 
posé ,  les  sections  failes  dans  cette  surface  par  les  plains 
X  =  A,  X  =  H,  auront  pour  équations 

et  leurs  surfaces  a,  Â,  d'après  un  théorème  démontré 
(n'^  72),  a«u^nt  pour expFessioiâ  A,A',  AjH*,  A,  4tant  Taire 
de  la  courbe/*  (j^,  z)  =  c»^  donc 

a   _   ét^ 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
85.  Corollaire  3"*.  On  a 

par  conséquent  le  volume  d'un  coips  est  égal  au  produit 
de  la  distance  entre  les  deux  plans  parallèles  qui  le  ter- 
minent par  une  valeur  moyenne  entre  les  aires  des  sec- 
tions que  déterminent,  dans  ce  volume,  des  plans  inter- 
médiaires et  parallèles  aux  premiers.  Il  en  résulte  que  le 
rapport  entre  un  volume  donné  et  sa  projection  sur  un 
axe  quelconque  est  une  moyenne  entre  les  aires  des  dif- 
férentes sections  faites  dans   le    volume  par  des  plans 
perpendiculaires  à  l'axe.    On  prouverait  encore  que  le 
rapport  entre  un  volume  et  sa  projection  sur  un   plan 
est  une  moyenne   entre  les  diverses  valeurs  que  peut 
acquérir  le  rapport  des  longueurs  interceptées  par  Tenve- 
ioppe  de  ce  volume  sur  une  sécante  constamment  paral- 
lèle au  plan. 
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Corollaire  4°*.  Pour  un  second  volume  V,  on  aura 


et  par  suite 


V'=  r   F{x)dx, 


/      F{x)dx 
mais  si  dans  Téquation  connue, 


Xq  J  Xq 

on  fait 


/(x)  =  F(«),     ;k(x)  =  F{x),     ^(x)  =  ^, 


on  en  tirera 


/'X 
*0 


On  en  conclut  que  le  rapport  entre  les  deux  volumes 
Vet  V  est  une  quantité  moyenne  entre  les  diverses  va- 
leurs que  peut  acquérir  le  rapport  des  deux  sections  faites 
dans  ces  deux  volumes  par  un  plan  constamment  paral- 
lèle à  un  plan  donné  \  et  parce  que  (n*'  72)  le  rapport  des 
deux  sections  est  lui-même  une  moyenne  entre  les  di- 
verses valeurs  du  rapport  des  longueurs  interceptées  par 
ces  deux  sections  sur  une  droite  mobile  constamment  pa- 
rallèle à  un  axe  donné ,  il  sera  vrai  que  le  rapport  entre 
les  volumes  renfermés  dans  deux  enveloppes  est  une 
moyenne  entre  les  valeurs  du  rapport  des  longueurs  in* 
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tercepcëes  par  ces  enveloppes  sur  une  droite  constamment 
parallèle  à  un  axe  donné. 

Corollaire  5"*.  Il  résulte  du  corollaire  4"*»  i°  que  si  les 
sections  faites  dans  deux  volumes  par  un  système  de 
plans  parallèles  les  uns  aux  autres  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant,  les'  deux  volumes  seront  entre  eux  dans 
le  même  rapport  \ 

a^.  Que  si  les  longueurs  interceptées  par  deux  enve- 
loppes sur  une  droite  constamment  parallèle  à  un  certain 
axe,  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant ,  les  deux 
volumes  terminés  par  ces  enveloppes  seront  entre  eux 
dans  le  même  rapport  :. c'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple, 
si  Vun  de  ces  volumes  V  étant  terminé  par  la  surface  fer- 
mée qui  aurait  pour  équation 

/(x,  Xf  «)  =  o, 

Taatre  V  '  était  compris  dans  une  des  surfaces 

En  effet,  si  de  la  première  équation  on  tire 

on  tirera  des  autres 

ou 

OU 

z  =  €^{x,  Xy  «)i 

ce  qui  prouve  cpe  les  longueurs  interceptées  par  les  deux 
enveloppes  sur  des  droites  parallèles  à  un  des  axes  sont  dans 
le  rapport  constant  «,  ou  i,  ou  c,  et  par  suite  le  volume 
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V  sera  au  volume  Y  y  dans  le  rapport  de  Tuiiîté,  à  a  y  oo 
i,  ou  c. 

Si  Ton  compare  successivement  Fun  k  Tautre  les  vo- 
lumes renfermés  dans  les  quatre  surfaces  représentées  par 
les  équations 

/(•«^>   Xy  ^)  =  O,       f(^y   y  y  2J  =  O, 

on  conclura,  de  ce  qui  précède  que  les  rapports  du  second 
volume  au  premier  ,  du  troisi^e  au  second  et  du  qua* 
trième  au  troisième ,  sont  mesurés  par  les  nombres 
a,  &,  c^  et  par  conséquent  le  rapport  du  quatrième  vo- 
lume au  premier  aura  pour  mesure  ahc.  Donc,  pour 
déterminer  le  volume  compris  dans  tme  surface  courbe 
fermée  de  toutes  parts  et  représentée  par  une  équation 
de  la  forme 


<f.f')=- 


dans  laquelle  a^h^c  désignent  trois  constantes  positives, 
il  suffit  d'évaluer  le  volume  compris  dans  la  surface 
courbe  fi^x^y^  z)  =  o,  et  de  multiplier  ce  volume  par 
le  produit  des  trois  constantes  a,  &,  c.  Si  Ton  suppose 

c  =  t  =  a ,  Téquation  f[-t  t»  -)==  o?  réduite  â  la 
forme 


/(:•  '-.'  0  =  «■ 


représente  Tenveloppe  d'un  solide  semblable  à  celui 
qui  termine  la  surface  /(x,  y^  z)  =  o  j  de  plus  les 
dimensions  du  second  solide  seront  à  celles  du  premier 


—  H 
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conune  le  nombre  a  est  à  Tunité  ^  et  il  résulte  des  {»'Opo- 
sitions  ci-dessus  établies,  que  les  yolnmes  compris  dans 
deux  solides  semblables  sont  entre  eu  comme  les  cubes 
de  leurs  dimensions  respectives. 

/•X 
86.  Pour  appliquer  la  formide  A  ==7  /    V{x)dx^  il  suf- 

fira  de  calculer  Taire  F(x)  de  la  section  faite  dans  la 
siuface  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  X'^  or 
cette  aire  sera  facile  à  déterminer  à  Taide  des  principes 
déjà  établis. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées  ,  que  x^,  X  étant  deux 
constantes,  y,  T  deux  fonctions  de  la  variable  x,  et 
z,  Z  deux  fonctions  des  variables  x,  j^  on  demande  le 
volume  renfermé  d'une  part  entre  les  deux  surfaces 
courbes  représentées  par  les  équations 

«  =  z,     a  =  2, 

d'autre  part  entre  les  deux  surfaces  cylindriques  repré- 
sentées par  les  équations 

r  =  r»    r  =  ^, 

d'aatre  part  enfin,  entre  les  deux  plans 

La  section  EFF'E'  =  F  (or),  faite  dans  le  volume  par 
un  plan  parallèle  au  plan  jz ,  et  correspondant  à  une  va- 
leur particulière  de  Tabscisse,  sera  comprise  entre  quatre' 
lignes,  savoir,  deux  courbes E F,  ET',  tracées  sur  les  sur- 
faces z  =  z,  ;:=  Z,  et  deux  lignes  EE',  FF,  parallèles  à 
Taxe  des  z ,  et  situées  sur  les  cylindres  j^  =  y,^  =  JT*  et 
pour  obtenir  les  équations  de  ces  quatre  lignes,  il  suffit, 
dans  les  équations 

z  =  z,      z  z=z  z,      r   =   Xoy      X   =    ^y 
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de  faire  de  x  une  constante.  Cela  posé,  si  Ton  nomme 
f(x^y)lsL  section  linéaire  GG'  faite  dans  la  surface  F(jr) 
par  un  plan  perpendiculaire  à  l'ave  des  j-  correspondant  à 
une  valeur  particulière  de  jr^  on  aura  évidemment 

et  Ton  tirera ,  par  suite,  des  formules  connues, 

F(a:)=/    /{x,y)dx  =  j     {Z-^z,)dy.^l        f    dsdjr. 

Il  y  aura  donc,  dans  le  cas  le  plus  général^  trois  inté- 
grations à  faire ,  Tune  par  rapport  à  z  et  prise  entre  les 
limitesz  =  Zo,  5=Z,  qui  sont  des  fonctions  de  x  et  dej; 
la  seconde  entre  les  limites  y^^  Y^  qui  sont  fonctions  de  x 
seulement  \  la  troisième  entre  les  limites  constantes  x^,  X, 
si  les  deux  surfaces  cylindriques  y  =  j^^,  jr  =:  J^  se 
coupent  suivant  deux  génératrices;  et  si  Ton  suppose  que 
Xo,  X  désignent  précisément  les  abscisses  des  points  si- 
tués sur  les  génératrices  dont  il  s'agît,  le  volume  V  sera 
limité  en  tous  sens  par  les  deux  surfaces  et  par  les  deux 
cylindres.  Il  en  serait  encore  de  même  si  les  deux  sur- 
faces cylindriques  se  touchaient  suivant  les  génératrices 
correspondantes  aux  abscisses  Xo,  X.  Ces  deux  surfaces 
cylindriques  se  réduiraient  à  une  seule  si  les  deux  fonc- 
tions ^o,  J"  représentaient  deux  valeurs  de^  tirées  d^une 
seule  équation  entre  y  et  x. 

Enfin  dans  cette  même  hypothèse ,  il  peut  arriver  que, 
les  surfaces  z  =  z^,  -s  =  Z  étant  distinctes  Tune  de 
l'autre ,  se  coupent  suivant  une  courbe  tracée  sur  la  sur- 
face cylindrique;  ou  que  z^^  Z  soient  les  deux  valeurs  de 
z  tirées  d'ime  seule  équation  F(x,y,  z)  =  o  propre  à 
représenter  une  surface  convexe  et  fermée  de  toutes 
parts,  et  à  laquelle  la  surface  cylindrique  se  trouverait 
circonscrite.  Dans  le  premier  cas  le  volume  V  serait  II- 
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mité  dans  tons  les  sens  par  les  surfaces  ;  dans  le  second , 
Y  désignerait  le  volume  compris  dans  la  surface 

87.  L'aire  F(a:)  est  facile  à  déterminer,  lorsque  Ten- 
yeloppe  est  une  surface  de  révolution.  Concevons  que , 
après  avoir  tracé  dans  le  plan  xy  une  courbe  repré- 
sentée par  Téquation  j"  =  /  (x) ,  on  la  fasse  tourner  ,au- 
tourde  Taxe  des  or,  elle  engendrera  une  surface  de  ré- 
volution dans  laquelle  la  section  F  (x),  faite  par  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  des  x,  sera  précisément  un  cercle 
qui  aura  pour  rayon  l'ordonnée  de  la  courbe  génératrice. 
On  aura  donc 

et  par  suite 

Exemple^: 

I**.  La  courbe  génératrice  est  un  cercle  x*  +y*  =  R*, 

le  volume  d'un  aqpnent  sphérique  compris  entre  deux 
plans  parallèles  dont  Tun  passe  par  le  centre  de  la  sphère 
surpasse  le  volume  du  cône  construit  sur  la  hauteur  du 
segment  et  sur  la  plus  petite  base  d'une  quantité  précisé- 
ment égale  à  la  surface  de  la  zone  qui  enveloppe  le  seg- 
ment multiplié  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère.  Si  la 
hauteur  de  ce  même  segment  devient  égale  au  rayon  R , 
le  volume  V  a  pour  valeur  \  ttR*,  et  le  double  de  cette 
quantité,  g^TtR*,  représente  le  volume  entier  delà  sphère. 
On  en  conclura  (n^  85)  que  le  volume  de  Tellipsoïde  a 
pour  mesure  le  produit  \i:abc. 

T.  H.  la 
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a^  Lai^Béramet  coïBcîde  avec  la  paraboley'^af^jr; 
on  aura,  en  poiani  Xo  =  o, 

yz=iwpj    ixdx  =  wpx^  =  \wy^x. 

Le  solide,  engendré  par  la  révolution  d^une  portion  de 
parabole  comprise  entre  le  sommet  et  un  plan  jr  =  x>  a 
pour  mesure  la  moitié  du  produit  du  volume  du  cylindre 
circonscrit. 

3°.  La  génératrice  est  la  courbe  y  =  kx^  -^  en  posant 
Xo  =  o,  on  trouvera 

Le  volume  du  solide  de  révolution  est  au  volume  du  cy- 
lindre circonscrit  comme  1  esc  à  aa  +  i . 

4^.  La  génératrice  est  la  logarithmique j"  =  olor;  on 
aura,  enposantXp  =  o^ 

Si  Tiquation  de  la  logaritbmiqaeitaât  Hise  soua  la  lofiae 
jr  =z&^^Qn  trouverait,  en  posant  toiijoui^  jr^  =  o, 

5°.  La  {génératrice  est  la  chatnette 
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on  aura,  en  posant  x.  =90, 

6®.  Quelquefois  on  facilite  Téyaluation  du  Yolome  en 
remplaçant  la  variable  x  par  une  autre  variable. 

Prenons  pour  exemple  le  cas  où  la  génératrice  est  la 
cydoïde 

=  R  (•  -—  8in«),     ^  =  R(i   —  cQStf), 


on  a 


dx  =  xd0y     y^àx  =  y^dm  =  R^(i   —  vxf^mfdm^ 
V  =  »R5  r*(i— caa«)3yb, 

etensuppoMiitjro  ^  o^(»«^q, 

V  =  »R*    r*(»  —  oos#)*ii»; 
d'ailleurs 

et  par  suite 

V  =^7-(io# —  i5sîii«  -I-  3sina«  —  |am3«). 
4 

n  suffit  de  faire  dans  cette  ëcpiation  o)  =  27r  pour 
avoir  le  volume  du  solide  engendré  par  la  réiroIutioB  da 
U  première  branche  de  la  cycloïde  qui  se  trouve  ainsi 
donné  par  Téquation 

V  ac  5ir»R^ 

%.  Si  Toi^  faisait  tourna  autour  de  Taxe  des  x^  non 

12.. 
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plus  une  seule  courbe  représentée  par  Téquationy =^(x)* 
mais  deux  courbesjy  =  y,  y  =  JT;  y^  JT  étant  deux  fonc- 
tions de  la  variable  x  dont  les  valeurs  sont  toujours  posi- 
tives entre  les  limites  x  =  Xq,  jc  =  X  ^  le  volume  engen- 
dré par  leur  révolution  aurait  évidemment  pour  mesure 
la  différence  des  intégrales 


et  Ton  aurait 


/•X  /.x  rY 

On  arriverait  très-simplement  à  cette  même  équation  en 
remarquant  que  la  section  F  {x)  faite  dans  le  volume  V 
est  la  différence  de  deux  cercles  dont  les  rayons  sont  / 
et  JT.  De  sorte  que  Ton  a 

F(*)  =r  «•F*  —  rr»  =  »  (  I^  —  j»),  etc. 

89.  Si  lesordonnéesj^,  JT  croissent  toutes  d'une  même 
quantité  h  ^  ou  si  Taxe  de  révolution  s'éloigne  de  tous  les 
points  des  deux  courbes  d'une  même  quantité  &,  le  nou- 
veau solide  engendré  sera  donné  par  l'équation 

=,-?rf    {Y'-yYdx+iwbf    {r—r)dx; 

J  Xo  J  Xf, 

mais  /     (Y — j^)iir  est  l'aire  A  de  la  surface  plane 

t/  X0 

renfermée  entre  les  deux  courbes  j  z=.  y^  y  -=.  Y\ 
TT  I    (  J^— ^•)€/a:  est  le  volume  déjà  calculé  V;  on  a  donc 
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On  en  conclut  que  si  l'on  fait  tourner  une  surface  plane , 
1*  autoui'  d'un  axe  situe  dans  le  plan  de  cette  surface, 
mais  qui  ne  la  traverse  pas:  2^  autour  dW  axe  parallèle 
plus  éloigné  de  la  surface  dont  il  s'agit,  et  situé  à  la  dis- 
Unce  b  du  premier,  les  valeurs  des  solides  engendrés  par 
la  révolution  de  la  surface  autour  du  second  et  du  pre- 
mier axe,  donneront  pour  différence  un  volume  égal  au 
produit  de  cette  même  surface  par  la  circonférence  du 
cercle  dont  le  rayon  coïncide  avec  la  distance  entre  les 
deux  axes. 

Si  la  surface  plane  A  est  divisible  en  deux  parties  sj^ 
métriques  par  une  droite  menée  parallèlement  à  Taxe  des 
X  et  à  la  distance  b  de  cet  axe,  on  devra  avoir 

X  =,  b  -  f{x),    r  =  ^  -h  f{x), 

et  Ton  aura 


mais  on  a  aussi 


donc  V  =  27riA,  et  par  conséquent  kn^squ'une  surface 
plane  est  divisible  par  un  axe  en  deux  parties  symé- 
tnques,  le  solide  çngendré  par  la  révolution  de  cette  sur- 
face autour  d'un  second  axe  parallèle  au  premier  et  tracé 
<l^nsle  plan  de  la  surface,  mais  de  manière  qu'il  ne  la^ 
traverse  pas,  est  équivalent  au  produit  de  la  même  sur- 
face par  la  circonférence  du  cercle  qui  a  pour  rayon  là 
distance  entre  les  deux  axes.  Ainsi,  par  exemple ,  le  solide 

V'  qu'engendre  la  révolution,  de  l'ellipse  —  -f-^  =  1  au- 
tour de  la  tangente  menée  par  l'une  des  extrémités  de 
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Taxe  ai  est  éqnivaleat  au  prodtiit  de  la  sutfitce  de  Tel- 
lipse  lutb  par  la  ciroooiMretice  qae  décrit  le  centre  de 
oCtie  oourbe^  donc  V  =s±  %v!*ab*. 

90.  Ou  peut  déduire  de  la  formule  V  =  I    F{x)dx  un 

théorème  remarquable  dont  vokiréif6noë.  Étant  don-- 
né$  deux  plana  paralMes  i  un  axe  avec  un  contour 
fermé  dana  l'un  de  ces  deux  plans,  si  Ton  fait  mouvoir 
une  droite  de  manière  qu'elle  passe  auocesâiv^ent  par 
les  différents  points  de  ce  contour,  et  forme  toujours  un 
angle  droit  avec  Taxe  que  Ton  considère ,  le  volume  V 
du  solide  compris  entre  la  surface  courbe  engendrée  par 
la  droite ,  et  lesdeux  plans  donnés,  sera  ie  ^produit  de  sa 
hauteur  par  la  demi-somme  des  surfaces  planes  qui  lui 
servent  de  bases. 

Démonstration.  Prenons  Taxe  donné  pour  axe  des 
X,  et  soit  b  la  distance  des  deux  plans  parallèles  à  cet  axe  ^ 
si  Ton  coupe  le  volume  V  par  un  plan  perpendiculaire  au 
même  axe  et  correspondant  à  Tabscisse  x,  la  section  F(x) 
qui  en  résultera  sera  évidemment  un  trapèze  dans  lequel 
les  c6tés  parallèles  se  réduiront  aux  sections  linéaires 
faites  par  le  plan  coupant  dans  les  deux  bases  du  volwne 
V.  &  l'on  désigne  par  f(x)  et  f  (x)  les  deux  sections  li- 
néaires dont  il  s'agit,  on  awra 

Mais  en  appelant  A  et  A'  les  deux  biises,  «m  a  aussi 

J  X9  •/  Xo 

donc 
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91 .  Pour  montrer  une  application  de  la  1 


/     zdxdy. 


cherchons  le  volume  V  renfermé  entre  le  plan  xy^ 
une  sorfaee  cylindrique  dont  la  géHëratrioe  soit  paral- 
lèle à  Taxe  des  z^  et  la  surface  du  paraboloïde  hyperbo- 
lique représenté  par  Téquation  xy  =^  cz^  d'où  z  =  — ; 


onaum 


^  =ijl£'^'^"=rjj''-^'^'*" 


Si  la  base  de  la  surface  cylindrique  se  réduit  au  cercle  re- 
présenté par  Téquation 

(x  -  ay  -h  (r  -  ày  =  r», 

on  aura 


a 
et  par  conséquent 


r-  —   7»  =  4^  »/r»  —  (x  —  «)', 
jro  =  fl  —  R,  X=  «+R, 


V  ' 


=  2-1  V^R*  —  («  —  ay  X  J?«^*, 

OU,  en  posant  x  —  a=  Rt , 

ou  a  d'ailleurs  évidemment 
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tandis  que  Fintégrale 


/r/^^ 


^, 


représentant  la  moitié  de  la  surface  du  cercle  (jui  a  pour 
rayon  Tunité,  est  équivalente  à  -\  on  aura  donc 

bc 
V  =  srR«  — . 
a 

Le  volume  cherché  est  le  produit  de  la  base  ttR*  par  une 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  longueurs  a,  b  et  c. 
Si  Ton  substituait  à  la  surface  cylindrique  qui  a  pour 
base  le  cercle ,  un  système  de  quatre  plans  perpendicu- 
laires aux  axes  des  x  et  des  j^,  x  =  x^j  x  =  X,jr=zjr^^ 
^  =  Y,  on  trouverait 

V=^{X>-:rî)(Y«-rî) 

— /v       ^\/v       ^  N'goro+  XqY -h  Xfo 4- XY 

en  posant 

—  ^o-^^»  —  f^  —  Xjo       ,    XY 

C  '     C  €  C 

Ajoutons  que  pour  construire  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique ,  il  suflSra  de  tracer  le  quadrilatère  gauche  dont  la 
sommets  coïncident  avec  les  extrémités  des  ordonnées 
^19  '^D  ^89  ^kj  6t  de  faire  mouvoir  sur  deux  côtés  opposés 
de  ce  quadrilatère  une  droite  qui  reste  constamment 
comprise  dans  lui  plan  parallèle  aux  deux  autres  côtés. 

On  arrive  ainsi  à  la  proposition  suivante.  Si  après 
avoir  tracé  sur  les  quatre  faceâ  latérales  d'un  prisme  droit 
à  base  rectangulaire  un  quadrilatère  gauche,  on  fait  mou- 
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Toir  une  droite  sur  deux  côtes  opposés  de  ce  quadrilatère, 
de  manière  qu'elle  reste  constamment  parallèle  aux  plans 
des  faces  qui  renferment  les  deux  autres  côtés;  le  vo- 
lume compris  entre  la  surface  engendrée  par  cette  droite 
et  le  rectangle  qui  sert  de  base  au  prisme  sera  le  produit 
de  ce  rectangle  par  le  quart  de  la  somme  des  quatre  lon- 
gueurs comptées  sur  les  arêtes  du  prisme  entre  les  som- 
mets du  rectangle  et  ceux  du  quadrilatère. 

92.  La  formule  V  =   I     F  (x)  dx  prouve  aussi  que  , 

pour  déterminer  le  volume  V  compris  sous  une  enve-p 
loppe  donnée,  il  suffit  de  mener  un  axe  quelconque  et 
de  tracer  dans  un  plan  fixe  passant  par  cet  axe  une  courbe 
auxiliaire  telle  que  la  section  faite  dans  le  volume  par  un 
plan  mobile  perpendiculaire  a  Taxe  soit  toujours  équiva- 
lente au  rectangle  construit  sur  une  ligne  donnée  b  et 
sur  la  section  linéaire  faite  par  le  plan  mobile  dans  Taire 
renfermée  entre  la  courbe  auxiliaire  et  l'axe.  Si  Ton  sup- 
pose cette  aire  limitée  dans  le  sens  de  Taxe  par  les  deux 
droites  suivant  lesquelles  le  plan  mobile  ,  parvenu  aux 
deux  positions  extrêmes  qu'il  peut  prendre,  coupe. le 
plan  fixe,  et  si  on  la  multiplie  par  la  longueur  &,  le  pro- 
duit obtenu  sera  précisément  la  mesure  du  volume  pro- 


En  efiet,  si  Taxe  que  Ton  considère  est  pris  pour  axe 
des  X,  et  si  F(x)  est  la  section  faite-  dans  le  volume  par 

V(x) 
un  plan, perpendiculaire  à  cet  axe,  -4-  sera    Tordonnée 

de  la  courbe  auxiliaire  ou  la  section  linéaire  faite  dans 
Vaire  comprise  entre  la  courbe  et  Taxe  ;  donc  cette  aire 
sera 

et  si  Ion  multiplie  cette  intégrale  par  la  longueur  6,  on 


V  =  /    Fix)dx. 
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obtiendra  éridemment  le  voiame 

Exemples:  i^.Sile  yolume  Vse  trouve  renfermé  dans 
iiac^e  ou  dans  une  pyramide  à  base  quelconque,  dont  le 
sommet  coïncide  avec  Torigine,  et  si  Ton  prend  pour 
axe  des  or  une  droite  perpendiculaire  à  la  base,  la  section 
F(x)  sera  proportionnelle  à  Jt',  et  par  suite  la  courbe 
auxiliaire  sera  une  parabole  qui  aura  Torigine  pour  som- 
met et  pour  axe  Taxe  des  x\  et  puisque  Taire  comprise 
entre  une  parabole ,  son  axe  et  une  ordonnée  est  le  tiers 
du  rectangle  circonscrit)  cm  en  conclura  que  le  volume 
compris  dans  un  cène  ou  dans  une  pyramide  à  base  quel- 
conque est  le  tiers  du  volume  du  cylindre  ayant  même 
base  et  même  hauteur^  donc,  etc. 

2^.  Si  la  section  F(jc)  se  réduit  à  un  trapèze  dont  les 
côtés  parallèles  représentent  les  sections  linéaires  faites 
dans  deux  surfaces  plane$dont  les  plans  soient  parallèles 
à  Taxe  donné ,  et  si  Ton  suppose  que  la  longueur  b  re- 
présente la  distance  des  deux  plans,  Tordonnée  de  la 
courbe  auxiliaire  sera  précisément  la  demi-somme  des 
sections  linéaires  dont  nous  venons  de  parler,  et  Ton  en 
conclura  sans  peine  que  Taire  comprise  entre  Taxe  desx 
et  la  courbe  auxiliaire,  est  la  demi-somme  des  deux  sur- 
faces planes.  On  déduira  immédiatement  de  ce  qui  pré- 
cède le  théorème  n^  90. 

On  déterminerait  avec  la  même  facilité,  à  Taide  du 
derniet  théorème ,  le  volume  compris  entre  deux  phns 
dans  une  sphère,  dans  une  hyperboloïde,  dans  un  dlip- 
soïde,  etc. 
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Autre  méthode  pour  arriver  mz  formolc*  q«i  résolvent  le  problème  de  le 
quadrature  des  aires  planée  et  de  la  culMture  des  solides. 


93.  Conune  le  problème  de  la  quadrature  des  surfaces 
et  de  la  cubature  des  solides  est  très-important ,  il  ne  sera 
pas  inutile  de  présenter  sa  solution  sous  un  nouveau 
point  de  vue  plus  général  et  de  résumer  ainsi  les  leçons 
qui  précèdent. 

Si  Ton  considère  une  surface  plane  ou  courbe ,  mais 
entièrement  fixe,  la  position  d'un  point  sur  cette  surface 
se  trouvera  déterminée  par  le  moyen  de  deux  coordon- 
nées rectangulaires  ou  obliques,  rectilignes  ou  curvi- 
lignes, etc.,  que  nous  désignerons  dans  tous  les  cas  possi*^ 
Ues  par  les  lettres 

Jt     «t      jr; 

et  une  ligne  quelconque ,'  tracée  sm*  cette  surface,  pourra 
être  représentée  par  une  équation  dont  le  premier  mem- 
bre renferme  les  deux  variables  x  et  y,  ou  au  moins  Tune 
d'entre  elles.  Dans  le  dernier  cas,  c^est-i-dire  lorsque 
Téquatioti  donnée  renfermera,  une  seule  des  variables  x 
et  jr ,  nous  dirons  que  la  ligne  correspondante  est  de  pre- 
mière espèce.  Ainsi  les  lignes  de  première  espèce  sont 
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celles  qui  auront  des  équations  de  la  forme 

f{x)  =  o,     ou    f{x)  =  o, 

par  conséquent  celles  dont  les  équations  résolues  par 
rapport  à  Tune  des  variables  se  réduiront  à 

X  =  const.,     ou    j^  =  const. 

Au  contraire,  nous  appellerons  lignes  de  deuxième  es- 
pèce toutes  celles  dont  les  équations  seront  de  la  forme 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

r  =  /{*). 

94.  Ces  définitions  étant  admises,  il  est  clair  qu'à 
chaque  valeur  donnée  de  x  ou  de^  correspondra  toujours 
une  ligne  de  première  espèce ,  et  que  par  un  point  donné 
on  pourra  toujours  faire  passer  deux  de  ces  lignes.  Nous 
appellerons  lignes  coordonnées  des  x  et  des  jr  les  deux 
lignes  de  première  espèce  qui  ont  respectivement  pour 
équations 

jr  =  Oy    X  =  o. 

Uorigine  des  coordonnées  sera  le  point  d^intersection 
de  ces  deux  lignes,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  le 
point  dont  les  coordonnées  se  réduisent  â  zéro. 

Soient  maintenant  M  le  point  qui  a  pour  coordonnées 
xety*^  N  un  deuxième  point  qui  ait  pour  coordonnées 
X  +  Ajr,  y  +  Aj\  Ax,  Ay  étant  deux  accroissements 
très-petits  attribués  aux  variables  x  et  jr  •,  et  désignons 
par  a  la  petite  aire  MNPQ  comprise  entre  les  quatre 
lignes  de  première  espèce  qui  passent  par  les  poinu  M 
et  N.  L'aire  a  dépendra  en  général  des  quatre  quantités 


a 
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et  s'évanouira  toujours  en  même  temps  que  le  produit 
AxA^^  car  il  suffira,  pour  la  rendre  nulle,  d'égaler  à 
zéro  un  des  facteurs  de  ce  produit.  Mais  si  Ton  fait  dé- 
croître indéfiniment  Ax  et  Ay,  le  rapport convei^ 

géra  vers  une  limite  qui  ne  pourra  plus  dépendre  que 
des  variables  x  et  y,  et  qui ,  dans  plusieurs  systèmes  de 
coordonnées,  se  rédtdra  simplement  à  une  quanjtité  cons- 
tante. Ainsi ,  par  exemple ,  on  aura  pour  im  système  de 
coordonnées  rectangulaires  tracées  sur  une  surface  plane 

a  =  ÙJCÙQT  \  et  par  suite  - 

Pour  un  S3^tème  de  coordonnées  obliques  tracées  sur 
une  surface  plane  et  comprenant  entre  elles  Tangle  o) , 

a  =  AxA^  siii«, 

a 
=  smif,  etc. 

AXAJ 

Doue,  si  Ton  fait  en  général  lim. =  ii,  on  aura  tt=:i 

dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires,  u  =  sino) 
dans  le  cas  des  coordonnées  obliques,  etc.  D'autres  sys- 
tèmes de  coordonnées  pourront  fournir  pq^  la  quantité 
u,  au  lieu  d'ime  valeur  constante,  une  valeur  variable, 
c'est-à-dire  une  fonction  de  x  et  dejr.  J'ajoute  qu'après 
avoir  trouvé  la  valeur  de  u,  on  en  déduira  sans  peine 
Taire  comprise  dans  un  contour  quelconque  :  c^estce  que 
nous  allons  faire  voir 

95.  Considérons  d'abord  un  contour  formé  par  quatre 
lignes  de  première  espèce ,  savoir  :  ceUes  qui  passent  par 
le  point  fixe,  dont  les  coordonnées  sont  x^^jr^^  et  celles 
qui  passent  par  le  point  mobile ,  dont  les  coordonnées 
variables  sont  x,  jr. 

L'aire,  dans  ce  contour ,  sera  variable  elle-même,  et 
nous  la  représenterons  en  conséquence  par  pj  (x,  y). 
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Cela  posé ,  si  Ton  désigne  par  la  caractériatiqoe  A,  Tac- 
croissement  que  reçoit  U2ie  fonction  de  x  dans  laquelle  cm 
fait  croître  x  de  Aor,  et  par  la  oaraotéristique  A^  Tac* 
croissement  que  reçoit  une  fonction  de^  dans  laquelle  on 
fait  croîtrey  de  ùy,  on  aura  a  =A^.  A,;t(j:,  j^),  et  parce 

que  le  rapport  -  a  pour  limite  Tunité 

6  étant  un  noiobre  très«-petit. 

En  divisant  les  deux  membres  de  Féquation  précé- 
dente par  Ax,  Ay,  et  passant  aux  linûtea,  on  oMieliira 

ou,  en  d'autres  termes , 

En  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  kj^  à 
partir  dey  =70,  et  ayant  égard  i  la  condition  -^(x^y^^zo 
qui  doit  être  vérifiée,  quel  que  soit  Xy  on  trouvera 

Intégrant  de  nouveau  par  rapport  &  or,  à  partir  de 
X  =Xo5  et  ayant  égard  à  la  condition  x(XojJ^)  =  o,  qui 
doit  être  vérifiée,  quel  que  soit  y,  on  obtient  la  formule 

n  est  essentiel  d'ob^rver  que  de  Téquatioa 
on  tire 
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parconsequent  Ajr;((x,  jr),  c'estrà-dire  raine  eompriied'me 
pari  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  ocMrreG|Mnident 
anxafaseissesxetx  +  û^?  de  Tanlve  entre  les  Ugaesde 
première  espèce  qni  eonespondeat  aux  ordoimëesyo)  y^ 
est  représenté  par  un  produit  de  la  forme 


Ax(H-i)/     udy^ 


t  étant  un  nombre  très-petit* 

Si  l'on  fait/  =  T,  Y  désignant  une  quantité  cons- 
tante ,  le  produit  précédent  deviendra 


&x{i-ht)J  utfr. 


et  représentera  Paire  oompriae  entre  les  lignes  de  pre- 
mière espèce  qui  répondent  d'une  part  aux  abscisses 
X,  jc  -h  A^9  de  l'autre  aux  ordonnées  y^  et  Y. 

96.  Concevons  maintenant  que,  x^  désignant  toujours 
une  quantité  constante,  on  représente  par  y,  JT,  non  plus 
deux  valeurs  constantes  de  y,  mais  deux  fonetiona  de  la 
variable  x,  et  cberchons  l'aire  comprise  d'une  part  entre 
les  lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équation 

de  l'autre  entre  les  lignes  de  crémière  espèce  qui  cor- 
respondent aux  abscisses  Xq  et  x^  cette  aire  sera  variable 
avec  Xp  et  si  on  la  représente-par  f  (ar),  elle  recevra  pour 
aecroissejuent  A9(x),  quand  on  fera  croître  x  de  Ax. 
Soit  PQRS  l'accroissement  dont  il  s'agit,  renfermé  d'une 
part  entre  les  lignes  de  première  espèce  PR  et  QS  cor- 
respondantes aux  abscisses  x,  x  +  Ax ,  de  l'autre  entre 
les  portions  PQ,  RS  des  lignes  de  deuxième  espèce  qui 
ont  pour  ordonnées  aux  points  F  et  R,  j-  et  J';  il  est 
datr  qu'on  pourra,  aans  changer  la  valeur  ^  l'aipe  PQRS, 
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remplacer  séparément  ou  simultanémenl ,  i^  la  ligne  de 
deuxième  espèce  PQ,  dont  Tordonnée  au  point  P  est  JT, 
par  une  ligne  de  première  espèce  FQ';  2^  la  ligne  de 
deuxième  espèce  RS,  dont  Tordonnée  au  point  R  est  y^ 
par  une  ligne  de  première  espèce  R'S';  on  aufa  donc  en- 
core 

A,^(ar)  =  P'Q'R'S'. 

De  plus,  la  ligne  R'S'  coupera  évidemment  la  ligne 
RS,  et  par  suite  aura  une  équation  de  la  forme 

r  =  r  H-  •'> 

c'  désignant  un  certain  accroissement  que  reçoit  jr  con- 
sidéré comme  fonction  de  x,  lorsqu'on  fait  croître  x 
d'une  certaine  quantité  plus  petite  que  Ax.  De  même  la 
ligne  F'  Q'  aura  une  équation  de  la  forme 

t"  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  PQ  corres- 
pondant à  une  abscisse  comprise  entre  x  et  x  +  Ax'^ 
cela  posé,  on  trouvera ,  en  vertu  de  ce  qui  précède  (n^  d5), 

PVR'S'  =  (i  +  i)Aa?/        ^    udx, 

et  par  conséquent  aussi 


e'  et  t"  étant  des  nombres  qui  décroîtront  indéfiniment 
avec  Ar.  Si  Ton  divise  par  Ax  les  deux  membres  de 
Téquation  précédente,  on  en  conclura,  en  passant  aux 
limites, 

D,f  (*)  =  j     udx, 
puis  en  intégrant  i  partir  de  x  =  X09  et  ayant  égard  à 
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la  condition  ^(x^)  =  o , 

p(àf)z:=:f'dxf    Adx=if'  f    udxjj. 

Mais  il  faut  se  rappeler  alors  quô  la  première  integratipii 
doit  être  faite  par  rapport  à  y^  dans  les  limites  7  et  l" 
qni  dépendent  de  la  Tariable  Xy  et  la  deuxième  par  rap- 
port k  Xj  k  partir  de  la  limite  x^'qm  est  wie  ({uantité 
constante. 

Si,  en  désignant  par  j,  JT,  deux  fonctions  de  x,  et  par 
Xo,X,  deuit  cpiantitës  constantes,  on  cherchait  Paire  com- 
prise, d'toie  part  entré  les  lignes  de  deuxième  espèce  qui 
cni  pour  éqiïàtions  J=^y  et  y^=='Y^  de  l'autre  entre 
les  deux  lignes  de  promise  espèce  qui  ont  pour  équations 
x=:Xt  et  X  ^=  X,  on  trouverait  pour  la  valeur  de  cette 
aire  que  j 'appellerai  A , 


A=  f       I     tLêxdy\ 


tlans  le  cas  particulier  où  j^,  Y  deviennent  constanis ,  la 
Valeor  précédente  de  A  se  réduit,  comme  on  pouvait  le 
prévoir,  à  la  valeur  précédemment  obtenue. 

ScoUe.  n  est  essentiel  d'observer  que  la  méthode  ci* 
dessus  exposée  peut  servir  à  déterminer  non-seulement 
la  surface  comprise  entre  les  lignes  que  représentent  les 
équations  ci-dessus,  mais  aussi  toute  autre  quantité  as- 
sujettie k  croître  ou  k  décroître  avec  cette  même  surface. 
I3ue  setnblable  quantité  se  trouverait  encore  exprimée 

par  rintégrale    j       j       udxdy^  si  Ton  désignait  par 

(tt±e)i^A^,  non  plus  l'élément  de  la  surface,  mais 
1  âément  correspondant  de  la  quantité  cherchée. 

Si  la  surface  donnée   se  trouvait  terminée  par   mi 
contour  quelconque,  il  serait  facile  de  la  décomposer  en 
T.  „.  i3* 
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plusieurs  parties  à  chacune  desqueUes  on  pourrait  appli- 
quer la  méthode  précédente. 

97.  Après  avoir  établi  les  principes  généraux  relatifs 
aux  quadratures  des  surfaces^  passons  au. problème  des 
cubàtures. 

La  position  d*un  point  dans  l'espace  se  trouve  complè- 
tement déterminée  par  le  moyen  de  trois  coordonnées 
rectangulaires  ou  obliques,  rectilignes  ou  curvilignes, 
polaires,  etc.,  que  nous  désignerons,  dans  tous  les  cas^ 
par  les  trois  lettres  x^y^  z.  Cette  notation  étant  adoptée, 
une  surfaee  quelconque  pourra  être  représentée  par  une 
équation  dont  le  premier  membre  renferpier»  les  trob 
variables  or,  y^  z,  pu  deux  de  ces  variables,  ou  au  moins 
Tune  d'elles.  Pour  distinguer  ces  trois  cas  Fun  de  lautre . 
nous  dirons  qu'une  surface  est  de  première,  de  deuxième, 
de  troisième  espèce,  suivant  que  son  équation  renferme 
une,  ou  deux,  ou  trois  variables.  En  conséquence,  l'é- 
quation d'une  surface  de  première  espèce  aura  l'une  des 
trois  formes  ^ 

/(X)    ^    Q,      f[x)    =^    O,      /(3)    =    O, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'une  des  suivantes 

a?  =:  <r,     jr  z^  c'y     «  =  c\ 

L'équation  d'une  surface  de  deuxième  espèce  aura  l'une 
des  trois  formes 

/(•«^»/)  =  Oy    /(x,  «)  ==  o,    /(r>»)  =  o, 

Qu ,  si  l'on  veut,  l'une  des  trois  formes 

r  =/W,   *=/W,   ^=/(r). 

Enfin  l'équation  d'une  surface  de  troisième  espèce  sera 
de  la  forme 
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à.  laquelle  on  peut  substituer  la  suivante 

«  =  /(*,  jr)' 

Cela  posé^  il  est  clair  qu'à  chaque  valeur  donnée  de  x,  j^ 
ou  z  correspondra  toujours  'une  surface  de  première  es- 
pèce, et  que  par  un  point  donne  on  pourra  toujours  faire 
passer  trois  semblables  surfaces.  Nous  appellerons  surfaces 
coordonnées  des  j^-8,  des  zx  et  des  :ry,  les  trois  surfaces 
de  première  espèce  qui -auront  pour  équations  respectives 

X    =    G,       ^    =    O,       2    =    O. 

Ces  surfaces  se  couperont  suivant  trois  lignes  que  nous 
appellerons  lignes  coordonnées  des  jt,  des^  et  des  z;  et 
ces  lignes,  en  un  point  qui  sera  V origine  des  coordon- 
nées^ par  suite,  Vorigine  sera  le  point  dont  les  trois 
coordonnées  se  réduisent  à  zéro. 

Une  ligne  pouvant  éti*e  considérée  comme  Tintersec- 
lîon  de  deux  surfaces,  sera  naturellement  repr^ntée  par 
deux  équations  ^  si  ces  équations  sont  de  la  forme 

«  =  o,    /(op,  jr)  =;=  o, 

la  ligne  se  trouvera  située  dans  U  surface  coordonnée  des 
xjr,  et  ne  sera  autre  chose  que  Tintcrsection  de  celte  sui*- 
face  coordonnée  avec  la  surface  de  deuxième  espèce  à  la- 
quelle appartient  réquationy"(ar,y)  =  o. 

En  général,  il'est  clair  que  toute  surface  de  dixième 
espèce,  représentée  par  une  équation  entre  deux  va- 
riables, coupera  Tune  des  trois  surfaces  coordonnées 
suivant  une  ligne  de  deuxième  espèce  à  laquelle  appar- 
lîendi-a  Téquation  dont  il  s'agît.  INous  dirons  que  cette 
ligne  est  la  base  de  la  surface. 

.  98.  Considérons  maintenant  réléraent  de  volume  ter- 
«Mué  par  les  six  surfaces  de  première  espèce,  qui  passent 

i3.. 
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par  les  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  respective- 
ment 

x  H-   Aa:,      X   -¥-  Aj^,      z   -f-   &.z. 

Ce  volume ,  équivalent  dans  le  cas  des  coordonnées  rec- 
tangles au  produit  AxA^^ûz,  s'évanouira  dans  tous  les 
cas  avec  ce  produit,  et  pourra  être  représenté  par  une 
expression  de  la  forme 

w  désignant  la  limite  vers  laquelle  converge ,  pour  des 
valeurs  décroissantes  de  Ar,  Ay,  A2 ,  le  rapport  du  vo- 
lume ci-dessus  mentionné  au  produit  en  question ,  et  le 
nombre  e  étant  assujetti  à  décroître  indéfiniment  avec  ce 
même  produit.  Dans  chaque  système  de  coordonnées,  la 
•  quantité  iv  ne  pourra  être  qu'une  quantité  constante ,  ou 
une  fonction  déterminée  des  variables  x,  j^,  z.  De  plus, 
après  avoir  trouvé  la  valeur  constante  ou  variable  de  cette 
quantité  iv,  on  en  déduira  facilement  l'expression  du  vo- 
lume renfermé  dans  une  enveloppe  quelconque. 

En  effet,  cberclions  d'abord  le  volume  ^  compris  entre 
les  six  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  les 
points  dont  les  coordonnées  sont   . 

Xy  y,  z, 

X  ^  ^x  y     X  -^  ^X>    2* 

On  pourra  considérer  ce  volume  comme'  Faccroissemeiit, 
par  rapport  à  ar  et  y,  d'un  autre  volume  renfermé  entre 
les  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  les  deux 
points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 

■a?o,   Xof  «o,     ^9   Xy  2- 

Désignons  par  t|/(jc,  y,  z)  ce  dernier  volume,  et  suppo- 
sons que  les  caractéristiques  A^,  A^,  A,  indiquent  les  ac- 
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cix>is6cments  que  reçoivent  des  fonctions  de  Xj  y^  z, 
quand  on  y  fait  croître  x  de  Ax ,  ou^  de  ùky^  ou  z  de  Az, 
le  volume  cherché  sera 

et  de  plus  on  aura  évidemment 

A,A^A,4{j:,    ^,   »)  =r  («^  ^-   i)A4:ArAa. 

En  divisant  par  A,  les  deuK  membres  de  Téquation  pré- 
cédente, puis  faisant  converger  A,  vers  la  limite  o,  on 
obtiendra  la  formule  suivante 

D,.a^a,4(j:,  jr,  «)  =  (iv  -f-  Oaxa^; 

puis  en  intégrant  par  rapport  k  z^k  partir  de  z  =  z^ ,  et 
observant  que  Ton  a ,  quels  que  soient  x  et j", 

>K*»  r»  »o)  =  o, 

on  obtiendra 

P  =  A^A,>^(x,7,«)  =  AxA/  I       («^  i  i)£fc, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

6  désignant  un  nombre  qui  atura  des  valeurs  différentes 
dans  les  diverses  formules,  mais  toujours  des  valeurs 
très-petites  quand  Aor  et  A^  seront  eux-mêmes  très- 
petits. 

Si  Ton  voulait  obtenir  le  volume  compris  d'une  part 
entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  correspondent 
aux  coordonnées 

X,  *  -h  Aor;     y,  r  -\r  à.r, 

de  Fautre  entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  ont 
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pour  équations  z  =  z^^  j?  ==  Z,  il  suffirait  de  remplacer  z 
par  Z  dans  le  deuxième  membre  de  la  formule  ;  on  trou- 
verait ainsi ,  pour  représenter  le  volume  cherché ,  one 
expression  de  la  forme 

e  désignant  toujours  une  quantité  infiniment  petite. 

99.  Concevons  maintenant  que,  x,  X  désignant  deux 
quantités  constantes,  y^  l^deux  fonctions  de  la  variable  x, 
s  et  Z  deviennent  des  fonctions  des  deux  variables  .r  et  j^, 
et  cherchons  le  volimie  compris  d'une  part  entre  les  sur- 
faces de  première  et  de  deuxième  espèce,  qui  ont  pour 
équations 

de  Tautre  entre  les  surfaces  de  troisième  espèce  qui  ont 
pour  équations 

Ce  voliune  croîtra  ou  décroîtra  en  même  temps  que  Taire 
comprise  entre  les  quatre  bases  des  surfaces  de  première 
et  de  deuxième  espèce  \  et  si  Ton  désigne  par(a+£}AxA;' 
rélément  auquel  se  réduit  ce  volume  dans  le  cas  où  Ton 
remplace  les  surfaces  a:=X,  jr=:Ypar  les  deux  surfaces 
de  première  espèce  qui  correspondent  aux  coordonnées 

^,  ar  H-   Ax,     ^,      ^   4:  AT, 
on  obtiendra,  pour  Texpression  du  volume  cherché, 

I      f     udxdy, 

n  reste  a  trouver  la  valeur  de  k,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  celle  du  volume  élémentaire 

cMUprîs  d'mie  part  entre  les  surfaces  de  première  espèce 
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qui  a>rretpondesil  aux  coordoimées 

de  Tautre  entre  les  «arfaces  de  troisième  espèce  qui  ont 
pour  équation»  z  r=  z^  z  =  Z, 

Or,  sans  changer  ce  volume  élémentaire,  on*  pourra 
évidenunent  remplacer ^  i''  la  petite  portion  de  suriiAce  de 
troisième  espèce  qui  prend  son  origine  an  point  dont  les 
coordonnées  sont  x,  ^,  z,  et  qui  se  termine  à  celui 
dont  les  coordonnées  sont 

X  -h   àXy      jr    -^   ^y,      2   -f-    AlyS, 

par  une  portion  correspondante  de  surface  de  première 
espèce  dont  Téquation  serait  de  la  forme  x  =  z  +  e', 
i  étant  une  quantité  infiniment  petite  en  même  temps 
que  Ax,  AjT'y  3°  la  petite  portion  de  surface  de  troisièiae 
espèce  qui  s'étend  depuis  le  point  correspondant  aux 
coordonnées  x,  jr^  Z,  jusqu'à  celui  dont  les  coordonnées 

SODt 

par  une  partie  oorrespondante  de  surface  de  première 
espèce  don(  Téquation  soit  de  la  forme  je  =  Z  -f-  s'', 
e"r  désignant  encore  «ne  quantité  infiniment  petite.  De 
plus,  pour  obtenir  le  voluine  compris ,  d'une  part  entre 
les  surfaces  de  première  espèce  qui  sont  représentées 
parles  équations 

s  =  «  -H  i',     «  =r  Z  H-  i", 

de  lautre  entre  les  surfa,ces  de  première  espèce  qui  cor- 
respondent aux  coordonnées 

il  suffira  évidenmient  de  remplacer  dans  la  formule 
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Zo  par  z  +  e*  etZ  par  Z  -t-  e".  On  trouvera  enconséquence , 
pour  représenter  ce  volume ,  une  expression  de  la  forme 

«H-  i 

e"  étant  une  quantité  infiniment  petite.  En  égalant  cette 
expression  k\u  +  e)  AjcAjr,  on  trouvera 


»  -+-f  ; 


puis,  en  passant  aux  limites, 

'Z 


"=/; 


wdz. 


La  valeur  de  u  étant  ainsi  déterminée ,  la  formule  qui 
exprime  le  volume  compris  entre  les  surfaces  données 
deviendra 


111     (vdxdydz. 


On  aura  donc,  en  désignant  par  V  le  volume  cherché  et 
supposant  les  intégrations  faites,  i°  par  rapport  à  z  entre 
les  limites  variables  z^  Z-^o?  par  rapport  à^  entre  les  li- 
mites variables  ^jr,  JT;  3^  par  rapport  à  jr,  entre  les  li- 
mites constantes  Xq,  X, 


/•X    pY    tZ 
V=  /       /       I     w^odydz 


Scolie.  Il  est  essentiel  d'observer  que  la  méthode  pré- 
cédente peut  servir  à  déterminer  non~seuleni.ent  le  vo- 
lume compris  entre  les  surfaces  dont  il  Vagit,  mais  encore 
toute  autre  quantité  assujettie  à  croître  ou  a  décroître 
avec  ce  même  volume.  Une  semblable  quantité  se  trou- 
verait encore  exprimée  par  l'intégrale  qui  forme  le 
deuxième  membre  de  la  formule  ci-dessus,  si  Ton  dési- 
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gîtait  par 


non  plus  Tëlément  du  volume  Y,  mais  rélément  corres- 
pondant de  la  quantité  cherchée. 

Ajoutons  que  si  le  volume  donné  se  trouvait  terminé , 
non  par  les  surfaces  données^  mai»  par  un  contour  quel- 
conque ,  il  serait  facile  de  le  décomposer  en  plusieurs  par- 
ties, de  manière  que  chacune  de  ces  parties,  ou  la  partie 
correspondante,  put  être  facilement  calculée  par  la  mé- 
thode que  nous  venons  d'exposer. 

100.  On  peut  remarquer  que  si  Toii  divise  par  AxA^^Az 
les  deux  membres  de  Téquation 

A^^A,4  (x,  y^  z)  =  (iv  ±:  •)  :^by\z  , 

on  en  conclura ,  en  passant  aux  limites, 

de  plus ,  il  est  permis  de  prendre  pour  "i^ix^  j",  z)  le  vo- 
lume compris  entre  les  six  surfaces  de  première  espèce 
qui  correspondent  aux  coordonnées  o^  x\o^y\Q^  z\  il 
suffit  donc  de  connaître  ce  dernier  volume  pour  en  dé- 
duire la  valeur  de  tv. 

Pour  donner  une  première  application  des  formules 
précédentes,  supposons  d'abord  les  coordonnées  x,  y^  z 
rectangulaires.  Dans  cettehypothèse,  le  volume  ^{x^  y^  z) 
compris  entre  les  six  plans  de  première  espèce  qui  pas- 
sent par  Torigine  et  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
X,  j,  2;,  se  trouve  déterminé  par  Féquation 

de  laquelle  on  tire 

dxdydz 
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On  aurait  pu  encore  arriver  au  même  résultat,  en  ob- 
servant que  le  volume  renfermé  entre  des  plans  rectan- 
gulaires qui  passent  par  les  points  dont  les  coordonnées 
sont 

se  réduit  à  un  parallélipîpède  rectangle,-  dont  ies dimen- 
sions sont  respectiv^nent  égales  k  Ax,  ày^  ùjb  ,  en  sortie 
qu'on  a 

et  par  suite 

\im.w  (i  i  f)  =  I,    iv  =  1. 

Cela  posé  ,  On  aura 

JfX     pY    rZ  pX     pY 

I      /   dxdfiU=  /    (Z^zyixdy. 

Si  Ton  considère  des  coordonnées  obliques  mais  tou- 
jours rectilignes,  en  désignant  par  a  le  volume  du  paral- 
lélipipède  qui  aurait  pour  arêtes  trois  droites  respective- 
ment parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  et  de  plus 
égales  à  Tunité  de  longueur,  on  trouvera 

et  par  suite  iv  =  a, 

y  =1  a  J       f     f   dxdydz^=  a  \       f   {Z-'z)dxdy. 

Concevons  maintenant  que  la  position  du  point  dans 
l'espace  se  trouve  déterminée  par  le  moyen  des  coordon- 
nées polaires 

r  désignant  le  rayon  vecteur  mené  du  point  que  Ton  con- 
sidère à  un  point  fixe  pris  pour  origine  -,  u  Tanglc  que 
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'forme  ce  rayon  vecteur  avec  un  axe  fixe ,  on  plutôt  avec 
un  demi-axe  passant  par  Torigine  ;  et  9  Fangle  forme  par 
un  plan  fixe  qui  renferme  ce  demi-axe ,  avec  le  plan  qui 
passe  par  le  même  demi-axe  et  le  rayon  vecteur.  Les  sur- 
faces de  première  espèce,  c'est-à-dire  les  surfaces  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme 

a  =  c,     ou     0  zzz  c'y     ou     r  =  c", 

seront  évidenunent  ou  des  surfaces  '  coniques  droites  à 
bases  circulaires  qui  auront  pour  axe  Taxe  fixe,  ou  des 
plans  passant  par  Taxe  fixe ,  ou  des  surfaces  sphériques 
qui  auront  pour  centre  Torigine. 

Les  équations  u  =3  o,  9  =0,  r  =  o  appartiendront  aoi 
particulier,  la  prennère  au  plan  fixe ,  la  deuxi^e  à  Thxe 
fixe,  la  troisième  au  point  unique  pris  pour  origine. 

Gela  posé,  le  volume  représenté  par  i{f(tt,  d,  r)  se 
traave  terminé,  i^par  deux  pkns  qui  renfermeront  l'axe 
fixe^  et  comprendront  entre  eux  un  angle  égal  ku\QP  par 
une  portion  de  surface  conique  dont  la  génératrice  for- 
mera avec  l'axe  fixe  l'angle  u\,  3^  par -uue  portion  de  auuie 
sphérique  dont  la  hauteur  est  équivalente  à 

r(i  —  cosif), 

et  l'aire,  au  produit 

aïrr[r(i   —  cosie)]  =  2«rr*(i   —  cosu). 

Le  volume  sera  donc  une  partie  de  secteur  sphérique 
qui  a  pour  base  ce,tte  zone  et  dont  le  volume  est  en  con- 
séquence 

■Jr.2irr»(i   —  costf)  =   |srr*(i    —  cosa). 

Ajoutons  que  le  volume  <p(u,  d,  r)  sera  au  secteur  sphé- 
rique dans  le  rapport  de  6  à  27r',  d'où  Ton  conclura 


2o4  CALCUL    INTÉGRAL. 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

4'(«,  6,  r)  =  -j(i  —  cosa)Ô; 
on  aura  donc 

dudidr 
et  par  suite 

Y  =1    I      /      /    r»  sin  ududlkir. 

Dans  ces  dernières  équations ,  r  et  i{  sont  des  foncti(ms 
des  variables  u  et  6^  6  et  6  des  fonctions  de  la  seule  va- 
riable u ,  et  Uq,  U  des  quantités  constantes. 

On  arriverait  encore  à  cette  expression  du  volume  V 
en  remarquant  que  Taccroissement  infiniment  petit  du 
volume  correspondant  aux  accroissements  simultanés 
duj  d6^  dr  peut  être  considéré  comme  un  parallélipi- 
pède  rectangle  dont  les  trois  dimensions  sont  rdu^  r^inudO, 
dr^  et  qui  a  pour  valeur  r*  siu  udOdr. 
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DIX^EPTIEME  LEÇON. 


Rédaction  des  intégralttt  mHUiplcB.l*roroière  méthode:  par  un  obange- 
ment  de  coordonnées. 


1(M .  La  réduclion  des  intégrales  multiples  a  été,  dans 
ces  derniers  temps,  Tobjet  des  recherches  d'up  grand 
nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  nous  nommerons 
seulement  MM.  Cauchy,  Lejeune-Dirichlet,  Liouville, 
Lamé,  Catalan,  Tortolini.  Nous  avons  pensé  qu'on  nous 
saiu*ait  bon  gré  d'exposer  avec  quelques  développements 
la  marche  qu'ils  ont  suii^ie  et  les  résultats  importants 
auxquels  ils  sont  arrivés. 

La  première  méthode  de  réduction  consiste  à  substituer 
aux  anciennes  coordonnées  des  coordonnées  nouvelles 
dont  l'emploi  rendra  l'intégration  plus  facile. 

La  position  d'un  point  dans  l'espace  est  ordinairement 
déterminée  par  trois  coordonnées  rectilignes  x,  j-,  -s,  pa- 
rallèles à  trois  axes  fixes,  ou  par  trois  coordonnées  polaires 
qui  peuvent  être ,  par  exemple ,  le  rayon  vecteur  r  ou  la 
distance  du  point  à  l'origine  des  coordonnées  \  l'angle  Q 
que  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  zjr  fait 
avec  l'axe  des  y^  et  l'angle  u  du  rayon  vecteur  avec 
Taxe  des  x.  Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires  les 
coordonnées  polaires  sont  liées  aux  coordonnés  rectilignes 
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par  les  équations  connues 

X  =  rcostt,     y  =  rcNsucosG,  .  z  =  rsinnsinù. 

lOS.  Dans  ses  intéressants  Mémoires  sur  la  théorie  de 
la  chaleur ,  M.  Lamé  a  fait  usage  d'un  nouveau  genre  de 
coordonnées  cp'il  a  appelées  elliptiques.  Un  point  quel- 
conque de  l'espace  esl  alors  considéré  comme  l'intersec- 
tion de  trois  surfaces  dépendantes  chacune  d'un  paramètre 
O^ariable.  Ainsi,  par  exemple,  un  point  quelconque  de 
l'espace  peut  être  défini  comme  l'intersection  des  trois 
surfaces 


En  supposant 

^<C,      A>c>^,     <«>6<r,      r<'^<c, 

ces  trois  surfaces  seront ,  la  première  un  ellipsoïde ,  la  se- 
conde un  hyperboloïde  à  une  nappe ,  la  troisième  un  hy- 
perboloïde  k  deux  nappes.  Les  distances  focales  ai,  ac, 
aV/c*  —  i*  des  sections  principales  sont  un  élément 
commun  à  toutes  les  surfaces  que  l'on  peut  obtenir  en 
faisant  varier  les  trois  paramètres  X,  jut,  v.  Cette  propriété 
a  fait  donner  à  ces  surfaces  le  nom  d'homofocales. 

En  employ an  t  une  méthode  d'éliminati  on  convenable  ^*\ 


{*)  M.  Jacques  Binet  a  donné  ,  pour  faire  cette  élimioatioii,  un  moyen 
«l^autant  plus  injrcnieux  et  plus  simple,  qu'ail  s^applique  à  un  nombre 
qiieleonqiK^  d^équatibns  ;  voici  en  quoi  il  conaiste.  Cottsld^rons  «  éqw- 
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on  arrivera  aux  trois  équations 

bcx  ==  )iféf, 

h  y  i/c»  — *•  =  v/irzTîî  \/^~^zrh^  \/q,Tzr;;  ^ 

qui  donnent  or,  j^,  z  eu  fonction  de  X ,  |ui ,  v  *,  et  les  valeurs 
lions  de  la  forme 


et  eherchf*n8  les  Telenrs  des  11  ioeopniaes  f ,  a,  {;,. . .  exprimées  au  moyen  de 
f.  '  ff>  ^»  — »  »9  ^>  >>•••  •  Poul"  cela,  posons 

/(x;=^(x-.fj(x-.e,)('-f,)...- 

la  diflërenee  F(x)  — /(x)  sera  un  polynôme  du  degré  n  —  i ,  et  puisque 
dans  la  fraciion  — ^  i,    ^\       le  degré  du  numérateur  sera  inférieur  au 

moins  d^nne  unité  au  degré  du  dénominateur,  on  aura  identiquement ,  en 
vertu  des  principes  qui  donnent  la  déeqmposition  des  fractions  ration- 
nelles, 

F(*)      "      F'(«)        x-x"^      F  (6)        x-6 


.F^)j^W  _L 


Ph)        x->,  • 
Eb  iaiunt  tour  ft  toor,  dans  cette  équation , 

X   =   {,  ,      X   =    f,,      X    =    f,,.v,, 

^  tysnt  égard  aux  équations 

F(«)=  o,    F(&)  =0,    F(>)  =  o,..., 
/(fi)  =  o.   /(|J  =  o,    /(f,)=^o,.... 

0»  troHTera 


etc. 


ao8  cjacuL  nrréGnÀti 

de  x*,7%  z*  satisfont  à  une  même  ëquatiou  du  sixième 
degré.  En  effet,  en  ordonnant  Técpiatiott 

-  +  -4— -H ? rît  I 

par  rapport  à  X,  et  posant 

A  =  X"  -h  /»  +  »*  -f-  *•  -f-  r», 

B   =  a:»(ô*  -f-c»)  4- J^'c'  H-  «*6*  H-  ^'^S 

C   =  b^c*x\ 

on  trouve 

aC  —  Aa<  -h  BA»  —  G  =  o. 

Si,  au  lieu  de  partir  de  Téquation  de  Fellipsoïde ,  on  éuit 


F'wf.-otj  F'(6)f.-ô  rwfi->    •••""' 
./(«)    ^ ^/(!)_[ /W    •    „    -, 

F'Wf.--     F'{6)f.-6     F'(v)fr=Ô^      ••— '• 

Ces  éqnalions  sont  des  équations  identiques,  Tniat  quels  que  soient 
K ,  6  ,>,... ,  $1  >  f  1 9  f  s  >  •  •  •  •  Or  elles  se  réduisent  aox  équations  proposéei 
quand  on  fait 

/(«)  _ , (»-?.)(— e.)(«-f.) 

f  (a)   -  ^   -  (.-6)  («->)•••         ' 

./•(6) (6-f.)(6-e.)(6-|.) 

F' (6)-'-  (8-«)(6-v)...       • 

/(>)  =  »  ^_  (r-g.)(>-f.)(>-f.) 


Donc  ces  dernières  râleurs  rendront  aussi  identiques  les  équations  pro- 
posées, et  sont  les  valeurs  cherchées  des  inconnues  f,  »,(,.... 

Pour  revenir  au  cas  des  trois  équations  que  nous  avons  d^abord  consi- 
dérées, il  suffit  évidemment  de  poser,  dans  les  formules  qui  préoèdent, 
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parti  des  équations  des  hyperboloïdes ,  on  serait  arrivé  à 
la  même  équation  du  sixième  degré,  et  par  conséquent 
X',  (i^,  V*  étant  à  la  fois  racines  de  cette  équation ,  Ton 
aura 

A>  -f-  ^«  -f.  ;«  =  A,      A>»  -f-  A*f *  -+-  ^*f »  =  B,       A>>f »  =  C. 

Or  si  entre  ces  trois  équations  jointes  à  Téquation  du 
sixième  degré  on  élimine  tour  à  tour  X,  ou  |x,  ou  v,  on 
retombera  sur  les  équations  des  surfaces  homofocales. 

103.  Ces  surfaces,  qui  ont  entre  elles  huit  points  de 
commun,  jouissent  de  propriétés  relatives  fort  remarqua- 
bles. Leurs  plans  tangents  au  point  (j:,  jr^  z)  ont  pour 
équations 

A»   "^  A»  —  *»        A*  —  c*  ' 

^        XI    ' ^    __  I 

^»        y  — ^*        c»— f«'  ' 

fS  _     Xn      _      «Ç 

et  sont  perpendiculaires  Tun  à  l'autre  ;  car  en  appelant 
a,  6,  y  -,  « ,  6',  /  ^  a\  6",  /  les  angles  que  les  perpendicu- 
laires à  ces  trois  plans  font  avec  les  axes ,  on  a 


ces  a 

X 


cmC 

cosy 

X 

z 

A*~6* 

cosC' 

A>— <:' 
cosy' 

X 

z      • 

•  cosC 

cosy" 

X 

z 

cos« 

X 

co»«" 
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Or  les  équations  qui  donnent  j?,  ^,  z  en  fonction  de 
X,  fi,  y,  conduisent  aux  identités 

"     '  --os-arosC -hetr. 


:COS«  COS«t 


=  oos  »  cf )5  «"  -h  cos  C  ces  (!'"  -h  et c 


En  vertu  de  ces  identités,  les  cosinus  des  angles  que  font 
entre  eux  les  plans  tangents  étant  nuls,  ces  plans  sont 
perpendiculaires  entre  eux.  Il  en  résulte  qu'une  surface 
homofocale  coupe  normalement  '  toutes  les  surfaces  des 
deux  autres  systèmes. 

Considérons  en  particulier  un  des  ellipsoïdes  représenté 
par  Téquation 


;^>  A»-— 6»         A»  —  C' 

En  un  quelconque  M  de  ses  points  passent  deux  kyperbo- 
loïdes,  Fun  à  une  nappe,  Tautre  à  deux  nappes,  ayant 
les  mêmes  foyers  que  cet  ellipsoïde,  tels  que  leurs  plans 
tangents  étant  toujours  perpendiculaires  au  plan  tan- 
gent de  Tellipsoïde ,  ils  se  coupent  suivant  une  courbe 
à  double  courbure,  dont  le  plan  osculateur  soit  toujours 
normal  à  relllpsoïde  proposé.  Soit  M'  un  point  de  cette 
intersection  voisin  de  M  et  situé  sur  un  second  ellipsoïde 
qui,  infiniment  voisin  du  premier,  ait  pour  paramètre 
X  -h  rfi  5  appelons  d^s  Télément  MM',  et  d^Xy  d^jr^  dxZ 
ses  trois  projections  sur  les  axes.  H  est  évident  qu^en  pas- 
sant de  M  à  M',  fx  et  v  restent  constants,  et  que  X  est  la 
seule  coordonnée  elliptique  qui  varie.  On  aura  donc,  en 
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difTérentiant  par  rapport  à  >;   les  trois  équations  qui 
donnent  a:,  j",  z  en  fonction4e  X,  fx,  v, 


U.rS/^^^=''y^^J^- 


f  rfxr  K  <?•—  6'  = -^.  ^-_:z_ rfA, 

et  par  suite,  toute  réduction  faite, 

Pareillement  si  Ton  désignait  par  d^j^s^  djS  les  éléments 
des  courbes  d'intersection  de  l'ellipsoïde  avec  ITiyperbo- 
loïde  à  deux  nappes,  ou  de  Thyperboloïde  à  une  nappe 
avec  Tellipsoïde,  on  trouverait 


d.MS 

V/v- 

-  ^'V^^'  - 

-  >» 

d,S 

Toutes  les  courbes  dont  J^5,  £i|5  sont  les  éléments,  et  sui- 
vant lesquelles  tm  même  ellipsoïde  est  coupé  par  tous  les 
hyperboloïdes  homofocaux,  ne  sont  autres  que  les  lignes 
de  courbure  de  sa  surface.  En  eflFet  {Calcul  différentiel, 
n^  198),  Féquation  des  lignes  de  courbure  de  Fellipsoïde 
dont  les  axes  sont  i%  i*  — 4*,  X*  —  e%  est 

X  (c»  —  b*)dxdz  —  c^ydstdx  -f-  b^zdxdy  =  o, 

ou,  en  divisant  par  dxdydz^ 


^  dx  dy  dz  ^ 


14. 
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OU 


\dz        dx)  \dy       dx) 


Quand  on  chemine  sur  une  des  courbes  dont  d^^s  est  \é- 
lëment ,  X  et  v  sont  constants ,  \l  varie  seul,  et  Ton  a 


X  X     pL         y  y    ftr  —  o* 

dx       dfiX       dft*     dr       dft,y  f»du 

Z  Z  fl^  — c* 

dz        d^z  f*df€ 

Or  ces  valeurs  substituées  dans  Téquation  des  lignes  de 
courbure  la  rendent  identique,  donc  les  courbes  dont 
dfj,s  est  Télément ,  forment  un  système  de  lignes  de  cour- 
bure de  Tellipsoïde  \  il  en  est  de  même  des  courbes  d^^ 
pour  lesquelles  on  a 


.r  X 


r_  _  _^^  ^  '!: 


dx       dyX       dv        dy       d^y  vdf 

z  z  >'  — c"* 

dz        df  z  fdt 

expressions  qui  rendent  encore  identique  Téquation 

. V  —  h*) C*^-{-  b*—  =:  o. 

dx  dy  dz 

Il  reste  donc  prouvé ,  en  vertu  de  ce  qui  précède ,  que 
toutes  les  surfaces  bomofocales  de  deux  quelconques  des 
trois  systèmes  rencontrent  normalement  une  surface 
courbe  quelconque  du  troisième  système  et  tracent  sur 
elle  toutes  ses  lignes  de  courbure. 

104.. Quelquefois,  aux  trois  surfaces  que  nous  avons  con- 
sidérées on  substitue  des  variétés  de  ces  surfaces,  la  sphère, 
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par  exemple,  à  Tellipsoïde  ;  les  deux  cônes  obliques  à  base 
elliptique  aux  deux  hyperboloïdes.  Dans  ce  cas,  en  appe- 
lant rie  rayon  de  la  sphère,  ou  son  paramètre ,  A  et  c>A 

deuxconsUntes,  jx^  etv<;i<Cc  deux  autres  para- 
métres variables ,  on  aura  les  trois  équations 

X"  H-   />   -h  »*    =  r», 
jp»  j»  z»       __  X*  j*  __*!__  — 

^^»  — A"  "■  c»— ^»  ^  ^'     7*  "~  A*  —  »*        c»—  »"~~^' 

V 

dont  les  deux  dernières  représentent  les  cônes  asympto- 
tiquesdes  hyperboloïdes  à  une  ou  à  deux  nappes.  Les  deux 
canes  et  la  sphère  formant  un  ensemble  de  surfaces  or- 
thogonales, les  coordonnées  x,  j*,  z  sont  liées  aux  coor^ 
données  r,  ^,  v  par  les  équations 

bcx  =  /j»f, 

Nous  montrerons  bientôt  le  parti  que  Ton  peut  tirer 
de  la  transformation  des  coordonnées  pour  la  réduction  de 
certaines  intégrales  multiples. 

Mais  auparavant  rappelons  en  peu  de  mots  les  formules 
générales  qui ,  dans  le  calcul  intégral ,  servent  au  chan- 
gement des  variables  indépendantes. 


\ 
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Gontinualion  de  la  le^on  précédeote.  —  Formule  génénle  pour  la  tnos- 
fofmation  des  varia bleA  .dans  les  intégrales  multiples. 


105.  Suppofioas  d'abord  qu'il  s'agisse  d  uue  intégrale 
double 

ffVdxdx  =  //  F  (or,  r)dxdx, 

et  qu'aux  variables  indépendantes  x,  y  on  veuille  subs- 
tituer deux  nouvelles  variables  t  et  a,  dont  x  eljr  soient 
des  fonctions  déterminées.  On  commencera  d'abord  par 
voir  ce  que  devient  la  fonction  U=  F(x,  j),  puis  on 
calculera  le  produit  dxdy  de  la  manière  suivante,  x,  J 
étant  des  fonctions  déterminées  de  t  et  de  w,  en  représen- 
tant par  Xt,a:i,j,',  jUes  dérivées  partielles^,  ^,  5''5tf' 
on  aura 

dx  =  x[dt  -h  x'udu,     dy  =  y\dt  -j-  ji^w. 

On  se  tromperait  évidemment  si ,  pour  obtenir  le  produit 
dxdy^  on  multipliait  entre  ellçs  ces  deux  valeurs,  car 
dans  l'intégrale  double  donnée  les  deux  variables  x  et  / 
étant  indépendantes,  y  doit  rester  constant  quand  on  Jif- 
f érentie  par  rapport  à  x  ;  la  différentielle  dx  suppose  / 
constant,  et  pour  l'obtenir  il  faut  nécessairement  faire 
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tfy=zo\  on  a  ainsi 

dx:=  Xgdi-hJc'mdUf     o  =  x'tdt -h XudWj 

en  éliminant  du  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

Si  Ton  substituait  cette  valeur  dans  Tintégrale  double  et 
qn  on  'éliminât  â  la  fois  x  et  u,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible, elle  deviendrait  fonction  seulement  de  y  et  de  U 
Dès  lors  ces  deux  variables  devraient  être  indépendantes, 
Fexistence  de  dj  supposerait  dt  nul ,  et  Féquation 

dx  =  ri^^-t-ri^/a, 

réduite  momentanément  à  djr  =jrldu<f  donnerait  la  va- 
leur de  dj,  et  par  suite  de  dxdj.  Par  cette  transforma- 
tion, Tintëgrale  double  deviendrait 

SS^(t,n){x[ru-x[x'u)dtdu. 

Prenons  pour  exemple  l'intégrale 


le  produit  dxdy  est  déjà  calculé  en  vertu  de  ce  qui  pré- 
cède: reste  à  déterminer  -7-  et  -r-  en  fonction  de  t  ex  de  «. 
'  dx      dy 

z  fonction  de  x  et  de  ^  est,  par  rapport  à  f  et  1/,  une 
fonction  de  fonction  ^  on  aura  donc 


on 


dz 
dt"^ 

dz  dx       dz  dx 

'dili'^d^dt' 

z't  = 

dz     ,        dz     , 

dz 
du' 

dz  dx       dz  dx 
"  dxdtt        dydu 

i4* 
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OU 

,        dz     ,        dz      , 

'-  =  ^*--^^-^- 

De  ces  deux  équations  on  tire  facilement  les  valeurs  de 

dz    dz        .        ^ 
-,  -,  qu.  sont 

dz       y'us't—r't^         dz  _^x\z^^x^z^ 

-7"  "7 ? î i  »  3"    —7—7 7 7  • 

En  stibstituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  dxdf  dans 
Tintégrale  double,  on  la  ramène  immédiatement  à  la 
forme 

sjdtda  \/{x/u  -  ^ixiy + K'i  -  «>;)• + (r;  <  —  r««.?- 

106.  Passons  a  Fintégrale  triple 

fSS\}dxdxdz  =  JSJ¥[x,y,z)dxdxdz. 

Aux  variables  x,  y,  z  on  veut  substituer  trois  nouvelles 
variabjes  t^  u,  f^,  liées  aux  premières  par  des  équations 
données.  En  désignant  encore  par. j?c,  xi,  JC», J^m  J^l»/'> 

__      fuc    dx 
z\y  z'uf  zl  les  dérivées  partielles  -jr*  5~>  •  •  •  >  ^°  ^^^^ 

dx  =  x'tdt  ^  Xudu  -4-  JV^*', 

df  =  .r«'  <ft  -i-  Xm^  +  r'^^*» 

i£e  =  «Î  <iif  -hzidu  -4-  a^  rfp- 

Pour  obtenir  la  valeur  du  produit  dx  djrdz,  dans  lequel 
X,  y^  z  sont  considérés  comme  des  variables  indépen- 
dantes, on  calcule  d^abord  la  valeur  de  dx  en  supposant 
y  et  z  constants,  c'est-à-dire  en  faisant  rf^=o,  €fe=o,  on 
détermine  ainsi  dx  en  fonction  de  dt  au  moyen  des  trois 

équations 

dx  ^=^  x\dt  -^  x^du,  -it-  xl  dvy 

o  =x'tdm-  Xudu  4-  xl^^^f 
o  =  z[dt  -f-  zldu  -h  «Ji/f, 
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entre  lesquelles  on  élimine  facilement  du  et  du.  On  trouve 
de  cette  manière 

du  =  —7-7 r-r  atj      a»  =z  —7-7 p-;  «  > 

Cette  valeur  ramenant  le  produit  dxJ^dz  aux  variables 
f,  jr,  2,  on  trouvera  df  en  faisant  A  =  o,  Jjk  =  o,  ce 
qui  donne  , 

zlgdu 
Mettant  dans  la  valeur  de  dy  celle  de  dt^  qui  est r-y 

il  viendra 


I  t 


dy  =  ' r^ du. 

Enfin  les  variables  actuelles  étant  tyuei  z^  pour  obtenir 
dzj  il  faudra  faire  ^e  =  o,  £2u  =  o,  et  Ton  aura 

€iz  =1  %  du. 

Multipliant  entré  elles  les  valeurs  de  dx^  djr^  dZj  on^ 
changera  l'intégrale  triple  JJf  \dxdjdz  en 

fffydidudp[xl  (xX  -yl  On-ri  («i*^  -  «>«)**"  *«('^ir»-'*'«'Vi)]- 

Si  V  était  ^al  à  i,  ou  si  Tintégralc  triple  donnée  était 
*siniplement  ///  dx  dy  dz,  elle  deviendrait 

fffdtdudi^[xt{xizl-xl  zi)  -f-r;(^«>  zl  xi)  -i-  Zt{x'uyl'X^xi)]^ 

107.  Ces  formules  de  transformation  ont  été  employées 
d'abord  par  Euler,  en  1769,  puis  par  Lagrange  en  1773. 
La  démonstration  que  nous  venons  d'en  donner  d'après 
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M.  Lacroix  laisse  beaucoup  à  désirer.  On  n'avait  d'ailleurs 
étudié  jusqu'ici  ce  changement  de  variables  que  dans  le 
cas  d'une  intégrale  double  ou  triple,  il  restait  encore  à 
donner  et  à  démontrer  rigoureusement  la  formule  géné- 
rale de  transformation.  Cette  lacune  a  été  remplie  tout 
récemment  par  M.  Jacobi  d'abord,  puis  par  M.  Catalan. 
M.  Cauchy,  à  ma  prière,  s'est  aussi  occupé  du  même 
sujet;  et,  comme  toujours,  la  méthode  qu'il  a  suivie  est 
remarquable  par  sa  précision  et  son  élégance^  Pour  bien 
comprendre  ce  qui  va  suivre,  rappelons-nous  que  la  valeur 
de  l'une  quelconque  des  n  inconnues  déterminées  par 
les  n  équations  du  premier  degré 


celle  de  l'inconnue  x,  par  exemple,  est  donnée  par  la  for- 
mule symbolique 

{b^k){c:^kY..[h^k){c^b)...{h^b) {h-^g) 

*~(6-ii)(c-a)...(A-/i)(c— 6)...(A-6) [h— g)' 

dans  laquelle,  2q)rèsle  développement,  on  doit  remplacer 
les  exposants  o,  i»  2,...,  n  par  des  indices.  Lajseule  in- 
spection de  cette  formule  prouve,  i^  que  le  dénominateur 
commun  des  valeurs  des  inconnues  est  indépendant  des 
termes  constants  Aq,  Ai,...,  k^\  *3P  que  le  niunéraieur  de 
chaque  inconnue  se  déduit  du  dénominateur  commun  en 
remplaçant  les  coefficients  de  cette  inconnue  par  les 
quantités  constantes  Aq?  ^19  ^1  v* 
Si  l'on  représente  par  la  notation 

2  (ao*iC,...ér«-a /'«-•) 
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la  somme  c[u'on  obtient  quand  au  produit  ao^iCf. .  .gr„.tA„.i 
pris  a^ec  le  signe  +)  on  ajoute  tous  ceux  qu'on  en  peut 
déduire  à  Taide  des  échanges  opérés  entre  les  indices 
o,  I,  !à,  3,. --9  '^ —  ^i  ^  —  1 9  chacun  des  nouveaux  pro- 
duits étant  pris  avec  le  signe  -+•  ou  le  signe  — ,  suivant 
qu'on  le  déduit  du  premier  à  Taide  d'un  nombre  pair  ou 
d'un  nombre  impair  d'échanges  successifs,  le  dénomina- 
teur commun  D  sera  égal  à  la  somme 

et  Ton  aura 

Si  lesconstantes  Xii,  At,  • . . ,  /r„.i  étaient  nulles  ,  on  aurait 
évidemment 

108.  Cela  posé,  considérons  l'intégrale  d'ordre  n 

^^SSS^..Y{a;,y,z,,,.,t)dxdydz..dt=SSS...Vdxdydz...dt, 

et  supposons  qu'il  s'agisse  de  substituer  aux  variables 
X,  j,  z,...,r  d'autres  variables  |,  y?,  (f,.«»>  '^  liées  aux  pre- 
mières par  les  n  équations 

2  =  /a(J,  »,  C,.  ..,r),...,  f=/„_,(f,  9,  Ç,...,  r). 

Admettons  que  dans  S  on  intégre  en  premier  lieu  par 
rapport  à  x,  on  devra  alors  regarder  j,  a,. . .,  f  comme 
constants  dans  les  équations  données  qui  renfermeront 
ainsi  »+i  variables  Ç,  >;, . . . ,  r,  x-,  et  en  les  différentiant 
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on  trouvera 

dx  =  Djjr*  -h  B^xdi,  -4- ...  H-  D^jcrfr, 

o  =  pj/rfl  H-  D/rfv    -h. .  .-h  D^/£/r. 
et  par  conséquent ,  si  l'on  fait 

L  =  s(±:  DfxD^rV-  •  V)» 

M  =  s(±D,rV ^'t')' 

on  aura 


Par  suite 


M 


En  considérant  maintenante^  comme  seul  variable, 
z, . . . ,«  comme  constants ,  on  trouvera 

dy  =  D^^£/„  -f.  B^ydl^  +...H-  D^^rfr, 
o  =  D^zdn    -f-  DçarfÇ    H h-  D^zrfr, 

o  =  D^r^/,    H-.... ^  jy^tdr, 

et  en  posant 

N  =  2  ±  Dçz...D^/, 

N  dy       dn 
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on  aura  donc 

s  =  ///...ULrff  î^:^=///...ULdfrf,f^= 

M  JN 


D'ailleurs  la  dernière  des  sommes  L,  M,  N  doit  évi- 
demineiit  être  remplacée  par  Tunitë  ;  car  si ,  par  exem- 
ple, on  considère  seulement  trois  variables  x^  y  y  Zj  après 
les  deux  systèmes  d'équations  qui  ont  donné  d^^  dm,  on 
obtiendra  Féquation  suivante 

dz  =  D>2<&,     dz  =  Vdl^y 

de  laquelle  on  tire 

dz_dZ 

Donc,  après  avoir  éliminé  toutes  les  variables  x,y,  >s  v  •» 
on  aura  définitivement 

S  =  ///... ULrfW„iiÇ...rfr 

=  ///• .  -Vdidndi:. . .  rfrX(±D^oDy...  .D^/,.0- 

Pour  obtenir  la  somme  du  second  membre ,  il  faut  per- 
muter  de   toutes   les  manières  possibles  les   variables 

f»  >»,  C  .  .  .  ,  7. 

i09.  Scolie.  x,  j',  z,.  •  •  9  ^  étant  n  —  i  variables  fonc- 
tions de  n  —  I  autres  variables  (9  v?)  (^9  •  •  • ,  (7,  on  aura , 
en  vertu  de  ce  qui  précède , 

dxdydz...ds=ii:{±:ïy^xT>^yJ)^z...DJs)didnd3^...d9^. 

Supposons  maintenant  que  ces  mêmes  variables  x,^, . . . ,  5 
soient  fonctions  de  n  autres  variables  J,  19,  Ç, . . . ,  a,  t, 
7  étant  lui-même  une  fonction  dépendante  de  Ç,  y3,  ^, . . . ,  (7 . 
déterminée  par  Téquation 


aa2  CALCUL    IfiTÉG&ÀL. 

t  désignant  une  nouvelle  fonction  de  ^,  v?,  Ç»  •  •  •  »  ^»  "• 
Dans  l'expression 

dp 

il  faudra  remplacer  Tun  quelcon({ue  des  facteurs  D^ =-r^ 

par  la  somme  ^  +  ^  j;  •  En  difTérentiant ,  par  rapport 
à  X,  Téquation  f  =  o,  on  a 

dî      dîdr  _  __  ^''  __        ^^^ 

Jx'^drdX   -   ""'      ^"^  -  Za   -    "■  ÔTr 

et  par  suite 

dp      dp  dr       ^  ^     ^  ^  «^      Dx  f 

Mais  puisque  X  est  fonction  de  x,  j^,  z, . . . . ,  t,  on  aura 
aussi 

Dxf  =  D,fDxJf  +  EyflXr  4- D.f  Dx*  4-. .  .H- Df  flK^; 

en  substituant,  on  trouvera  que  l'expression eZr^^^/^...^ 
doit  être  remplacée  par  Texpression 

5ifs(±D^,D,rDç« D/). 

On  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  :  si  les  n  variables 
x,y,  '^v?  ^9  fonction  de  n  autres  variables  (,  y;,  Ç,.-*-^* 
sont  liées  entre  elles  par  Féquation 

i{x,    Xy   «>--»^)   =   O, 

on  aura  nécessairement 

dxdydz.,,dt       ^,  .  ,.      t>      ^  ^    .i&dndl.,.dr 
577 =  2{±DçxD.rD,.. .  .D,0  — 5^- 
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Exemple  :  Si  les  variables  ^,  17,  ^, y  r  étaient 

liées  aux  variables  x,  7*,  z, ^  t  par  n  équations  li- 
néaires 

on  aurait 

dxdydz.,  .dt  ^,.      ,  ,       .dpdtidl...dT      d^dn...dr 

Si  de  plus 
il  viendra 

D,f  =r  ar,      IXrf  =  2r, 
dxdx  dz.    .  dt  ^d^dtidl^.»  ,dT 

110.  Voici  en  peu  de  mots  comment  procède  M.  Cata- 
lan. Admettons  que  les  variables  ^^v^  ^^. .  .^r  sont  liées 
aux  variables  x,  j^,  ^9  •  •  •  9  t  par  les  n  équations 

/o=o,    /,  =  0,...,    /„«,  =0, 

et  supposons  que  dans  S  on  intègre  en  premier  lieu  par 
rapport  à  x;  on  devra  alors  regarder  j^,  ^9  •  •  •  3  ^  comme 
constants  dans  les  équations  données ,  lesquelles  renfer- 
meront »  +  I  variables  I9  >?,  Ç, ,  t,  x,  et  si  l'on 

prend  |  pour  variable  indépendante ,  on  aura ,  pour  dé- 
terminer dx  en  fonction  de  d^y  les  n  équations 
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qu'on  peu^  mettre  sous  la  forme 

(!)       

et  qui  donneront  pour  dx  une  valeur  de  la  forme 

En  substituant  cette  valeur  dans  S  et  employant  les 
équations  données  à  éliminer  Xj  17,  ^9 . . . ,  r,  S  sera  ex- 
primé au  moyen  de  n  variables j*,  Zy, .  ,^  t  et  |.  Si  Ton 
veut  maintenant  intégrer  par  rapport  kj^  on  devra  con- 
sidérer toutes  les  autres  quantités  comme  constantes,  c'est- 
à-dire  ,  en  répétant  le  raisonnement  ci-dessus ,  que  ày 
sera  donnée  en  fonction  des  nouvelles  variables  .et  de  an 
au  moyen  des  n  équations 

(♦)  ï},fodx   H-D^/odTr   -+-D./oi/u^ HDt/o  dr  =0, 

que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit 

On  déduira  de  ces  équations 

continuant  de  la  même  manière ,  on  verra  que  Ton  sera 

(*)  Quoique  dx  s^étanquisBe  aTec  d(,  quand  on  suppose^  constant, 
on  différentie  par  rapport  à  x,  &  cause  des  Tariables  n,  (, .  *  •  y  'r  Q"®  '  '^' 
ferme  implicitement. 
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eufin  conduit  à  résoudre  le  système  suivant 

D,/L.-Ér-HD^/,»,rfrH -4-D,/^»rfr4-D,/^,é#r  =  o, 

que  Ton  pourra  écrire  comme  il  suit 


•  •  •  • 

.,dic+D^/,. 

.,dy-i +  D,/^,dr  = 

:  — 

nr/^.«i 

et  qin< 

donnera 

donc 

dt 

rfr; 

dxdjrd*..  dt 

=(- 

N. 

Mais  cette  expression  peut  être  considérablement  simpli- 
fiée. En  effet,  pour  obtenir  le  numérateur  Ni,  il  suffit 
de  remplacer  dans  la  valeur  de  Di  le  coefficient  de 
dy,  D^fo,  par  le  coefficient  de  dm^  D,fo,  entrant  dans  la 
même  équation  -,  il  résulte  de  cette  observation  et  de  ce 
que  le  dénominateur  commun  ne  change  pas  quand  les 
seconds  membres  des  équations  linéaires  varient ,  que  le 
numérateur  Ni  est  égal  au  dénominateur  relatif  aux 
équations 

D,fo«o    -h    D,fo*,    -h... -4-    D-Tfo«n«,  =    I, 


I>*Ct-i«o  -f-  D,f..,«,  -f-...-4-  DTf«_,«a-i  =  I. 

Or  ce  dénominateur  est  le  même  que  celui  du  groupe  (i\ 
donc 

N,  z=  Do. 
T.  II.  '  i5 
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On  trouverait  de  même  que  • 

JV,  =  D„     N3  =  D„ . . . ,     N„^,  =  D„.., 
donc 

et  par  suite 

111.  On  peut,  à  l'aide  d'une  règle  empirique  très- 
simple,  retrouver  cette  formule  de  transformation.  Ob- 
servons pour  cela  que  l'on  déduit  Nq  de  Dq  en  remplaçant 
le  coefficient  de  dx  par  le  coefficient  de  di\  donc  puis- 
que le  dénominateur  commun  ne  dépend  que  des  coeffi- 
cients du  premier  membre ,  et  nullement  du  second 
membre,  non  plus  que  de  la  dénomination  des  incon- 
nues, on  peut  dire  que  N^  est  le  dénominaleor  commun 
relatif  aux  équations 

tandis  que  D„.,  sera  celui  qui  correspond  aux  systèmes 
d'équations 


Différentiez  donc  cliacune  des  équations 

fo  =  Oy    /,  =  G  , . . . ,    /;_,  =  0 , 

en  regardant  comme  indépendantes  toutes  les  variables , 
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égalez  à  zéro  ou  h  une  constante,  la  partie  qui  dépend 
des  anciennes  différentielles  ;  et  à  zéro  ou  â  une  cons- 
tante la  partie  relative  aux  nouvelles  différentielles^  vous 
aurez  de  la  sorte  deux  groupes  de  n  équations  chacun. 
Dans  le  premier  groupe  entreront  colnme  inconnues  les 
différentielles  des  variables  primitives ,  et  dans  le  second 
les  différentielles  des  nouvelles  variables;  si  vous  désignez 
par  D  le  dénominateur  pour  le  premier  groupe  et  par  A 
le  dénominateur  pour  le  second,  vous  aurez ,  pour  la  for- 
mule de  transformation  cherchée , 

On  emploie  le  double  signe  au  lieu  de  (  —  i)"  parce  que 
les  dénominateurs  D,  A  pouvant  changer  de  signe  sui- 
vant l'ordre  dans  lequel  les  équations  qui  servent  à  les 
former  auront  été  écrites,  il  est  impossible  de  décider  le 
signe  d'avance.  Dans  chaque  cas  particulier  Thidétermi- 
nation  cessera.  On  a  d'ailleurs 

D  ==  X{±  D,/oD,/. . . .  D,/,_.), 

Si  les  anciennes  variables  sont  données  en  fonction  des 
nouvelles  explicitement  par  des  équations 

on  trouvera 

D  =   I, 
et 

dxdxdz...de  =  X(±  D^xD^X"-^'rO^'^f'"^^9 
comme  par  la  méthode  de  M.  Cauchy. 
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GoDtinuatioD  de  la  leçon  précédente.  —  Réduction  des  întégnles  mul- 
tiples à  Paide  d^un  changement  de  coordonnées. 


H2.  i**"  Exemple  :  Considérons  Tintégrale  double 
r        (      F(Ar  -t-  a' y,  6x  4-  Q'x)dxdy. 

J'^QC  J  —  oo 

Si  après  avoir  posé 

êtx  -t-  «'7  =  {,     Cr  -4-  ^'r  =  «!, 

et  résolu  ces  équations  par  rapport  à  x  et  à  jr,  on  substi- 
tue à  dxdy  sa  valeur  calculée  d'après  les  règles  que  nous 
avons  données  pour  le  changement  de  variable  indépen- 
dante, on  trouvera,  en  désignant  par  Al  la  valeur  absolue 

\/{o&'  —  a'6)*  de  la  différence  «6'  —  a^ 

/CD  ^,00  .        /nOO       r,00 

ou  plus  simplement 

Supposons  maintenant  que  Ton  remplace  les  variables 
Xy  y  considérées  comme  représentant  des  coordonnées 
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,  rectangulaires  par  les  coordonnées  polaires  retuk  VslUç 
des  formules  connues 

X  3=  rcosM  =  ru,    /  =  rmu  =  rv, 

il  viendra 

/        /     F[(iecosa-h«'sina)r,  {Scosu^Ç'mu)r]nlrdu> 

=  -71        f      F(roostt,  r  sin  m)  r£^r</«, 

et  en  faisant 

F('. /)  =  «-/('.";). 
IV  =  [{«cosa+  «'sina)*  +  (f  cos»  + C' sinu)*!* , 

=  T    /        /      /(coSK,   9mu)e-'''rdrdu, 
Mais 

/      nT'^dr  =1; 


donc 


A\      /*»«^/«cosaH-«'sini«     Ccosn+^'sinvX 


w» 


=  T  /      /(cosa,  sintf)</tt. 


Si  Ton  supposait  les  coefficients  a,  a',  6,  g'  assujettis  à 
vérifier  les  conditions 

-•  H-  ff*  =  I,     «'«  4-  C'»  =   1,     ««'  4-  ffÇ'  =  G, 

on  aurait,  par  suite, 

i  =  1,     w  =  (cos*«  +  sin'tf)^  m, 


a3o  CALCUL  iVTÉanAL. 

f(ti  cos  u-h  »'  sin  u,  C  cos  M  -f-  Ç'  sin  a)  //k 

/aT 
/(cos  ir,  sin«)(/i(y 

t/  o  ,/  o 

H3.  2"*  Exemple  :  Considérons  en  second  Heu  l'inté- 
grale triple 

—  O0«.'   —  QO*/  —  OD 

Si  après  avpir  posé 

ux  +  m'x  ■+•«''»  =  {,      5»  -h  C'^  -h  C"»  =  ,,      yx  H-  y'^  -h  y"*  =  Ç, 

.   ^  =  V^(*CV  —  -eCV  -h  «'Ç"y — *'^y"  -t-  «"^y'  —  ••''Sy7, 
on  calcule  dxdydz^  on  trouvera 

t/  — 00  •/  —  *  «^  —  00 

Supposons  maintenant  cpie  dans  cette  dernière  formule 
on  remplace  les  variables  x,  j^,  z  considérées  conune  re- 
présentant des  coordonnées  rectangulaires  par  des  coor- 
données polaires,  r,  tt,   0,  a  Paide  des  formules  connues 

x  =  /"cosa,     7"  =  rsinMcosO,      s  =  rsînusin0y 

que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit 

X  =  ur,     y  =  vr,     3  =  wr  , 

en  posant,  pour  abréger, 

u  =:  cos  M,     V  =  sin  a  cosO,     w  =  sinu  sin  ©, 
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00  trouvera 

J     F[{«u  -|-«V4-«V)r,  (bu  4-C'v+C"w)r,  (yu+  y'v-+- v"w)r]r»sin  udrdudO 
=r-    I  /        /      F(u/',   vr,   yfr)r*s\ïïudrdudO, 

Si  d'ailleurs  dans  cette  formule  on  prend 

alors,  en  ayant  égard  à  Téquation 

I   r    r^é-'dr=  I, 
et  posant,  pour  abréger, 

[i«u  4-  «'v  -h  «"w)»  -f-  (Cd  h-  C'v  -+-  C'V)»  4-  (-vu  +  y'v  +  y"w)»]s 

on  aura 
'^  (  *  if  •^-+-«'vH-a''w     bu  4-f'v-hC''w     yu  +yv-f-y^'wl  sin  u  dudO      ' 

=  T  /        /     /(u,  V,  w)sintt<///</^. 

Si  Von  supposait  les  coefficients  a,   a ,  a",    6,  6",   6", 
7'  7?  7*  assujettis  à  vérifier  les  conditions 

«'  4-  C"  -^  y»  =ri ,  «'»  +  C'»  -hy'»  =  I ,   a"»  4-  C"»+y"»  =r  i , 

««'  -h  ce  4-  yy'  =  o, 
on  aurait,  par  suite, 

^  =  I,    iv  =  I, 

j^  j  ^  /(«u  -h  «' V  -f-  « 'w,      (Tu  -h  C'v  -f-  C"w,     y  u  -h  y'v  4-  y  V)  sin  udud9 


/   /(u,  V,  w)siniirfirrf6. 
o     «/  0 
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Si  les  coefficients  a,  a,  ci' ^  etc.,  satisfaisaient  seulement 
aux  trois  dernières  conditions ,  alors,  en  posant 

on  trouverait 

Si  la  fonctîony(x,  j^  z)  se  réduisait  à  une  fonction  f{x) 
de  la  seule  variable  x ,  on  aurait  simplement 

/        /  /'(«cosa+ «'siniecosG +«'^siaa^in9)8inii</icd9 

=  2ir  r    /[(•»  -f-  *'»-♦-  •'")*oo8  «]  ainui/». 
Cette  formule  a  été  donnée  d'abord  par  M.  Poisson  en 
Si  dans  Téquation  (A)  on  pose 

les  valeurs  de  r,  P,  Q  étant 

P  =  hx+ky  -j-lz^  Q  =  (ax»  -f-  */>  -t-cs'-f-arfrsH-ac^cH-îA/)^' 

pour  satisfaire  aux  conditions 

aV-f-C'C"4-yV'  =  o,     «"•4-«"ff-hy"y  =  o, 
«•'+CC'-4-yy'  =  o, 

qui  expriment  en  réalité  que  les  trois  nouveaux  axes  des 
coordonnées  sont  perpendiculaires  entre  eux,  il  suffira 
de  prendre,  pour  a,  6,  y,  s\  a\  6',  y',  5'^  a",  6*,  •/,  s\ 
trois  systèmes  de  valeurs  a,  6,  y,  5,  choisis  de  manière  à 
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vérifier  les  équations 

- Sy 

éi  Ç  y 

et  correspondants  aux  trois  racines  de  Téquation  en  5, 

s){b  —  *X^  —  ^)  —  d*{a  —  s)  — tf*(*  —  5)— /»(c—  s)-h  ^de/=  o. 

Alors,  en  effet,  les  trois  nouveaux  plans  coordonnés  se- 
ront parallèles  aux  trois  plans  diamétraux  principaux  de 
la  surface  du  second  degré 

oje*  -4-  bf^  -h  «"  4-  ^jrz  -f-  ^esx  4-  ^xy  =  k, 

et  par  conséquent  rectangulaires. 

Supposons  d'ailleurs  que  les  équations 

or  H-yy -f-«=x,  A-f^*/ -+-<&  =  y>    ex  -hdy-tczz^t, 

étant  résolues  par  rapport  à  x,  jr^  z,  donnent 

«  =  ax-hfyH-ez,     7- =  ix -f- by -f- dz,     s=:ex+dy+c». 

Enfin  nommons  JP,  Q  ce  que  deviennent  P,  Q  quand  on 
y  remplace  x,  jr,  z  par  u,  v,  w,  et  posons 

D  =  {abc  —  iirf»  —  *tf  •  —  ç/*»  4-  a«?ç/')S 

K  =  (aA*  -h  b^»  H-  c/>  H-2d*/H-  aeZ/i  -hatt^)^, 

on  tirera  de  la  formule  (A) 

Considérons  le  cas  particulier  où  Ton  aurait 

it=p,     /  =  o,     6  =  c,     rf  =  c=/=o, 
on  aura 
P  =  Aar,     Q  =  [Ar* -h6(/*-h«»)]»,     i>=  Aru  =  Arcosa, 
Q=(aco5>iH-65iii*tt)*,     D  =  6V/â,     K.  =  AV/â= --^, 
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et  par  suite 

y»2T  /^TT     r  hcosu  "T^ududO 2*fl'  Z^"  /•'^   fhco&u^       sinudaà 

J o    J  o      La cos» u-hb  sin »a)^ J  à^  cos^u'^  h^b  Jo    J o-^  \  \/^   )cos^udu)/t 

et  en  effectuant  Tintégration  par  rapport  à  d, 

/"^  S  hcosu  1  ûnudu wa*   P*     / hcùsu\  sin uda 

o      L(acos»aH-ftsin»tf)^J    cos^«  '^  T  J  o      \   \/S  /   cas^a  ' 

de  cette  dernière  équation  on  tire  facilement 

J'w^r Acosa  "]  sinittfw  i       /^^     /hcosu)  . 

o      L(acos*«-t-ftsiii*K)ïJ(flcos*f*-f-^sin*tt)^       h\/aJ  o      \  |/S  / 

et  l'on  en  conclurait,  en  posant  cosu  =  jc, 

On  déduirait,  de  cette  dernière  équation,  des  théorèmes 
fort  remarquables  sur  la  transformation  des  fonctions  el- 
liptiques. 

H4.  3™*  Exemple  :  Considérons  Tintégrale 


qui  donne  l'aire  d'une  certaine  surface  courbe 
/{«>  7>  «)  =  o. 

Si  aux  coordonnées  rectangulaires  x,  jr^  z  on  substitue 
les  coordonnées  polaires  r,  u  et  6,  à  l'aide  des  équations 

4?=/' cosu,     ^^rsinacosÔ,     z  =:  rsinusinOy 
Véquation  de  la  surface  deviendra 
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et  Taire  curviligne  sera  déterminée,  comme  nous  l'avons 
vu,  par  Téquation 

S  =  ffdudh\/yi*  H-  Y»  4-  Z», 

dans  laquelle 

X  =  r^'„  —  r A,    Y  =  «X  -  «>i»    z  =  x;/;  - *>;. 

On  a  d^ailleurs 

x^  =  /"i  009»  —  r  sintt, 

xg  =  rgcosa, 

^^  =  /-„  sin  tf  cosô  -f-  rcos«  cos©, 

Xq  ==  /-^  sinu  cosô  —  r  ôna  sinô, 

«i  =  r^sin»  sinÔ  +  rco8«sin©, 

z^  ==  r^siatf  sinô  +rsîiitf  cos9, 

et  pr  ooiiaéquent 

X  =  r>  sin tf  cosô  -+-  t^  sin'u, 

Y  =  /rj  «ne  ^  (ri  cosa—  rwa)rttni«  cosO, 
Z  =3  rrj  cosfl  -f-  (ri  cosa  — •  rsina)  ran  «  sinô, 
X»-+-  Y»  4-  Z«  =  /-  [r^*  -+-(/*  +  ri*)  sin'a]. 

Donc,  en  faisant 


R  =  »//•;'  4-  (/-4-  r:*)sin*a, 

on  trouvera 

S  =  fp^-dad^. 

Faisons  Tapplication  de  celte  formule  très-simple  à  l'el- 
lipsoïde 

abc 


**       r»       z» 


ou     rr= 


ï/Au»  4-  Bv*  -4-  Cw>* 


en  posant 

A  =  6*c%         B  =  à*c\  C  =  «**% 

u  =  cosw,        V  =  sin il  cosiô,  w  =:  sin m  sin©. 
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On  a,  dans  ce  cas, 

,  — a6<:(Bcos'tt+Csm'tt  —  A}sinttcosG 

"  ""  (Aq»  4-Bv»  +  Cw»)* 

,  _  — abc{C  —  B)$in*ttsinOcosd 
®  (Ad*  -h  Bv*  4-  Cw")^ 

et  par  suite 

, ,  _  a'^V[A*cos'tf4-(B  cos  »e-+-  Csin  *g)sin»tt] 

'**^'""  ""  (Au>-f-Bv»4-Cw»)5  ' 

_  .     .      (A"i7»-f-B'v»-hC»w»)î 

(Au*  -f-  Bv»  4-  Cw»)T 

Si  Ton  veut  obtenir  la  surface  entière  S  de  Fellipsoïde,  il 
faudra  intégrer,  par  rapport  à  u,  entre  lès  limites  oet  ir; 
par  rapport  à  6  entre  les  limites  tt  et  —  ir;  on  aura  donc 
définitivement 

S=a^b*c*    I         I     sinududO^ \. 

,/-^   J  o  (Au»  -f-  Bv»  -h  Cw»)î 

En  appelant  N  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de 
rellipsoïde  sur  le  plan  tangent,  on  a 

1  n*b^c* 

w — - 

/^      Zl       ^      r(A»u'-hB»v»-hC»w»)*' 

(A*u»  4-  B*v>  4-  Ç«w>)>  =  --^  ; 

d'ailleurs 

.-! flfttf 

i/Au»  4-  Bv»  4-  Cw»  = ; 

r 

donc ,  en  std)stituant , 

f  /^  sin  u  du  d$ 
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Il  est  facile ,  comme  nous  le  verrons ,  de  réduire  rinté* 
grale  double  da  second  membre  à  une  intégrale  simple  ^ 
mais,  pour  mieux  mettre  en  évidence  certaines  propriétés 
remarquables  de  Tellipsoïde ,  nous  lui  ferons  subir  une 
nouvelle  transformation.  Appelons  a,  S  deux  nouveaux 
angles  ou  deux  nouvelles  coordonnées  polaires  liées  aux 
anciennes  Xy  j^z  par  les  trois  formules 

X  =  a  c08«9     X  =^  b  sin«  cos C,     2  =  c  sin  ee  sinC. 

Le  point  déterpiiné  par  ces  équations  appartiendra  évi- 
demment à  Tellipsoïde  ,  car  on  a 

a'cos'a       6'sîn'«cos*«       c*  sin'«  sin'C 

ou  aura  d'ailleurs 

jp^  =  —  aÛTLHj         x^z=z  o^ 

y^=^b  cos«  cosC,    J^g  =  —  A sin a  sinC, 

s^  =:  c  cos«  sinCy     'c  ==       ^  ^^^  cosC, 

("tpar  conséquent,  en  posant,  pour  abréger, 

{=rco$«i,     «  =  sin«  coso,     Ç=sin«sinC, 
X=:6c|sin«,     Y  =  flc»8in«,     Z=-^a6ÇsinM, 

V/X»-hY*-f-Z"  =  sina  »/Ai»4-B«»-hCÇS 
S=  r*     /'sin*//4rffV/ÂÇ*"'T~BÏ^T^S 

les  limites  des  variables  a^  S  sont  évidemment  les  mêmes 
que  celles  des  anciennes  coordonnées  u  et  6. 

En  désignant  toujours  par  N  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  sur  le  plan  tangent,  on  aura 

I  abc 


N  = 


/a?»      r»       z»       V/Ai*  ^-  Bu»  -f-CÇ*  ' 
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riabics  u  et  d,  ou  a 


abc 


^  sînmditdC  ,     /*«      p^mududè 


r  ç'^^^=abcr  f 

J  — K   t/o  rî  J  -^9  J c 


et  par  conséquent  % 

/*      r^  r^sïnudttdB /*«       Ç^  tmdLdmdC 

—  »  •/ o  N  4/  —  ir  i/o  N 

On  tire  de  cette  équation  une  conséquence  fort  remar- 
.quable.  Appelons  a',  V  les  deux  ^ands  axes  de  Tellipse 
que  Ton  obtient  en  coupant  Tellipsoïde  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  tangent  dont  N  exprime  la  distance  an  centre; 
d'après  les  propriétés  bien  connues  de  Tellipsoïde,  on  a 


abc  =  a'b'y,     ^  =  '^rrn 


abc 


et  par  suite 


Szrzffa'b'ànmdmdC, 
^,=isinmdMdC, 


et ,  en  intégrant  entre  les  limites  —  tt,  -+-  tt  5  o,  tt. 


J  —  n  t/o 


^==  ^• 


Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  éléments  super- 
ficiels d'un  ellipsoïde,  divisés  respectivement  par  les 
aires  des  sections  diamétrales  parallèles  aux  plans  tangents 
de  ces  éléments,  est  égale  à  4*  M.  Chasles  a  donné  une 
démonstration  purement  géométrique  de  ce  théorème. 
115.  Si  pour  transformer  Tintégrale  triple 

\=fffdxdxdz, 

on  ^vait  recours  au  système  de  coordonnées  polaires  dé- 
terminé par  les  équations 

X  =  rcostt  ,     y  :=  rsin  n  0056,     z  =  rsîna  sinfi. 
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reotiant  cos  ii,  on  devra  regarder  6,  et  par  suite  a ,  comme 
constant.  On  aura  dès  lors 

an!*  sîn«dW 
sm  udii  =  ; 

l/(a"  cos  »*  +  «'»  sin  »  *)' 

en  dîflTérentiant  Tëquation  qui  donne  tang  6,  on  trouvera 
de  même 

^(i  -h  tamg^ô)  =  î(i  -f.  tang»6)i/C, 
et  plus  simplement 


''    a' 


Va 


On  lire  des  équations  qui  précèdent 

j     M             abc  sini dui^ 
sm  ududB  = 


r^  ûnu  du  d9  =z  abc  sin  ce  ^  </C. 
En  intégrant  les  deux  membres  de  cette  équation  remar- 
quable entre  les  limites  correspondantes ,  qui  sont  o  et  tt 
pour  u  et  a,  —  tt,  4-  tt  pour  Q  et  6,  on  aura 

^^'^-»  '^o   '^-^  (Au»-hBu»-hCw»)s 

/'-h*    i-T  sin  u  du  d)  _      4^     __      4»- 

Celte  intégrale  définie  ,  donnée  d'abord  par  Poisson,  se 
déduit  facilement  de  la  formule  générale  du  n**  113. 
Comme  les  limites  des  variables  a,  S  sont  celles  des  va- 
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on  trouve  en  effet 
Vr::^  I  1     r^siuududj  =   j    1  /    abcsimtdtid^  =  jwabc. 

J  — w     «/  O  t/ — w  t/o 

116.  Considérons,  pour  quatrième  exemple,  les  mêmes 
intégrales 

V  =  SSfdxdydz, 

qui  donnent  Taire  et  le  volume  d'une  surface  courbe; 
mais  substituons  cette  fois  les  coordonnées  elliptiq\{es 
r,  |ji,  V  aux  coordonnées  rectangulaires  x^y^  z.  Désignons 
par/,x^,j^,  z'^'^  r',  a:;,  j^,  z'^  les  dérivées  partielles 
de  r,  a:,  j*,  Zy  prises  par  rapport  à  jul  et  à  v,  et  posons 

oii  trouvera 

S  =   //r/^c/,V/X'-HY'-hZ^. 
En  différentiant  les  équations 


_    rV^c»  — ^'V/c»— I 


et  posant,  pour  abréger, 
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on  aura 

•    r»-h^»r^  ,  __  rfi  -+-  ^tr, 

'^   -   Vc '      ''  -  Vc         ' 

I  (n  »\  I  f  f        >        m     \ 

Et  si ,  après  avoir  réduit  ces  trois  expressions  au  même  dé- 
nominateur, on  fait  la  somme  des  carrés  X*,  Y',  Z^,  il 
Tiendra 

•'•/  ^  mnpq 

a  étant  toujours  compris  entre  b  et  c,  et  v  étant  toujours 
plus  petit  que  b,  on  obtiendra  la  huitième  partie  de  Ve}- 
lipsoïde  à  Taide  de  l'intégrale  définie  (*) 


Jo  J  h  ▼  mnoa 


mnpq 


(*)  Noas  donnerons  plus  bas  et  avec  pins  de  généralité,  dans  la  iç^^^ 
^e^n,  le  moyen  de  déterminer  les  limites  correspondantes  des  varia- 
bles x^  jyty  r,  ^  et  f .  Mous  montrerons  que  les  limites  o  et  i  poar  fs. , 
&et  cpour  V  répondent  réellement  au  cas  où  Ton  veut  avoir  la  huitième 
partie  de  Tellipsoide. 

16.. 
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Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  surface  donnée  est 
une  sphère  ^  le  rayon  r.étant  alors  constant ,  on  a 


'•/* 


=  o,      r^  =  o; 


et  en  désignant  par  S' la  surface  entière  de  la  sphère,  elle 
sera  représentée  d'abord  par  4^'**9  et  ensuite  par  huit 
fois  rintégrale  qui  précède,  intégrale  qui,  dans  ce  cas, 
se  réduit  à 


J  o  J  b 


(^>-,   f»)dfù€lf    ' 


En  égalant  ces   deux  valeurs  d'une  même  surface,  on 
trouvera 


Jo  Jb 


V^fi*  -  b*\/b^  —  f »  V/?  —  A*»  V^c»  —  »' 


De  sorte  que  l'intégrale  définie  du  premier  membre 
est  la  huitième  partie  d'une  sphère  d'un  rayon  égal  à  Tu- 
iiité.  Cette  intégrale,  donnée  d'abord  par  M.  Lamé,  a  été 
vérifiée  par  M.  Poisson ,  et  démontrée  géométriquement 
par  MM.  Chasles  et  Terquem. 

117.  Passons  à  l'intégrale  triple 

V  =  fSSdxdydz, 

On  sait  par  la  transformation  des  intégrales  que,  si  r,  fx ,  v 
sont  trois  nouvelles  coordonnées,  liées  aux  anciennes 
jc,  y,  z,  par  les  équations 

djc  z==  et  dr  -{-  Q  df>c  -^  y  dfy 
dy  =  o.'  dr  -^  V  dfjt,  -h  >'//», 
dz    =  ol'dr  -h  (L"df»,  -h  y"rf», 

rintégrale  triple  devient    • 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  en  vertu  des 
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équaiious  €|ui  lient  x^y^  zk  r,  jtz,  v,  on  aura 

ft,ydr  -\-  ndu  -f-  rfui» 


dx  = 


hc 


dy  =  . [mndr-\ rftdfi  ^  —nrftV 

et  en  comparant  ces  valeurs  à  celles  qui  précèdent , 

on  aura  y  par  suite, 

En  faisant  la  somme  de  ces  trois  expressions  et  réduisant, 
on  trouvera  définitivement 

J  J  J  mnpq 

Une  première  intégration,  faite  par  rapport  â  r  entre  les 
limites  o  et  r,  donne 


^   JJ  mnpq 
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Dans  le  cas  d'une  sphère,  r  est  constant,  et,  pour  obtenir 
son  volume  entier,  il  faut  effectuer  les  intégrations  entre 
les  limites  &  et  c  pour  fi^o  etb  pour  v,  et  multiplier  par 
8  ;  on  trouve,  de  cette  manière , 

J  o  J  h  mnpff 

o    Jb   \/fi}  —  b^ y/t"  —  9^  \/c^  —  ft»  \/c*  —  »*      ^' 

Ce  mode  de  transformation  s'étend  avec  facilité  au  cas  où 
Ton  conserverait  les  trois  coordonnées  eUiptîques  X,  fx,  v« 
liées  à  j:,  j^,  z  par  les  équations 

tV^c^  —  Z^' 

En  posant,  dans  ce  cas, 

V/a»  — é>»  =  g',     V^A»  — c*  =r  A, 
l/^»^^^'  =  /,      l/c^— ^»  =  A^, 

on  aura 


/«>^/A   -f-   Afrf^   -h   Xftdt 
dx= ^^^ , 

.    I  /  kmXdx       hntftdfi        hJ^9dr\ 
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et  par  suite 


^^V/c»  — è»     ^  6fV/c>  — A>  6/V/c'— 6* 

^ iniA  ^,, hmft  ^ hh 

~   f/iV/c»  — è»'  ^      c^\/c"  — 6>'  cm \/ c»  —  /;»  ' 

la  somme  de  ces  trois  expressions,  ordonnée*  par  rapport 

à  J*,  fx*,  V*,  sera 

a4(^>  —  »>)  -f-  ^4(^»  —  A*)  -h  f<  (a*— ^') 

et  en  remarquant  que 

Ai(^>  -  ,^)  -hyu4(f *  —  V) -h  »"(V  — ^»)  =  (  A"  —  ^«)  (^»  —  »')  (V  —  »*), 

on  trouvera  définitivement ,  pour  le  volume  V, 

JJJ  ghiklm 

On  obtiendra  le  volume  entier  de  rellîpsoïde 


A»         A"  —  6» 


4- 


en  intégrant  entre  les  limites  o,  b  pour  v;  i,  c  pour  |u^ 
f ,  X  pour  y,  et  multipliant  par  8  \  ce  qui  donne 

./o   ./A   Je  ghiklm 
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Ce  volume  d'ailleurs  est  égala  ^ttIV/X*— i*  V^X*— c'; 
on  aura  donc 

Telle  est  la  valeur  que  M.  Lamé  assigna  le  premier  à  Tin- 
tégrale  triple  du  premier  membre.  M.  Poisson  a  vérifié 
depuis  Téquation  qui  précède. 

118.  Nous  avous  pensé  que  Ton  verrait  avec  plaisir  la 
démonstration  géométrique  que  MM.  Chasles  et  Ter- 
quem  ont  donnée  de  Téquation 

o    Jb    \/[^^  —  6») (c»  —  ^»)(^»  —  F»)  (r»  —  »«)  "^  '  ^' 

Si,  comme  nous  Tavons  vu(n^  ^03),  après  avoir  fait  croî- 
tre X  de  d^i^  de  manière  à  donner  naissance  à  un  second 
ellipsoïde  infiniment  peu  différent  du  premier,  on  prend 
à  chaque  point  M  de  la  surface  du  premier  ellipsoïde,  | 

répaisseur  dyjs  de  la  couche  comprise  entre  cette  surface  : 

et  celle  du  second  ellipsoïde,  puisqu'on  multiplie  le  rap-  | 

port  —  par  Télément  superficiel  dw  =  d^^sd^s du  premier  I 

ellipsoïde,  la  somme  1  — -  rfo)  de  tous  ces  produits ,  éten- 
due à  la  huitième  partie  de  la  surface  de  Tellipsoïde,  sera 
donnée  (n**  103)  par  Téquation 

/dX  y^ '■ y C^f^^ (^»    —    ff*)dMdf 

Or,  en  exprimant—  en  coordonnées  rectangulaii*es ,   à 

Taide  de  cette  observation  bien  simple  que  d^s  est  l'élé- 
ment infiniment  petit  de  la  normale  à  l'ellipsoïde ,  et  que 

,  s  .  ^  dx         dx 

quand  /  varie  seul  —  =     -,  on  trouve 
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dX  I  N 


A*  ^  (a»  — fc»)*         (A»  —  C»)" 

N  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 
tangent  à  Fellipsoïde;  donc 

J  dxs  X  J 

Mais  /  N^fo)  est  évidemment  le  ti-iple  du  volume  de  Fel- 
lipsoïde  et  ce  volume  est  égal  à 

I-waV^a»—  6»  V/a"  —  c», 
donc 

et  par  conséquent 

O     Jb     l/(^»  —  /^»)  (C>  — yU')(^»  —  F>)(r»  —  F»)  —  "^  '* 

119.  Il  est  un  système  de  coordonnées  qui  renferme , 
comme  cas  particulier ,  le  système  ordinaire  de  coordon- 
nées polaires,  ainsi  que  les  coordonnées  elliptiques  de 
M.  Lamé,  et  dont  l'emploi  conduit  à  quelques  transfor- 
mations remarquables.  Désignons  par  rie  rayon  vecteur 
mené  de  Torigine  au  point  (x,  jr^  z),  par  k  et  d  deux 
angles  variables,  par  m  et  n  deux  constantes  positives 
assujetties  à  vérifier  Téquation 

w"  -h  /î*  =   I  ; 
on  pourra  poser 


=  rsin«t^i  — /ii»sin*a,     jr  ==:  rcosacosô,     z  =  rswG]/^i  —   «>  gin  >,^, 
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OQ  aura 

^"  4-  r'  -f-  a'  =  r\ 

et  les  trois  coordonnées  a:,  y^  z  détermineront  complè- 
tement la  position  du  point  dans  Tespace.  En  substituant 
dans  l'équation  jc*  4-  j'  4-  ^*  =  ^  pour  or,  y,  z  leurs 
valeurs,  et  ayant  égard  à  la  relation  m*  -f-  w'  =  i,  on 
trouvera 

sin»a  (i  —  m»ain»ô)-|-cos*acos»fl-hsin*ô(i  —  «»8in»«)=  i. 

Pour  calculer  à  Taide  de  ces  coordonnées  une  étendue  sy- 
métrique par  rapport  aux  plans  coordonnés,  et  circons- 
crite par  une  surface  que  les  plans  coordonnés  divisent  en 

huit  parties  égales,  on  donnerait  o  et  -  pour  limites  aux 

angles  u  et  6.  L'hypothèse  de  r  constant  ramènerait  au  cas 
où  la  surface  donnée  est  une  sphère.  Si  cette  surface  de- 
vait être  un  ellipsoïde 

x^      V*      «•  _ 

et  si  le  point  (x,  y^  z)  devait  se  trouver  sur  cette  surface, 
on  devrait  poser 


X  =  asini/K  I — m*sin*uj 
y  =  ^costf  cos'', 
%  =  c  sin©  \/  \  —  /»*  sin  "a. 

Si  lune  des  quantités  n,  m  s'annulle,  l'autre  devra  être 
égale  à  l'unité  \  si  par  exemple  on  fait  m  =  o,  on  aura 
/?.  =  I ,  et  par  suite 

X  =  rsina,     J  =  ^cos u cosô,     «  =  r  sin  ti  sin  Ô; 

c'est  le  cas  des  coordonnées  polaires  plus  communément 
employées. 
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Cette  même  hypothèse  de  m  =  o,  n  z=z  o,  donnerait,  dans 
le  cas  d'un  ellipsoïde, 

X  =  â  siniiy     X  =^  b  cosM  cosô,     z  =  c  sin9  cosu. 

Nous  avons  dit  que  ce  système  de  coordonnées,  dans  le- 
quel X,  y^  z  sont  exprimées  au  moyen  de  r,  Z4,  d,  m  et  n, 
peut  se  ramener  au  système  de  coordonnées  elliptiques.  En 
effet,  désignons  par  [n  une  quantité  oomprise  entre  b  elc^ 
par  y  une  quantité  plus  petite  que  b  <^c^  et  .posons 

u*  —  A» 

•=  cet*  ! ,     »  =  ^  sin  «,       b  =z  ne,      r*  —  b*  -=:  c^m*  ; 

conune  on  aura 

c-a  —  b*        b* 


m 


m  etn  vérifieront  la  condition  voulue.  En  substituant  les 
valeurs  de  fz'  et  de  v*  dans  les  équations 
bcx  =  /}(«», 

C9  \/c^  —  /»>  =  rV/c»-^^"!/"^  —  ,% 
on  retrouvera,  après  des  réductions  faciles,  les  équations 

X  =  r  sin  «  V^i  —  w»  sin  ^0^ 

y  =  rcosuc€isQy 

z  =  r  sin  6  |/^i  — /i"  sin'tf. 

S'il  s'agit   encore   d'un  ellipsoïde  dont  les  trois  axes 
K  /(i)î  f C^)  soient  tels  que  Ton  ait 

A>/(A)>f(>.), 

il  sera  représenté ,  dans  le  système  de  coordonnées  f\  Uy 
0^  m  et  n,  par  les  équations 

X  z=z  xs\nu{/^i  — iw*sin*ci,    y  =^/(x)çosu  cosO, 
z  =  f(A)  sin  è  \/\  — n^  sin  "a; 
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en  posant  dans  ces  équations 

/(A)  =  1/a»-6s    f  (a)  =  V/a»  — es 

et  remplaçant,  comme  nous  venons  de  le  faire,  i/  et  fi 
par  II  et  v,  on  retrouverait  les  équations 

Scx  =  A^»,      è/i/c»  —  b^  =  V^A*—  ^»i//«»  —  ^aV/ïrZ7>, 

«  V^c»  —  b*  =  v/a»  —  c'V/c»  —  fé*\/c*  —  F». 

120.  Cela  posé,  employons  le  système  de  coordonnées 
déterminées  par  les  formules 

X  =  rsinttV^i  —  m*sm*Oj 
X  =z  rcosu  cosô, 
z  =  r  sin 6  i/i  —  «•  sin  ■«, 
à  la  transformation  de  l'intégrale 

-/i-*^-(i)v(iy- 

Si  Ton  désigne  par  x',,  j-;;,    zi,  x'^,  j'^^   z^  les  dérivées 

partielles  des  variables  x^y^  z  prises  par  rapport  à  uetfi, 
et  qu'on  pose 

Tintégràle  transformée,  si  Ton  suppose  r  constant,  de 
viendra 

=  ffiud$\/x^  -h  y»  -h  Z»; 

on  a  d'ailleurs 


rm*  sinu  sind  cosd 


♦ ^^  „  I y- — _-,.  ■   "         ,  rm'  sm  u  smo  ces 9 

Xu  =  reos  u  y^  i — /n*sm*w,     x*  =  — ■-, 

l/i  —  m'sin^â 
r»  =  —  '•sina  cosO,  jg=  —  r cosa sin5, 

,  r/t*  sin  a  cosfé  sinfi 


V/i  —  /i'$in'« 


-,      z^=        /cosôl/^i  — «»sin'M> 
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et  par  cons^«nt,  en  ayant  égard  à  Téquation  identique 

1  —  /w»  Mn»Ô  —  «»  sin»a  =  iw*  cos'ô  4-  /i*cos*/r, 

et  réduisant , 

_       7-»  sintt  {m*  cos*0  -f-w'  cos'n)  j/^i  —  m»  sin'g 
|/i  — /n»sin»ô  V/^i  —  «»sin*a 

r»f/?i»  C05»  ô  -h  «•  cos»i«)  cosa  cosO 

Y — i —  - 

~"  i/^i— OT»sin*eV^i  — /i»sin»a   ' 

/-»sing(/yi'cos'Q-4-/i*  cos*tf)\/i  —  «'sin'fi 

£0  — —         —  • 


""^  •/ J  V/i  — ««•sin'^V^i  — /»■  «n»tt 


V/i  —  »i*  sin'OV^i  — /»»  «n»tt 

Comme  nous  avons  supposé  r  constant ,  S  représente  né- 
cessairement une  portion  de  la  surface  de  la  sphère  ;  on 

obtiendra  la  huitième  partie  de  cette  surface  —  en  pre- 
nant rintégrale  entre  les  limites  o  et  -;  on  aura  donc 

ri  p  m'cos'9+>.'cos'«  duclO='L. 

v'o   t/o  l/'i  —  m» sin *Ô  V^i  —  /«*  sin'a  ^ 

celte  équation  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 
/  "  r-^       »-/;»MiiiV>-/i>sin>/.      ^^  ^^5  _  ^  ^ 

et  renferme  le  célèbre  théorème  de  Legendre  sur  les  fonc- 
tions elliptiques. 
En  posant  en  effet ,  suivant  les  notations  de  l'illustre 
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géomètre , 


F  (m,  0)  =    r  —  ;     E(/»,6)  =r  /'rf&V/i— m»sin'6, 

•/  l/^i  — iii»sin*6  «^ 


on  aura 

sin  *Mc/a 


Gela  posé,  Tintégrale  dont  il  s'agit  se  décomposera  dans  les 
suivantes 

J  o  J  o  K  I  — /w»sin»fiKi  — /l'sinV/ 

;      /         >  -    .  =  =  F(/f)[F(m)— Ej/i)]. 

J  o  J  o  ^  X  — /?!*  sin  *OV^i  —  /i'  sin'w 


'  ^  /•  ^  /i*  sin  *udud^ 


/        /  . .  =r=:FH[F(/l)  — R/l/l], 

^/  o  J  o  V/^  I  —  m' sin  *d  K  I  —  «'  sin^w 

et  en  substituant,  on  aura  définitivement 

F  H  E(/i)  4-  F(/ij  E(w)  —  F  (w)F  i/î)  =  -. 

Telle  est  précisément  la  formule  donnée  par  Legendre. 
On  aurait  pu  ne  pas  recourir  à  l'expression  connue  de  la 
sui*face  de  la  sphère  \  car  la  surface  S  devant  être  indë- 
pendante  de  w  et  de  n ,  on  pourra  faire  m  =  o,  ce  qui 
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(loiinen==i, 

ce        m*  co8*6  4-/Ï*  cos^a  ,  j.        ./T  ... 

JJ  y/'i  — m>sin*9  V^i  — «"sin*tf  *^«^ 

et  en  iatégrant  entre  les  limites  o   et  -, 

ra/»2        m'cos'd +/i'oos*«  ,    PT^         ^    ,*  »* 

^    ]     I  —  =:  r»   I      I     oosududB  =r*-y 

J  o  Jo  V/i— iw>8in*6V/i  —  «"  sin'tt  Jo  %' o  ^ 

r^/*"^  /if»cos»ô+ /i*cos»a  __îr 

t^'oc/o  j/i  — /n'sin'ô  \/T~— /l'sin'tf       ^ 
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Diverses  autres  méthodes  pour  It  rédaction  ou  It  transformation  des  in- 
tégrales multiples. 


121 .  Parmi  les  méthodes  qui  peuvent  être  employées  à 
la  détermination  des  intégrales  multiples,  une  des  plus  fé- 
condes a  été  indiquée  par  M.  Caucby ,  et  consiste  i  rem- 
placer, dans  rintégrale  donnée,  un  facteur  de  la  fonction 
sous  le  signe  /  par  une  intégrale  définie  tellement  choi- 
sie, qu'après  ce  remplacement  les  intégrations  successives 
puissent  être  facilement  effectuées',  entrons  à  ce  sujei 
dans  quelques  détails.  Considérons  une  intégrale  mul- 
tiple S  de  la  forme 

P,  Q  étant  des  fonctions  réelles  ou  imaginaires  des  va- 
riables X,  j^,  J2, . . .,  et  |!x  une  constante  positive,  ou 
même  une  constante  imaginaire  dont  la  partie  réelle  soit 
positive.  Désignons  d'ailleurs,  conmie  nous  Tavons  déjà 
fait,  par  r((x)  Tintégrale  eulérienne  de  première  espèce, 
on  aura  (n°  56) 

et  par  suite 
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Concevons  maintenant  que  P„  Q^  étant  des  fonctions  de 
la  seule  variable  ^^  Pj»  Q^  des  fonctions  delà  seule  va- 
riable y  ;  P;i,  Qs  des  fonctions  de  la  seule  variable  ^, . .  • , 
on  ait 

P  =  P.PyP.... .    Q  =  Q,  -4-  Qj  H-  Q.  4-... , 

alors  en  posant,  pour  abréger, 


on  aura 


I      r 

S=-— -ri      r/*-'TJVW...rf/. 

Donc  alors  si  Ton  peut  obtenir  en  termes  finis  les  valeurs 
de  u,  V,  w,...,  considérées  comme  fonctions  de  f,  la  dé- 
termination de  rintégrale  multiple  S  se  trouvera  réduite 
à  la  détermination  de  l'intégrale  simple 


/ 


.00 


Si,  au  lieu  d'avoir  Q  ==  Qx  +  Qj^  +  Qo  •  •  .^  on  avait 
Q  =  1  -H  Qx  +  Q.r  +  Qo  •  •  •  >  on  trouverait 


'dt. 


\^  AppUcatiom,  Supposons 

Q=:  I  -+-*r-^C/-+.yzH 

Supposons  d'ailleurs,  pour  fiter  les  idées,  les  intégra- 
tions relatives  aux  variables  ar,  j^,  -^j  •  •  -,  effectuées  res- 
pectivement à  partir  de  certaines  origines  ou  limites 
fixes  X  =  Ç,  jr  =  yj,  z  =  Ç, Concevons  enfin  que  la 

fonction 

1  -f-«x  -f-  fy  H-y*... 
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I 

offre  toujours  une  partie  réelle  positive,  ce  qui  arrivera,  i 
par  exemple ,  si  les  deux  limites  de  chaque  int^ration 
étant  des  quantités  positives,  chacune  des  constantes 
a,  6,  y»*'-  A  ou  une  valeur  positive,  ou  une  va- 
leur imaginaire  dont  la  partie  réelle  soit  positive,  on 
trouvera 

J(  Vf  ^  a  —  at 

r  (#•)   •    *    "^    Jo  a  —  ai^  b  —Ct 

On  se  trouve  ainsi  amené  à  cette  conclusion  remarquable 
que  la  fonction  S  ieXy  y,  '9  •  •  m  représentée  par  l'inté- 
grale multiple  proposée,  peut  être  réduite  k  une  intégrale 
définie  simple  relative  à  une  noaveUe  variable  / ,  quelles 
que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées  aux  premières 
variables  x,  y^  je,  • . . ,  ou  à  leurs  origines. 

Si,  en  attribuant  aux  constantes  a,  &,  c, . . .  des  va- 
leurs dont  la  partie  réelle  fût  négative,  on  supposait 
chaque  intégration  effectuée  entre  les  limites  o  et  oo,  on 
trouverait 

Vo  ^'At-a     {at-df*-      (mt-a)*^^' 

et,  par  suite, 
c_  r(/+i)r(ffi4-i)r(»+i)...  /•*  t^-^r^dt 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  remplace  l,  m,  n,..- 
par  / —  I ,  TO  —  I ,  /»  —  I , . . . ,  et  a,  h,  c,. . .  par  —  a, 
—  b,  —  c,...,  elle  donnera 
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/         I       ... ^--^ tlxdydz   . . 

__r(/)r(w)r  fil)       />  «  t^-^-^dt 

Cette  demière  fonaule  subsistera  toujours,  d'après  ce 
^'on  vient  de  dire,  quand  /,  iti,  n  étant  des  nombres 
entiers ,  a,  &,  c, . . . . ,  a,  6,  y, ... .  désigneront  des  cons- 
tantes positives,  ou  même  des  constantes  imaginaires 
dont  les  parties  réelles  seront  positives. 

T^  Application.  Supposons 

P  =  jc'"'  r*~'  «"**' . .    ^•••^•^t"^*, 
et 

Ijtny  iiy. . .  désignant  des  constantes  positives,  ou  même 
des  constantes  imaginaires  dont  les  parties  réelles  sont 
positives  ;  et  prenons  d'ailleurs  pour  limites  des  intégra- 
tions relatives  à  cbacune  des  variables  x,  jr,  z, . . .  les 
deux  quantités  o  et  od  ,  on  trouvera 

Jo  {a  H-  tiey 

^^T(l)r(m)r(n)...   P'*  tf'-'é-'dt 

C'est  la  même  formule  que  précédemment,  mais  étendue 
a  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  des  constantes 

/,  w,  «,..    ,     flr,   by  c,...,     «,  C,  y,..., 

pourvu  toutefois  que  ces  constantes  ou  leurs  parties  réelles 
soient  positives. 

Si ,  dans  Téquation  qui  précède,  on  réduit  les  variables 
JT,  /,  z, . . .  à  une  seule,  et  si  Ton  pose  de  plus  a  =  i, 

17.. 
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on  trouvera 

/•*  x^«e-«     ,         vU)   f'^lf^-^e"'   ^ 
o   (i-H*ry*  r(/»)Jo    (i4-*^y 

Donc,  en  écrivant  r  au  lieu  de  /,  et  x  au  lieu  de  <,  oit 


aura 


f(r)Jo    (i-h«arf        ""    l'W  ^    (i-h  **)' 

Cette  dernière  formule  devient  identique  dan^  le  cas  où 
Ton  prend  fx  =  r.  On  pourrait  en  déduire  plusieurs  au- 
tres dignes  de  remarque  en  difTërentiant  les  deux  mem- 
bres ime  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  r. 
Si  Ton  réduisait  à  o  les  constantes  a,  &,  c ,  on  aurait 


./m-»...-' 


^  r  (/)  r(>w)r  (/i)  r...(ft  -.  /~  w — n — ...) ij 

Cette  dernière  équation  sul>sistera  certainement  lorsque       1 
fx,  l^  m,  n,, . .,  a.  S,  y, ... ,  étant  des  constantes  posi-       i 
tives  ou  des  constantes  imaginaires  dont  la  partie  réelle 
sera  positive,  la  partie  positive  de  la    constante  fi sur- 
passera la   partie   positive  de  chacune  des   constantes 
/,  m,  n , . . .  Si ,  pour  fixer  les  idées ,  on  prend 

On  trouvera 
..00  .00  .•  ^.^-i^.,..  ^^^^^^^^^V(i)r{m)r{n)...r{^^l^ni^ 

Jo  Jo  Jo  *  ■(i_|_x-f-r-+-«..-)'*  ^(f*J 

On  déduirait  aisément  de  cette  équation  la  valeur  de  Fin- 


VIHGTIÈME    LBÇON.  a6l 

t^rale 

çayç<»ç<^  dxdydz 

•/o    Jo    Jo    ""(i  -f-**-f-J*-l-a*-h...)*' 

Si,  dans  Téquadon  C[ui  précède,  on  réduisait  les  variables 
Xjjy  s  k  une  seule,  et  si  Ton  remplaçait  /par  a,  fi  par  i,  *S 
on  retrouverait  la  formule  connue 

/'^  aT-^dx  _r(a)r{b'^a) 

en  £usant  £  ==  i  et  remarquant  que  Ton  a  (n*  56) 

/^af^^dx  _ 


sina^* 


on  aurait 


ou 


r(fl)r(i-ii)_ 


r(i)  ^  8ina«-' 


r(i  4-  a)  r(i  —  a)  =  - 


ira 


smosr 


et  cette  équation,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  s'étend  au 
cas  même  où  a  est  imaginaire,  pourvu  que  sa  patriie  réelle 
soit  positive. 

Si  l'on  y  fait  en  particulier  a  =  b\/ —  i ,  a  désfgnant 
une  quantité  réelle,  elle  donnera 


e  *cosi 


(fll*)c£r]V  [/J^"'  »n  W  ^]*=  p=r^ 


122.  Par  un  procédé  analogue  à  celui  que  nous  venons 
d'employer,  on  arrive  facilement  à  la  détermination  de 
Tîntégrale 

S=  fSf.,.xi'^y'^-z--\.. dxdydz..,, 
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dans  laquelle  les  variables  x^y^  z^, . .   doivent  prendre 
toutes  les  valeurs  positives  qui  sajtisfont  à  rinégalité 

©v©vG)v...<. 

*  ay  b^  Cy -,  /,  m,  n, . . .  -,  p,  ç,  /•,...,   étant  des  cons- 
tantes positives. 

En  effet,  remplaçcms  d'abord  (  -  j  par  ^j  (  t )  par  Ty 
[  -  j  par  js, . .  . . ,  et  par  conséquent  dx,  djTj   dz^ ....  par 

I  I  I  ' 


on  aura 


l             m            H 
—  I I 1 


S= ///.-.«       r        «       ...dxdrdz= s,. 

pqr,..    JJJ  pqr,.. 

Il  reste  à  déterminer  Si,  qui  est  une  intégrale  de  même 
forme  que  la  proposée ,  mais  dans  laquelle  x,  y^Zj.,  » 
s    doivent  prendre  toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  à 
rinégalité 

en  posant 

l  m  M       ^ 

i=a, i=b,     -—   i=r  c,..., 

/7  7  r 

il  viendra 

S,  =  fff...x^-\r^''zr'-\..dxdydz.,.. 
Quand  le  nombre  des  variables  x^y^Zy,,.  se  réduit  à  Tu- 


VIMGTISME    hJBÇOV.  ft63 

nité,  on  a 

si  le  nombre  des  variables  se  réduit  à  deux ,  il  nfwal      '  \ 

mais  (n»  57)  i 

/'■       /  vkj        r(a)  r(i  -f-b) 


donc 


_r{a)r(i  -f-b)_    r(a)r(l^). 
'       br(H-a-+-b)      r(i-ha4-b)' 


Supposons  maintenant  que  Si  soit  une  int^rale  triple  -, 
on  pourra  récrire  ainsi 


t/  o  •/   o  «/  o 


*^Hfc,| 


(*)  Cette  damière  transfomiation  repoM  aur  1«  théorènie  bien  connu 

ou  plu  généralement 

t    I 
T{jx  -hn)^fi(fi  -h   !)...(/*  H-n-  Or(a), 

que  Ton  déduit  immédiatement  de  Féquation  (no  K6  ) 


/: 


en  la  difléreniîant  a  foiB  de  suite  {mv  nppQvt  à  It  quantité  «.  On  tMove 

en  effet  de  cette  manière 
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j-j  et  Xi  représentant  respectivement  les  différences  i — r, 
I  —  X  —  y,  en  sorte  que  l'on  ait 

«  —  *  =  r.»    r.  —  r  =  ««• 

Désignons  par  mi  ^  de  nouvelles  variables,  et  posons 

X  =^  «ri»   «  =  C»M 

les  limites  communes  de  y?,  (^  seront  o  et  i,  et  Fintégrale 
Si  prendra  la  forme 

•/o  J  o  Jo 

ou,  à  cause  de 

r,  =  I   —  X,     2,  =  ^,  —  I,  j,  =  (i   —  x)(i   —  *), 

mais 

Jo        ^        •  r(i4-a-+-b4-c)' 

f'K-(,      ,vj,,^r(b)r(.+c) 
jo'     ^       '^'''-r{n-b4-.c)' 

donc 

.S  ^    r(a)r(b)r(c)       , 
r(i-|-a4-b-hc) 

S'il  y  a  quatre  variables  indépendantes  x,  y,  z^  t 
dans  l'intégrale  Si ,  la  valeur  de  cette  intégrale  s'obtien- 
dra encore  par  le  même  proeédé.  On  ifupposera  les  inté- 
grations eflectuées  successivement  par  rapport  à  r,  z, 
y  et  x^  et  l'on  posera 


VINGTIÈME    LEÇON.  265 

les  limites  relatives  èttjZ^yetx  scmt  respectivement 
o  et  ti,  o  et  ^„  o  et  j^t ,  o  et  i  ^  si  donc  on  remplace 
jTy  z  et  t  par  de  nouvelles  variables  liées  aux  premières 
par  les  relations 

les  limites  communes  à  ces  nouvelles  variables  seront  o 
et  I  ;  de  plus ,  on  aura 

par  conséquent  les  variables  x,  n,  Ç,  6  pourront  être  sé- 
parées ]  en  d'autres  termes  Tintégrale  multiple  Si  se  dé- 
composera dans  un  produit  de  quatre  intégrales  qui  toutes 
s'exprimeront  par  des  fonctions  T,  à  Taide  de  Téquatiou 

•/o        ^         '  ria-^by 

ou,  en  changeant  &  en  &  +  ^ 

Jo       ^         '  r(fl-i-ft-i-i) 

123.  On  peut  enciore  présenter  cette  démonstration  sous 
une  autre  forme ^  pour  plus  de  généralité,  considérons 
rintégrale 

dans  laquelle  y  (x  4-  j^  -f-  z. . . .)  désigne  une  fonction 
quelconque  de X -f- / -H -»  +-...,  tandis  que  ar, y,  z,. .. 
prennent  toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  à  l'iné- 
galité 

j:  -H   J    -f-   «  -h.  .  .    <  ^-f 

iSr  étant  uue  constante  positive.     ' 
Admettons  d'aborf  qu'il  n'y  ait  que  deux  variables, 
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X  etjri  ^^  pourra  écrire 

faisons  x  =  J17,  jr  =  Ç(i  —  tj),  les  limites  relatives  aax 
nouvelles  variables  Ç  et  77  seront  o  et  X:,  o  et  i,  de  sorte 
qu'on  aura 

.s=XV(i)s-*/ V-(.  -  .r-* =,f |ïJ/;/(ri^'^t 

Ainsi  la  valeur  de  S  dépend  à  la  fois  des  fonctions  F  et 
d'une  certaine  intégrale  simple. 

Supposons  maintenant  que  S  contienne  trois  variables 
Xj  j,  z\  en  posant  k  — x  =  j^i,  on  pourra  écrire 

J  o  J  o  «/  o 

Mais  rintégrale 

■/  o  t/o 

est  du  nombre  de  celles  que  nous  venons  de  traiter,  et 
elle  est  égale  à 

donc,  à  cause  de  j^j  =  ^  —  a:,  on  aura 
r^/w-f-wjJo.         •/o      ^       ^'^ 

r(/W"h/i)r(/"h  m  4-  n)Jo    ^ 

Cette  méthode  de  réduction  «uccessiye  étant  évidemment 
générale ,  nous  voyons  que  l'intégrale  proposée  S  s'ei- 
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prime  dans  tous  les  cas  par  la  formule 

r(/-4-m-+-/i-h...)A        ' 

Lorsqu'on  prend  f(%i)  =  i ,  A  œ  i ,  rintégralo  S  redevient 
celle  que  nous  avions  d'abord  considérée  y  on  a 

o_      r(0  r  (m)  r  (/!),.. 


r(i  -+-/-f-/»-i-/ï-^     ■' 


V 

et  par  conséquent  Tintégrale  .    . 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  /,  r,.**  qui 
satisfont  à  Tinégalité 

sera  donnée  par  Téquation 


fl'^*C« . . 


pgr 


..       /         l       m      m  \ 

r  I  H 1 1 h,.. 

V         P       ^       r    .         J 


Si,  la  somme  /-f-  /^*  +n  +. . .  étant  égale  à  Tunité,  la 
fonction  f  (u)  est  la  dérivée  F' (11)  d'une  certaine  fonc- 
tion F  (m),  on  aura 

Ç  /(n)  «/+•+»+••— r/w  =  F(X  )  —  F(o), 

r(i  -f-  /4-/w-h  /i"h...)=?r(a)==  I,     ^ 
S  =  r(/)r{m)r(/i^..[F(X)^F(o)). 

Ainsi,  en  particulier  dans  le  cas  d^une  intégrale  double^ 
on  trouvera 

f^x^'dx  f^^  V(a:-i-r)/"-'rfr  =  r(/)r{/ii)  [F(X)  - F(o)] , 
i/o  Jo 
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et  en  ayant  égard  à  Téquation 
r(/)r(i-/)  = 


sin/ir' 
et  remplaçant  m  par  sa  valeur  i  —  /, 

•/o  Jo  ^/^      ^  sinXsr 

Soit^i  un  paramètreplus  petit  que  p,  et  faisons  Ar=p—/^^ 
supposons  de  plus  que  la  fonction  F  étant  une  fonction  de 
la  somme  de  deux  variables,  on  ait 

Tëquation  qui  précède  deviendra 

En  posant  dans  cette  équation  p  =  oo ,  et  supposant 
que  la  fonction  <p  (p)  s'évanouit  pour  p  ;:=  ao  ,  on  trouvera 


^oD  /,ae 


^(p) 


Jo  Jo  %\nkp 

124.  M.  Lcjcune-Dîrichlet  a  donné  le  premier  Tint^ralc 


S=  f  I  L..j/''y^''zf'^  ..dxdftit. 


a'b''<*. 


pqr 


/        l       m     tt 

\        P      H      ' 


et  il  y  parvint  à  Taide  d'une  méthode*  trèa-rem&rquable. 
Elle  consiste  simplement  à  multiplier  l'expression  qu'il 
s'agit  d'intégrer  par  un  facteur  dont  la  valeur  soit  égale  à 
l'unité  dans  l'étendue  que  les  intégrations  doivent  em- 
brasser ,  et  qui  s'évanouisse  en  dehors  de  cette  étendue. 
Essayons  de  donner  une  idée  suffisante  de  cette  méthode. 
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SopposoBS  qu'il  s'agisse  de  détenoiiner  l'iatégrale  triple 


— î^///^. 


étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  dex^y^  z  qui  vé- 
rifient rinégalité 


©■-$)■-(•)■<■ 


r  est  d'ailleurs  déterminée  par  Téquation 

r-  =:  (j?  —  •)»  ^{x^Cf^^  (2  —  y)'. 
Cette  intégrale  sert  au .  balcul  de  l'attraction  de  Tellip- 

JC*  Y*  Z* 

solde  —  +  XI  +  —  =  I  sur  un  point  extérieur  ou  inté- 
a*       b*       c*  '^ 


neur. 

Conune  l'intégrale 


cosÂudu(^) 

u 


(»)Ona(no8K) 

sin  &x  —  =  -  ; 

d^aillears^  a  désignant  ainsi  ({ve  5  une  constante  positiTe,  on  aura 

/*»  dx      I    P^  dx 

f     sin^xcoaux— =  -   I       [sln(ft-|-a)jr -4- 8in(i  —  a)x]  — 

Or,  1*  si  ft  >  a,  a-hbei  b  -^  a  seront  doux  constantes  positives,  et 
cbacnne  dee  intégrales  du  second  membre  sera  égale  à  -  :  on  aura  donc 


/      sinftx  cos  fl*  —  =  ^  t 


X       a 
^.Sih  <^a  fb  —  a  sera  négatif,  mais  a^b  sera  positif;  la  première 


2yO  CALCUL    HmÊGHAL. 

est  égale  à  Tunité  ou  à  zéro,  suivant  que  la  conttante  po- 
sitive k  est  inférieure  ou  supérieure  k  Funité,  il  en  ré- 
sulte que  Fintégrale  S  peut  être  considérée  comme  k 
partie  réelle  d'une  nouvelle  intégrale 


dans  laquelle  les  intégrations    par   rapport  aux  varia—        j 
blés  x^  jr,  z  peuvent  maintenant  s^étendre  depuis  —  od 
jusqu'à  -f-  OD  .  Pour  obtenir  Fintégrale  triple  relative  à 

ces  variables,  on  exprimera  la  fraction  — -;  ==: ^  par 


intégrale  sera  toiqoarft  égale  à  -,  tandii  que  la  seconde^  qu^onpeat  nettre 
soua^la  forme 


«era  égale  à ;  donc 


/r- 


BinàxcùBax —  =  o. 


L^inlégrale  /     sin  hx  eosax  —est  donc  égale  à  -  ou  à  o,  suivantquc  h  est 
plus  grand  ou  plus  petit  que  a. 

Si  Ton  fait  &  =i  i,  a  =  Ar,  la  condition  i  —  a  >  o  devient  A<  i   ec 
Ton  en  conclut  immédiatement  que  le  produit 


/: 


sinxcosibx  — 


cal  réellement  égal  à  Punité  ou  à  o,  suivant  que  la  constante  positive  A  est 
i<if<érioure  on  supérieure  à  Tunité. 
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une  intégrale  définie  au  moyen  de  la  formule  connue 
d'Euler(*) 


f' 


/"^r-j»=!iaii 


*T       > 


Dès  lors,  en  faisant 


I         I         «r  **  ^  dxdydz^ 

"OdJ— ooi/  —00 


-00 

on  aura 


V  est  le  produit  de  trois  intégrales  simples  dont  celle 
relative  à  x  en  vertu  d'une  formule  connue,  qui  dérive 
de  la  formule  d'Euler,  est  donnée  par  Téquation 


En  substituant  cette  valeur  et  celles  des  deux  autres  inté- 
grales de  forme  analogue,  rempbçant  ensuite  la  variable 

f  par  une  autre  0,  telle  que  t  ==  -,  observant  que 

(*]  Noos  donnerons  dans  une  Leçon  supplémentaire  une  dëmonstratibn 
rigoureuse  de  eette  formule.  « 
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et  posant 


on  trouvera,  après  avoir  diflëre&tié  par  rapport  à  a,  pour 
avoîr  la  composante  A  de  Fattraction  de  rellipsoïde  pa* 
rallèle  à  Taxe  des}r, 

Cette  expression  devant  être  réduite  à  sa  partie  réelle, 
tout  revient  à  avoir  <:elle  de 


^-(-a)^^/-.     .      .^.^iîn«_^. 


•n. 


a— .4- 


Or  cette  intégrale,  en  y  remplaçant  «înw  par  des  expo- 
nentielles imaginaires,  sera  inunédiatement  donnée  par 
•  la  formule  d^EuIer,  en  ayant  soin  d'observer  €[ue  le  se- 
cond membre  de  celte  formule  doit  être  remplacé  par 

r{s)e     '        . 

lorsque  q  a  une  valeur  négative.  On  trouve  ainsi  que  la 
partie  réelle  qu'il  s'agit  d'obtenir  est  zéro  ou 


fn         \   .   nw 


n 


suivant  que  J  >  i  ou»cî  <  i 
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Si  le  point  (a ,  6,  7)  est  intérieur  à  Tellipsoïde 


on  aura 


-7  -*-  il  -*-  ^  <  »  » 
a»        6*        c* 

et  par  conséquent  aussi  d  <^i'^  on  aura  donc  simplement 

H=?>H)j.  v/(-^)('-.*)('4f -^""^  -"^  ■ 

Si  le  point  est  extérieur,  on  déterminera  la  racine  posiv 
ÛTe  unique  X  de  Téquation 

^  «e*  C»  y» 

et  Ton  aura  évidemment  ^  ]>  i  ou  ^  <[  i  »  suivant  que 
6<X  ou  0^  X.  L'expression  de  Â  sera  donc 


n 
1 


Si  dans  cette  dernière  équation  on  écrit' A+d  «u  lieu 
de  6,  et  qu'on  faste 

a'  4-  A  =  a'',      •'  =  ^, 

6'+A  =  *'",      C'=y, 

c'4-A  =  c",      *'  =  7. 
•T.  II.  i8* 
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elle  prendra  la  même  forme  que  lorsqu'il  s'agissait  d'un 
pointântérieur. 

Il  est  inutile  d'ajouter  que  le  pi:ocëdé  que  nous  venons 
d'indiquer  s'applique  k  toute  intégrale  de  même  ftnne 
que  l'intégrale  proposée  S,  quel  que. soit  d'aillears  le 
nombre  des  variables  qu'elle  renferme. 

125.  M.  Catalan  a  été  conduit,  par  des  considérations 
géométriques  très-simples,  à  une  méthode  nouvelle  de 
réduction  qui  s'applique  à  un  grand  nombre  d'intégrales , 
et  notamment  à  celle  qui  donne  l'expression  analytique 
delà  surface  de  l'ellipsoïde.  Reprémoas  la  formule 


jpi  Y%         2* 

et  supposons  qu'il  s'agisse  de  l'ellipsoïde  —  H-  ^  4-  —  c=:  i , 


on  aura 


dz  c*  X  dz  €^  y 

dx  éi*.  z  dy  ^*  «  ' 


,=//^t/!zi(i^t|Ozi). 


Si  l'on  veut  calculer  la  huitième  partie  de  la  surface  de 
l'ellipsoïde,  il  faudra  étendre  les  intégrations  à  toutes  les 
valeurs  positives  de  x  et  de  j^  qui  vérifieront  la  condition 


a:"         r«  < 


Cela  posé,  admettons  que  les  trois  axes  a,  i,  c  sont  ran- 
gés par  ordre  de  grandeur,   de  telle  sorte  que  l'on  ait 
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a  >>  i  >■  c,  et  faisons 


il  viendra  , 

les  limites  de  la  uouvdle  intégrale  seront  fournies  par  la 
condition 


r  + 


,.<.. 


Cette  intégrale  //  ^d^dn  représente  un  solide  dont  Té- 
lément  infiniment  petit  a  pour  base  le  rectangle  d^dn  et 
pour  hauteur  f  ^  elle  peut  être  considérée  comme  expri- 
mant le  volume  de  la  portion  du  cylindre  Ç*  +  >)•  =  i , 
comprise  entre  les  parties  positives  'des  plans  coordonnés 
et  la  surface 

.  ^  ~  ~r=f  «  - ,'    • 

Or  si,  après  avoir  mis  cette  équation  sous  la  forme 

nous  y  regardons  Ç  comme  un  paramètre  variable,  nous, 
conclurons  que  tout  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cy- 
lindre, et  situé  à  une  distance  plus  grande  que  Tunité  de 
Forigine,  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse  dont  Téqua- 
tion  est 

(ç*  -  ^')  r  +  (Ç"  -  «•)«"  =  Ç"  -  I. 

Pour  Ç  =  I  cette  projection  est  Forigine  des  coordon- 

18.. 
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uées^  et  si ,  à  partir  de  cette  limite  inféHeure,  on  bit 
croître  ^  indéfiniment,  on  obtient  une  série  d^ellipses 
concentriques  dont  la  limite  répondant  à  (^  :=  oo,  est  le 
cercle  Ç*  +  >}•  =  i .  D'après  cela  nous  prendrons  pour 
élément  du  volume  dont  il  s'agit  le  cylindre  ayant  pour 
hauteur  Ç,  et  pour  base  le  quart  de  la  couronne  comprise 
entre  les  deux  ellipses  que  Ton  obtient  en  attribuant  an 
paramètre  Ç  deux  valeurs  consécutives  Ç  et  Ç  +  dÇ,  Cette 
couronne  est  aussi  Taccroissement,  ou  mieux  la  différen- 
tielle du  quart  de  Taire  de  Tellipse 

comme  les  axes  principaux  de  cette  ellipse  sont 
le  quart  de  son  aire  sera 


la  différentielle  de  cette  aîre  aura  pour  valeur ^  cf.  AB,  ei 

4 
Ton  aura 

Les  limites  de  ^  sont  bien  Ç  =  i,  Ç  =  00,  car  on  a  réelle- 
ment, pour  f  =  I,  Ç  =  o,  >5  =  o,  I*  4.  ï3«  =  05  pour 
C  =  «>9 1*  +  >î*  =  I5  comme  cela  doit  être 5  l'intégrale 
devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  de  |  et  de  99  propres 

à  vérifier  la  condition  ^*  +  >/•  _  1 . 


VINGTIEME    LEÇON.  277 

L'înt^rale  double  S  est  donc  ramenée  à  une  intégrale 
simple  qu'il  s'agit  d'évaluer.  Pour  cela  posons    . 


d'où 


sin  II' 


,^            mcosu  , 
eUL  = : au, 


Vr»— OT«)(r>— /!>)      \sin'«       Jv/'m^  —  «»sin»w 


fV^m*  —  /i*  sin  »a  i — /ï'  \ 

Par  ce  changement  de  variable ,  Tintégrale  fonction  de  ^ 
se  trouve  décomposée  en  deux  autres 


J'duV^m^  —  /l'sin'a  .    /•  du 

chacune  de  celles-ci  devant  être  prise  depuis  sinii  =  m 
jusqu'à  sinu=:o ,  ou,  en  posant  m  =  sinfx,  depuis  u=  [i 
jusqu'à  u  =  o;  en  renversant  ces  limites  et  posant,  pour 

simplifier,  -=A,  la  différence  des  deux  intégrales  devient 


I  —  n^  ff*  du  Pf^duV^i  —  X'sin'tf 

I         ^  —  m   ]      ; , 

m      J  o  y/^j^A^shVu  «'o  sin*« 

et  en  intégrant  par  par  lies, 

ou 

m  cota  K  I  —  /'  sin^if  H 1       "^ ;  -^ — 
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OU 

du 


m  cotttl/i  —  /*  sin'a  -f-  ffi    I     V/i  — A*  sin*udu-\ 1       — >■  ■ 

Jo  m       Jo      l/i-Xsin'i 

ou,  eu  faisant  usage  des  notations  reçues, 

"^  1 

m  cet  u\/i  —  X*  sin  'a  -f-  mE(k,  ^)  H F(^,  /«). 

Il  reste  à  calculer  entre  les  limites  relatives  à  chacune 
des  variables  ^  et  u  la  somme  des  quantités 

-^    ^      '  1     mcoiu\/i — X*  sin 'If. 

i/(Ç'_«.'XÇ'-«') 

En  exprimant  la  première  en  fonction  de  i/ ,  il  s^agira  de 
chercher,  entre  les  limites  m  =  o,  sîna  =  m,  la  difle- 
rence 

> — -, m*  — sinV£  (i  —  TO*  —  /i*cos'«)sin3 

m  cet  u\/^  I  —  ^*  sm  ^u =  ^ 

sin  u  cos  uy/^m*  —  /i  *  sin  'm         cos  u\/m*  —  ii*sin  '  « 

Cette  valeur  devenant  nulle  à  la  première  limite ,  il  fau- 
dra seulement  y  substituer  sin  m  =  t»,  ce  qui  la  chan- 
gera en 

wiK  I  —  m*K  1  —  «* 

De  tout  ce  qui  précède  on  conclut  enfin  que  la  surface 
totale  de  Tellipsoïde  est  donnée  par  Téquation 

S  =  2ifal/  jl/i— /ii»V/'i— /i»-H wE(X,  ft) 4-  '  "^^  F(X,/n)l 

ou 

S  =  2;rc'-+-     ^"^ l{a-  -   ^*)E(X-,^)  4-  c>F(X,  j-)}. 

K  fl»  —  c* 
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Cette  valeur  diflire,  par  les  notations  seulement ,  de  celle 
qui  a  été  donnée  d'abord  par  Legendre  (t.  P'^  des  Exer- 
vices  de  Calcul  intégral,  p.  109);  pour  l'appliquer  il 
faut  se  rappeler  que 

sin^c  =r  m  = >     co^f*  —  -, 

'^  a  « 

126.  Si  Ton  avait  voulu  ramener  simplement  TintégraleS 
à  une  intégrale  simple  sans  descendre  jusqu'aux  fonctions 
elliptiques ,  comme  nous  venons  de  le  faire  avec  M.  Lo- 
ba tto,  on  aivait  pu  procéder  un  peu  différemment.  Reve- 
nons à  l'équation 


«=?j/^'^''" 


qui  nous  montre  que  S  est  un  solide  dont  l'élément  est  un 
parallélipipëde  ayant  le  rectangle  dl^dm  pour  base ,  et  Ç 
pourbauteur.  Appelons  A  une  surface  qiiî  ait  rfÇ  Jyj  pour 
élément  ou  qui  soit  déterminée  par  l'équation 

A  =  ffd^dn, 
on  pourra  écrire 

S  =  SKdK.    . 

Comme  Ç ,  m  sont  assujettis  à  vérifier  constamment  l'é- 
quation 

(Ç'  -  m»)f>  -t-  (C*  -  «^if*  =  Ç>  ~   I, 

et  à  satisfaire  à  la  condition 

les  limites  correspondantes  de  ^  seront  i  et  00  ;  et  de  plus 
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Â  ne  peut  être  que  le  quart  de  l'ellipse  représentée  par 
l'équation  qui  précède  ;  on  aura  donc 

*  ~ 4  V  ç»_iii«  V  ç»  -  «»' 

4       Ji  V  Çv—  /n»  V  Ç«  ^  71» 

En  effectuant  la  diffërentiation,  réduisant  et  posant 

u=r ^^ . 

on  trouvera 

L'intégrale  double  est  donc  ainsi  réduite  à  une  intégrale 
simple. 

127.  Pour  seconde  application  de  cette  méthode ,  con- 
sidérons Fintégrale  triple 


S  =  fffd»djrdzy/     ,_^._/_;.    . 

dans  laquelle  m,  n,  ^  sont  des  constantes  positives  moin- 
dres que  Tunité,  et  supposons  que  Tint^ration  doive 
s'étendre  à  toutes  les  valeurs  positives  de  Xj  y  y  z  propres 
à  vérifier  la  condition 

J?*   -h  7'   H-  «'   _    I. 
Posons 


>v>  Mïr.« 


j  —  nrx*  —  n^y  —  p^v 

~"        1  —  X»  —  r'  —  a*       ' 
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d'où  ' 

et  appelonsVmi  volume  qui,  ayantpoiirëlément  dxdydz^ 
est  délermiué  par  Féquation 

S  pourra  se  mettre  sous  la  forme  ftdS  \  et  comme  les  li- 
mites de  t  sont 

I  correspondant  à 

x»-f-/»4"«"  =  o,  j:  =  o,  ^  =  o,  »=o; 

<x  correspondant  à 

x*  4-  r*  H-  «*  =   I, 
on  aura 

S  =   C^^' 

rfV  est  une  fonction  de  f  facile  à  dévaluer  -,  en  effet,  puisque 
les  variables  positives  x,  y^  z  sont  assujetties  à  vérifier 
constamment  Féquation  d'un  ellipsoïde  dont  les  axes  sont 

V  ne  peut  être  que  le  quart  ^  ABC  du  volume  de  cet  ellip- 
soïde ,  et  Ton  trouvera  eu  conséquence 

V/(f  —  m»)  (r»  —  /!>)  (^  — /?")  Ki^—m-      r»  —  «>       t»  —  />V 
et^  en  posant 
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S=-«-    —H -T-i ^-r  )• 

0'     \     m     dm  n      an  p       dp  J 

128.  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  ont  été  dé- 
duits de  considérations  géométriques  qui  ne  peuvent  pas 
s'étendre  au  cas  d'un  nombre  de  variables  supérieur  à  3. 
Mais  il  devait  être  évident  à  priori,  que  toutes  ces  consi- 
dérations détournées  sont  l'expression  d'un  seul  et  même 
fait  analytique;  c'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer. 
Considérons  en  effet  l'intégrale  multiple  d'ordre  n 

dans  laquelle  m,  n^  p^.  .  ,^  sont  des  constantes  positives 
moindres  que  l'unité,  et  x,  j^,  ^, . . .  des  variables  posi- 
tives liées  entre  elles  par  la  condition 

.r'   -f-  7'   -h  2*.  .  .   _  I. 


Posons 


et  calculons  Tintégrale  muliïjAeJffdxdydz dans 

laquelle  x,  7,  z, . . ,  prennent  toutes  les  valeurs  propres 
à  satisfaire  à  la  condition 


/*  —  m' 


r'  —  I  ^     r>  —  1   -^  /»  —   1  rrr     ' 

qui  n'est  pas  contradictoire  avec  la  première 

x>  H-  ^>  -+-  z»  -h...  ^  I, 
attendu  que  les  rapports  -^ ,    -^ ,  .  .  .  .  sont 


tous 
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plus  grands  que  Tunité.  Nous  obtiendrons  de  la  sorte  une 
intégrale  définie  exprimée  en  f ,  m,  n,  ^, . . . ,  que  nous 
pouvons  représenter  par  F(t). . .  Attribuons  maintenant 
à  t  une  nouvelle  valeur  d=t  +  rff  et  calculons  l'intégrale 
S  S  S  •  •  •dxdydz,,,  entre  les  nouvelles  limites  qui  se 
déduisent  de  la  condition 

en  y  remplaçant  t  par  9 ,  puis  retranebons  le  premier  ré- 
sultat du  second;  la  différence  égale  h  d.F(t)  représen- 
tera la  somme  des  valeiu*sque  prend  la  fonction  dxdjrd/. . . 
lorsque  les  variables  satisfont  a  la  condition 

/*  —  m»  r*  —  /i* 

-x^-h- h...  =  I, 


r  —  i  r"  —  1 


et  que,  dans  cette  équation,  le  paramètre  t  passe  de  t  à 
t  +  dt.  Par  conséquent,  d'après  les  premiers  principes 
du  calcul  intégral,  on  pourra  considérer  le  produit 
/<i.F(f)  comme  exprimant,  dans  l'intégrale 


la  partie  que  Ton  obtiendrait  en  faisant  croître  le  radical 
de  f  à  t  -f-  dt'^  d'ailleurs  aux  limites 

correspondent  t=  i ,  ^  =  oo;  donc  ,  pour  déterminer  la 
valeur  complète  de  l'intégrale  cbercbée,  il  suffit  de 
prendre  la  somme  des  valeurs  qu'acquiert  la  fonction 
td.F(t)  lorsque  ^,  croissant  par  degrés  infiniment  pe- 
tits, passe  de  I  à  l'infini.  En  résumé  ,  si  l'on  fait 

T{t)  =  ///...rùcrljrdz.... 
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les  limites  étant  déterminées  par  Téquation 
on  aura 

^/./.  /l— /««X*— IfV»— n»3a...  /*.„,, 

fff...dxdydz...s/     ,_^_^._;.^      =/^  ^^  F(/), 

les  limites  de  l'intégrale  multiple  étant  données  par  la 
conditi  on 

X*  -h  r*   -4-  2» .  .  .  _  I . 

Comme  on  a 

on  peut  mettre  l'intégrale  définie  proposée  sons  une 
forme  plus  simple,  où  il  n'y  a  plus  même  de  difTérentia- 
tions  à  effectuer.  Pour  déterminer  la  fonction  F  (f)  restée 
jusqu'ici  inconnue ,  il  suffit  de  recourir  à  la  formide  re- 
marquable de  M.  DiricUet 


pqr,,,  f  «        b 

\        p     q 

dans  laquelle ,  comme  nous  Favons  vu ,  toutes  les  cons- 
tantes étant  positives,  les  variables  x,  y^  z, ,   aussi 

positives,  doivent  satisfaire  à  la  condition 

Pour  appliquer  cette  formule  au  calcul  de  la  fonction 
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F(f  ),  il  suffit  de  faire 

«  r=rC  =  y  =  .  ..=   I, 

on  obtient  ainsi  immédiatement,  à  cause  de 
et  en  appelant  v  le  nombre  des  variables , 

et  par  conséquent 


s  = 


eu  e0ectaantladiflerentiation  indiquée,  on  aura 


1 V» 


Le  cas  où  les  quantités  m,  »,  /^9  •  •  •  sont  égales  entre 
elles  doit  être  remarqué  ;  on  a  alors 


s=///...rf«(r,/...V^-f("'+^'+''+-) 


-{X'+Jr'+Z'  +...) 


<'+ï/       (.'^«-ji 
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En  posant 

t*  —  I  =(r' — /w»)sin'ii, 

il  vient  successivement 

î — /w*siD*a  I — m* 


,  *      rn     ; y 

COS*«  GOS*tf 

,             .sin'a         ,        , 
t*  —  I  =(i  —  m*) .     idi  =z(i  —  m*) 


COS^tf   ' 


,  .,sinarfaV/i — /w»  sin»a 

t^dt  f  t^    ^     \      \k"~  I  .  y ;— -— 

~ 7- ,    =- sm»~'f«/aK  i-in*sm'fl, 

.  iy-'ifi.    .^ 

5>  =  a — ~-  I     sm  ^^'udu  K  i  — m*  un  ■«. 

r(j)  ■'" 

Si  V  est  impair,  l'intégrale  sera  réductible  aux  transcen- 
dantes elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce-,  et  si  v 
^  est  pair,  elle  pourra  s'exprimer  par  des  logarithmes.  Il  ne 

sera  pas  inutile  de  montrer  conunent  s^opère  cette  réduc^ 
tion.  On  a  identiquement,  en  posan^V^i — m'sin'u=:  A, 

sin*""WaA=i:sin'~^tfrfttAH sin '""*«  cos  a  X  —  ?/w*sintt  cosi«/«a; 

d'où 

f  sin'^'arfttA  =  r  sin'""^a</aA~-q^  1   a5[(»  — 4)sin'"^acos*ifiiii  — «n'' 

<jr  flr  «■ 

v  n 

»— 3/-â.    ^_3     ,           F—S  /à.    -,     , 
-4-. -/    sin^    •'«//«A — -  /    sin'      uduA. 
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Cette  équatic^n  iiônne,  en  posant,  pour  abréger, 


,  _(,^i)m'4-(>-3)^  f-4a       . 

Ay^i=:  i ^ --^ —  Af  — J- — ■■ —  Af— 5. 

Fin*  tm* 

i^.  Si  V  est  impair,  on  a 

en  partant  de  ces  vaknrs,  ^on  calculera  facilement  A4, 
Ac,.,.. 
2^.  Si  V  est  pair,  les  termes  initiaux  de  la  série  seront 

Ai=l     siniu/if  V^i — m*  sin^u , 


sb'm/ttl/i— I 
o 


■wsm"«. 


Pour  déterminer  ces  deux  intégrales,  posons 
costt??  j;. 

La  première  se  change  immédiatement  en 

/drV^i  — m*-h»t*.r*  =  i?i  /     £ir  V^/i> -f- jr* , 
0  t/  o 

en  faisant -—  =  n^.  Or,  on  a 

m* 
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donc 

Jo  2.  ^     \  n  J 

I  /           I  —  ut*  ,      /iH-niX 
A,  =  -    I  H 1  1/ ). 

La  seconde  intégrale  se  transfonne  successivement  en 

«r 

A3=i    sina(i — cbs*a)£/aV^i<— iii>sin*a=  Ai  — -m  /   «■drV^/i'+x', 
mais  Tintégration  par  parties  donne 

donc 


A3  =  (^,+ ;^  J  A.  -  ^  = -^^jj^  A.  -  ç^. 


et  enfin 


^-     8iW      "*"" gmï ^VT^T^' 

Les*  deux  premiers  termes  de  la  série  étant  connus ,  oi> 
calculera  facilement  les  suivants. 

Dans  le  cas  particulier  où  /7t=  o,  on  aura 


S 

r 
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%$i} 


Tt  par  suite 

f  -K  t 

.'.'./  *    '  l/^t— jr'— r*— -\~  ^  U/        /  »4-l  \  ' 

Dans  cette  intégrale  les  variabK^s  sont  positives  et  satis- 
foui  Q  la  rond! ti ou 

jr»-H  j'  -i-  i>-h    ..   j-  I. 

129,  La  méthode  de  rëducliou  qui  précède  peut  eue 
présentée  sous  la  forme  générale  suivante.  Supposons, 
i**  que  riiiiégrale  proposée  soii 

i"^  que  les  v  variables  x,  j  ,  «,,..,  positives,  pour  plus  de 
simplicité  j  doivent  toujours  satisfaire  a  la  condition 

^(i-,  j,  3,...)  _  o; 

S**  que  la  fonction  J(x^  r,  ^, .  *  -  )  soil  de  telle  nature 
qu'elle  pienne  des  valeurs  déterminées  et  eouniies  f,^,  T, 
quand  on  fera 

r  ^   jr   —  z.  .  .    =  o,     ^  —  o; 

4*^  que  de  plu5  Tiniéi^raie 

///•  •  '  àxdrdz,  .  .  F(x,  r,*,..0, 
prise  entre  les  limites 


1» 


*oil  connue  et  égale  k  I  (/): 
T.  II. 
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5^  qu'enfin  la  seconde  condition 

n'étant  pas  contradictoire  avec  la  première 

f(j:,   r,  *,...)  ^o, 

en  faisant  varier  /  depuis  ^^  jusqu'à  T,  on  reproduise  tous 
les  systèmes  de  valeurs  or,  j^,  ;?,...  ^  satisfaisant  à  la  pre- 
mière ,  on  aura 


Ce  théorème  deviendra  évident  si  on  répète,  sur  ce  cas 
général ,  les  raisonnements  déjà  développés  sur  un  exem- 
ple particulier. 

Pour  premier  exemple,  considérons  l'intégrale 

-s  =  ///...d:r^r^»...^':r^'«-...('-'"'-y-"^--^/ 

\I  — X*  —  J-^  — «>  — .  .  .  / 

dans  laquelle  les  quantités ;?,  y,  r,...,  or,  6,  y,...  sont  des 
constantes  positives  quelconques;  a,  &,  c,. . .  des  cons- 
tantes moindres  que  Tunité;  m  une  constante  positive 
plus  grande  que  i  ;  et  x,  j^, . . .  des  variables  qui  peuvent 
recevoir  toutes  les  valeurs  positives  compatibles  avec  la 
conditioif 


-.6 


^^-h.;."^  I. 


Si  Ton  fait 

l—rtX    — Aj^  — C3>  — ... 

r*  rr: —  ■ 
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le%  limites  étant  déterminées  par  la  condition 

(/•  —  #i>r*  -h  (**  —  b)x^  -+- "^r-  —1, 


ou 


(vmrmv-- 


on  aura 

S 


puis,  par  le  théorème  de  M.  Dirichlei, 
et  par  conséijaent 

'^^r[Jt^^...y'  '"Lu-—-)  (ï^O  -J- 

Si  les  constantes  a,  bj  c...,  sont  égales  entre  elles,  on  trou- 
vera, en  posant,  pour  abréger,  «""rsô,  --+-|h — •  •  •  =  ^j 

M       G      Y 

I 

L'-C* +/  +  =>+.. .)J 

- f .  _«^    V«)''U )H  r     6^(fl-.)'-«d9 
~^"      '^'     «Cr...r(X)    *^  '        (0 _«)*+.    • 

19.. 
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Si  dans  cette  dernière  a  est  nul,  le  second  membre  se 
réduit  à 


6  m 


en  posant 

T 

Tintégrale  se  transforme  en 


/: 


m(,  _r)*-«fr  =  J^ ^Ld ; 

donc  ' 

La  condition  aux  limites  est  toujours 

Jc"  -h  J^  -4- z>  -{-..._  I. 

Cette  dernière  équation  se  dëdidt  immédiatement  du 
théorème  plus  général  (n**  123)  démontré  d'abord  par 
M.  Liouville. 

Pour  donner  un  exemple  numérique ,  prenons  l'inté- 
grale 

dans  laquelle  les  v  variables  sont  positives  et  assujetties  i 


yihgtième  lbço».  agi 

vérifier  la  condition 

On  peut  évidemment  la  mettre  sous  la  forme 


Xj  y^Zj..,  devant  satisfaire  à  la  condition 
En  employant  la  formule  générale  on  obtient 

Or  en  posant 

et  ayant  égard  à  la  relation 

on  trouve 

'T\JïE2  =  _  /  '  JÇ^^  f  '  illk 


=*      r 


a-)  '<rO 
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donc 

De  cette  équation ,  jointe  à  la  relation  connue 


^(^)^(^)  =  iâT 


on  tirera  successivement 


130.  Pour  mieux  faire  connaître  les  ressotut^es  nouvelles 
que  ces  procédés  ingénieux  ont  créées  à  l'analyse,  repre- 
nons encore,  avec  M.  Catalan,  l'intégrale  d'ordre  », 

S  =  ///•  •  'dxdydz. . ., 

et  supposons  que  les  limites  des  intégrations  soient  déter- 
minées par  la  condition 

X*  r»  a*  < 


;t»  — «I»     ;•»— 6»    ^» 


en  supposant,  i^  que  les  variables  ne  reçoivent  que  des 
valeurs  positives  ;  7.^  que  de  plus  les  constantes  Xi,  a,  &,  c,... 
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sont  inégales  et  telles  que  l'on  ait 

Pour  effectuer  Tintëgration ,  substituons  aux  variables 
Xj  jTjZy, ,  .jfi  nouvelles  variables  X,  fi,  v, . . . ,  liëes  aux 
premières  par  les  équations 

^ 1 i— ---j-  •  — - 


—  a»       »»—  6»       ►»—  <?> 


4-.  ..    =    ly 


Lorsque  n  =  3,  ces  équations  sont  celles  qui  servent  à 
passer  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  système 
de  coordonnées  elliptiques. 

Pour  déterminer  les  limites  de  ces  nouvelles  variables, 
il  faudra  assigner  aux  anciennes  des  valeurs  arbitraires 
satisfaisant  à  la  condition 

puis,  en  désignant  par  /t'  la  valeur  positive  et  plus  petite 
que  l'unité  que  prend  alors  le  premier  membre,  résoudre 
Téquation 

j:»  y  Z» 


t  —  û»      t  —  b*      t  — 


Les  n  racines  de  cette  équation  seront  les  valeurs  de 

X",  |x",  V*, . . . ,  correspondantes  aux  valeurs  choisies  pour 
a:*,  j",  z^j. . . .  Si ,  par  exemple ,  /i  =  3 ,  et  si  x,  /,  ^ 
sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  compris 


\ 
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dans  rellipsoïde  rcpréseiUé  par  réquatîon 

les  trois  racines  de  Téquation  en  t  seront  les  carrés  des 
coordonnées  elliptiques  de  ce  point,  ou  les  carrés  des  pa- 
ramètres des  trois  surfaces  orthogonales  qui  s'y  croisent. 

On  prouve  facilement  que  Téquation  en  t  a  ^  racines 
réelles  (*)  et  inégales  ;  et  Ton  démontre  ainsi  la  possibilité 

(«  Ed  effeij  si,  comme  on  Ta  supposé,  les  constantet  a,  6,  c,. . .  ft»Us- 
Toot  U  condition  a  >  &  >£*,...,  il  suffît  de  poser  successivement  dans 
l^é'iuation 

t  —  a*         t  —  b*         r  —  c' 

•  défttgnant  nnc  quuntité  positive  el  inliniment  petite;  puis  d^obserTer 
les  siennes  que  prend  le  premier  membre  de  cette  équation  pour  affirmer 
que  les  limites  des  racines  x',  /a',  ?%. . .  de  cette  équation  sont  a*  et  &', 

fj*  ut  c* CD.  Si  h  la  place  de  h*  on  axait  rais  +  M,  tes  limites  des 

racinch  eussent  été  —  »  et  a*,  a^  et  fc*,. . .  **  et  c*... .  Pour  démontrer 
la  réalité  des  racines  de  cette  éqiuition,  M.  Plana  a  suivi  une  autre  marche 
qui  consiste  à  poser 

par  cette  substitution  Téquation  proposée  se  décompose  dans  les  deux  sni- 
vantes 

x'(.  ~  «•)__  ^(«  -_6«)  »'  (*  -  c')       ,         _^ 

**6  .r*C  s'g  _ 

Or  la  seconde  exige  évidemment  que  Ton  ait  6  =  o,  c^ost-à-dirc  que  la 
racine  t  soit  réelle.  La  première  de  ces  méthodes,  comme  Fa  fait  obser- 
ver M  Liouville,  parait  se  prêter  diOicilement  aux  équations  transcen- 
dantes ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  cas  où  le  premier  membre,  de- 
venu une  série  convergente,  renferme  un  nombre  infini  de  termes;  on  a 
en  effet  l>e8oin,  pour  l^employer,  de  savoir^  à  priori,  que  Péqnation  dont 
on  s^occupe  n^a  jamais  plus  de  n  racines.  11  &udra  donc  recourir  à  l^rll- 
lice  ingénieux  de  M.  Plana  site  nombre  r  est  infini  ;  Téqualion  peut  alors 
bo  mettre  sous  la  forme 

l  —  a 
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du  système  de  transformations  de  coordonnées  employé 
ici.  On  sait  de  plus  que  les  racines  X',  a*,  i^% . . .  de  cette 
même  ëqoation  satisfont  à  la  condition 


£d  faisant 
oa  iwowfe 

cToù  Pon  déduit 


X,^(?--^,  =  *.      62, 


Or  la  féconde  de  ces  équations  est  absurde,  à  moins  que  Ton  n^att  6=0, 
e*est-à-dire  à  moins  que  la  racine  i  soit  réelle.  Donc  Téquation  proposée 
n^s  pas  de  racines  imaginaires.  Pour  prouTer  qu^elie  n'a  pas  non  plus  de 
mciues  égales ,  il  suffira  dérailleurs  d^obscrver  que  Texistence  d^une  ra- 
cine réelle  multiple  entraînerait  celle  de  Téquation  absurde 


(£-«)• 


La  démonstration  précédente  sVlcud  dVIIc-môiuc  au  cas  où  Téqualion 
donnée  deviendrait 


=/(0, 


/(<;  étant  non  plus  une  simple  constante,  mais  une  fonction  telle  que  la 
qusDtité 

/(«H-SlZ-l') 
se  réduise  à  la  forme 

^ct  B  désignant  des  quantités  réelles  :  cotte  équation  ^n'aurait  alors  ni 
racines  Imaginaires  ni  racines  égales. 

Od  peut  conclure  de  ce  que  nous  Tenons  de  dire  que  si  F  (< }  est  une 
fonction  algébrique  ou  traiiscendante  décomposable  en  facteurs  simples 
sous  la  forme 

""-(-3-(-iy(-:-)'- 

où  ^y  a,  b,  r,...  désignent  des  constantes  roollcs  ijuelconqucs,  et  m,  »,  p.... 
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ce  qui  apprend  que  chacune  des  nouvelles  variables,  à 
Texception  de  X,  sera  c(Hnprise  entre  deux  ternies  oonsé^ 
cutifs  de  la  suite  a,  i,  c,  é . .  • .   Afin  de  savoir  si  ces  deux 


des  etposanU  positifs ,  Téquation 


is=^<') 


n^aura  ni  racines  imaginaires,  ni  racines  égales,  tant  que  la  fbnetioDy  (i  ] 
remplira  la  condition  dont  on  a  parlé  ci -dessus;  cela  résulte  de  cê  que  li 


fonction  Ç|ir^  est  égale  à 

m 
t  —  a 

n                 p 

Posons ,  psr  exemple; 

<f{t)  =COII«, 

pais 

/(0  =  «. 

aetb  étant  deux  constantes  réelles ,  nous  formerons  les  deux  équations 

tang  «  =  —  fl,    tangf  =  —  a  —  è«t, 

que  les  géomètres  ont  déjà  considérées  et  dont  les  racines  sont  ncoeuai- 
rement  réelles  et  inégales. 
En  prenant/*  ((}  =  o,  Téquation 

se  réduit  à 

et  par  conséquent  lorsque  F  (l*  a  la  forme  indiquée  plus  haut,  réquation 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  que 
réquation  F'  (f)  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles ,  quoiqu'elle  puisse  avoir 
des  racines  multiples. 
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termes  sont  les  limites  de  Tintégrale  eorrespondaqte  à 
cette  nouvelle  variable,  recourons  aux  valeurs  de  x', 
y*^  z', . . . . ,  en  fonction  de  X',  /i',  v', . . . . ,  valeurs  qui , 
d'après  la  méthode  d'élimination  de  M.  Binet,  sont  don- 
nées par  les  équations 

(fl»-A')(a'-V)(^'~>')...     _ 
"^  (fl»_^»)(û«-C»)...  ""    ""^ 

^»    ^  (c'~-A»)(r'-^')(c'~>')...    _ 

En  posant  dans  ces  équations 

i*.    .  X  =  j  =  «...=  o, 

auquel  cas  A  =  o,  on  trouve 

a».  x>  =  X»  — fl%     J-»  =»*...  =0, 

ce  qui  donne  A  =  i ,  il  vient 

les  valeurs  limites  de  X  sont  donc  k  et  a.  On  prouverait 
de  la  même  manière  que  les  valeurs  limites  de  /ut  sont  a 
et  &,  etc.,  et  par  conséquent,  pour  embrasser  tous  les  élé- 
ments de  rintégrale  S,  on  doit  attribuer  à  chacune  des 
variables  X,  fx,  v, . . . ,  toutes  les  valeurs  comprises  entre 
les  deux  constantes  qui  comprennent  entre  elles  cette 
même  variable. 
Cela  posé ,  pui^qu'en  désignant  par  A^.  la  fraction 

^n  aura,  en  vertudes  formules  qui  servcntau  changement 
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de  variables  indépendantes 

dxdfdz. .  .  =  A^f . .  .  d^dfidf . .  .  \/\  A    A^ , 


on  aura 

f'k  rb  /'c 


S=/     j    j    ..,dxdfidf..,Xfif...^âk^^^à^. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  applique  à  l'intégrale  S,  prise 
sous  la  première  forme,  la  formule  de  M.  Dirichlet,  on 
trouve 

donc 


■(-^ 


Cette  formule  est  susceptible  de  simplification  :  eu  effet, 
toutes  les  différences  telles  que  X'  —  (ji*  se  trouvent  évi- 
demment élevées  au  carré  sous  le  radical  du  premier 
membre;  on  aura  dès-lors,  sans  ambigmté  de  signes  et 
sans  imaginaires ,     * 


J  aJ  aj  b  y/D^D^, 

P  indiquant  un  produit  de  facteurs  de  même  forme  que 
celui  qui  suit  cette  caractéristique,  tandis  que,  en  dési- 
gnant par  m  la  constante  qui  dans  la  suite  a,  &,  c, . . . 
occupe  le  même  rang  que  a  dans  la  suite  X,  fx,  v,..*i 
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De-  représente  le  produit 

ç*)  (6«  _  o^) (c»  _  cr»)...  f/'  —  (r»)(ir»  — /ll»)(ir»  — /l»)(«^  —/?»).. .(r»  —  r). 

Si  la  dernière  constante  /'  était  nulle ,  alors  le  facteur 
(7*  —  t^  de  D».,  se  réduisant  à  a*,  détruit  le  facteur  a  qui 
se  trouve  hors  du  radical  sous  le  signe  d'intégration  ,  et 
Ton  a 


.'t  Ja  Jb  ^  x/D'D'  D' 


.a^j 


^   /*  » 


A  v/{X»— ii>)(X»  — ^»)...(X'*— f«), 


D^  éunt  égal  à 

En  prenant  dans  cette  formule  n  ==  3  et  calculant 
r(^  )  au  moyen  de  Téqnation  bien  connue 

r(^-M)  =  A*r(^), 

qui  donne  successivement 

r(i  +  i)  =  r(i)  =  ir{i)  =  ±|/ï, 

on  retombe  sur  Tintégrale    triple  donnée  d^abord  par 
M.  Lamé. 
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Leçon  supplémentaire  snr  le  passage  du  réel  à  rimaginaire  dans  la  re^ 
cherche  des  Intégrales  définies.— Détermination  de  quelques  intégrales 
particulières  < 


131 .  En  exposant  le  procédé  si  ingénieux  appliqué  par 
M.Lejeune-DiricUet  à  la  réduction  de  certaines  intégrales 
multiples,  nous  avons  été  forcés  de  recourir  à  une  formule 
très-remarquable  donnée  d'abord  par  Euler ,  et  démontrée 
depuis  rigoureusement  par  Poisson*  La  démonsiration  de 
Poisson,  longue  et  difficile,  s'appuie  sur  l'intégration 
d'un  système  d'équations  simultanées ,  ce  qui  est  réelle- 
ment un  cbemin  détourné.  Pour  remédier  A  cet  incon- 
vénient et  ne  pas  renvoyer  à  la  seconde  partie  du  Calcul 
intégral  la  recherche  d'une  intégrale  définie,  nous  avons 
été  amenés  à  exposer  avec  quelques  détails,  dans  une 
leçon  supplémentaire,  deux  des  Mémoires  de  M,  Cauchy; 
ce  sont  peut-être  les  plus  remarquables  et  les  moins  con* 
nus.  L'un,  ayant  pour  titre  :  Mémoire  sur  les  intégrales 
définies j  faix  partie  des  volumes  de  l'Académie  des 
Sciences  •,  l'autre  sous  le  titre  :  Reclwrche  éCunc  formule 
générale  qui  fournit  la  valeur  de  la  plupart  des  inté- 
grales définies  connues  et  celle  d'un  grand  nombre 
d'autres  j  a  été  inséré  dans  les  Annales  de  M.  Gei^onne, 
tomes  XVI  et  XVU.  On  trouvera  d'ailleurs  dans  cette 
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leçon,  el  les  vraies  bases  du  passage  du  réel  à  l'imaginaire , 
et  un  procède  très-ingénienx  et  très-gënéral  pour  la  dé- 
termination d'une  multitude  d'intégrales  définies. 

Soit  F  (2)  une  fonction  quelconque  de  la  variable  z^  et 
supposons  c[ue  z  soit  lui-même  une  fonction  de  deux  aur 
très  variables  x  et  y  y  les  dérivées  de  Tintégrale  fF(z)dz 
prises  tour  à  tour  par  rapport  kxetk  y  seront  respecti- 
vement 

F(,)  g  =  F(«)D..,     F(.) ^=  F(«) D, *. 

La  dérivée  du  second  ordre  de  cette  même  intégrale,  prise 
par  rapport  aux  deux  variables  xety,  sera  ou 

ou 

PI  Ton  aura  par  conséquent 

IV.F(s)D,«  =  D,.P(*)D,z. 

On  veut  vérifier  directement  cette  équaUon  en  effectuant 
les  différentiations  indiquées  :  elle  est  identique  ou  sub- 
siste quelle  que  soit  la  fonction  de  x  et  de  y  que  Ton 
prenne  pour  z  *,  elle  subsistera  si  Ton  suppose  cette  fonc- 
tion en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire.  Ainsi ,  par 
exemple ,  si  «  et  j^  désignent  deux  fonctions  réelles  quel- 
conques de  X  et  dey,  on  pourra  faire 

*  =  «  H-  f»  V/—i; 
alors,  si  Ton  suppose 
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dx             dx                    dy               dy 

=  Q, 

dx             dx                    dy               dy 

=  S, 

Téquatioii 

D,,F(.;D.»  =  D,.F(z)»,t 

deviendra 

//>-   •    dy  dx        dx 

et  se  partagera  nécessairement  en  deux  autres 

rf)^        rlc'       dy        dx' 

On  peut  encore  vérifier  immédiatement  ces  deux  équa- 
tions en  différentiant  \  elles  renferment  toute  la  théorie 
du  passage  du  réel  à  l'imaginaire.  H  ne  reste  plus  qu  a 
indiquer  la  manière  de  s'en  servir.  Multiplions  les  deux 
membres  par  dxdy^  elles  deviendront 

dxdjV  =  dyd/l ,     dxdySi  =  dy  d,  S. 

Si  maintenant  on  intègre  par  rapport  à  x  et  ky^  entre 
les  limites  Xq,  X,  j^^  Y,  l'une  des  intégrations  s'effec- 
tuera toujours  ;  et  si  l'on  désigne  par  P^^,  Py,  Rr»,  Ry? 
Qx.,  Qx>  S^oi  Sx  les  valeurs  des  fonctions  P,  Q,  R,  S 
correspondantes  à  Xq,  X  oxxy^^  Y,  on  aura 


nX  rX  />\  /.Y 

/     Ptc/x-/     P,/a:=:/    Qx^T-/    Qx.^J, 

rx  rx  /«Y  /.v 


en  supposant  toutefois  qu'entre  les  limites  des  intégra- 
tions les  fonctions  P,  Q,  R,  S  conservent  toujours  une 
valeur  déterminée. 
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Si  Ton  fait 

Xo  =  o,   X  =  a:j    /o  =  o,  Y=/, 

cl  si  Ton  représenté  par  p  et  r^  ç  et  s  les  valeurs  que 
premient  les  fone|ioQS  P.et  R.  pour  j^=:o,  Q  et  S  pour 
.r  =  o ,  il  Tiendra 

t/o  Vo  «/o  t/o 

i\dx  -~f'nix=:  rSdy  —  /"^  J^r- 
t/o  t/o  «/o  i/o 

i32.   \^  Application •     u:=^Xy  sf^^^y^     on  aura 

du  du  dç  dp 

-=i,     _  =  o,     -  =  o,     -=., 

P  =  U,      Q=— V,    R=V,     S  =  U. 

Si  Ton  fait  de>>pluâ 

F(x)  =  fl.,     F(/V/^)=C7-h  r»/~, 
on  aura 

et  par  suite 

f Urfr—  f'wdx—  r^dx  —  f^V^^, 
•/o   •  t/o  •/©  »/o 

Jo  Jo 

Ces  deux  équations  peuvent  être  remplacées  par  la  seule 
formule 

r¥{x'hf\/^)dx  ^  rVix)da: 
t/o  Jo 

T.  II.  ao* 
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Exemple:  Faisons 

F(s)  =  ^-, 
on  aura 

U  =  e^tr**  oosxrr, 

et  par  suite 

•7   0  «/o  t/o 

Si  Ton  suppose  infinie  la  secondé  des  limites  x,  les  deux 
quantités 

e-^*  /    tf^*sina«frf^,     r^  /    e^cosajy^T, 
•/  o  «/o 

s'évanouiront  ^  et  Ton  aura  simplement ,  en  faisant  jr = a, 

j    e^*  sin  2axdx  =  er'*  j .  e'^dx. 

a"*  Application.     u=ax^   v^zszixy]     a  étant  une 
quantité  constante,  ou  aura 

U -h  V  V/^^i  =  F(ar-h*r  Ï^'^'—^O. 
(fil  </r  du  dv 

0^  =  "'  .di  =  ^'  ^  =  °'  ^-'' 

P  =  aU  — Yr,    Q=  — Vx,     R  =  Ur  +  «V,    s  =  u*. 

Si  l'on  fait  de  plus 

F(«x)=«',     F(o)=*, 
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on  aura 

p=zaw^     q^=iOy     r=o,     /  =0,     A  =  o, 
à  moins  qne  k  ne  soit  infini.  Cela  posé,  on  aura 

Jq  Jo  Jo 

Ces  deux  équations  peuvent  être  remplacées  par  Téqua- 
tion  unique 

=  x»/^/    F(tfx-«-jrrï/^)ûr/; 
on  pourra  encore  donner  A  ces  deux  équations  la  forme 

Si  la  valeur  extrême  de  x  est  teUe  que  les  deux  quantités 
xU,  xS  s'évanouissent  quel*  que  soit^,  on  aura 

xTvdfzzzx  r^dy^o, 

Jo  Jo 

et  par  suite 

f'lidsr=      --— -  Ç'awdx, 
Jo  a^-hjr^Jo  • 

f'ydx=z -^3!1_   f'atvdx. 

Jo  a^-hy^Jo 

En  faisant  j'rs:  6,  ces  deux  équations  pourront  être  rem- 

ao.. 
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placées  par  Téquation  unique 

(fl4-^j/ZrF)   rT[{a  -^  b)/^)x]iix=  j'aYiaxjdx. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  U  et  V  s'évanouiront  par 
la  supposition  x  =^  oo  ;  on  aura  alors 

[a^h  t/^)  /   F  [(«  -H  b\/^)x]dx  =  j    F(x)</x. 

Si  dans  ces  équations  on  suppose 

n  étant  un  nombre,  réel  quelconque,  on  aura 

F  [{a  4-  bV/^)x]  =  (fl  4-  bV/^^^'^af^'f{ax+bx\/^\ 

et  en  posant  ^ 

a=rco8«,     b  =  rsînff, 
a -h  b\/ — I  =r(cos*-f-V^ — i  sinC), 

(a -h  *l/^)""' = /•"-•  [cos(/i  —  i)  «4- V/-^8in(/i  — i)«i], 
et  par  conséquent 

/    ^"'/['•(cos»  -h  V/^  sinC)x]  dx 

cos/tflt  —  i/— I  sin/iae  (^ ^^^  ^,  .  , 
= p; j^^./(x)rfx. 

On  a  d'ailleurs  a'  +  i"==r?,  a  =  arctang  -,  cette  nota- 
tion désignant  toujours  le  plus  petit  des  arcs  qui  a  - 
pour  tangente^  et  si  Ton  fait 

/[r(cosa  H-  V/^— i  sin5)x]=U  +  VW^— i, 
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cette  dernière  équation  équivaut  aux  deux  suivantes 
J^U*-«rfr  =  -J?^  J*x-«/(x)d:r, 

i"  Exemple  :  Posons      y*(x)  =  e~',      il  viendra 
J    jgir-.  ^-«  (cosftx  H-  l/^  sin ^j:)  i£r 

cos/i«  — V^ — I  sin/iât  /^ j 

/'*                                                COSIZ0         /•* 
j^^e"**  coibxdx=z I    jj*"«e"'d!r, 
o                                                       '^J  o 

/*^  SÎn/iet  f^ 

J  o  ^  «/  o 

Si  Ton  observe  que  Fintégrale 

o  • 

est  précisément  celle  que  nous  avons  désignée  par  la  no^- 
tatîon  T{n)^  la  première  de  ces  équations  deviendra 

en  faisant  a  =  o  on  aurait 


«  =  arc  taog  OP  =  - ,    r=zlf^ 


et  remplaçant  alors  n  par  a,  on  aura 


..OD 


—  I 


c'est  précisémcm  la  formule  d'Euler:  elle  équivaut  aux 
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d.eux  ëquations 


cos- 


aw 


•  af^^cK^bxdx:= — _r(fl), 


sin  — 


En  posant  dans  la  formule  d'Euler  x  =  (y  +  6)",  a  =  j, 
et  ayant  égard  aux  équations 

on  trouvera 

C'est  la  seconde  formule  employée  par  M.    Diricblet 

(p?  124). 

a">*  Exemple:S\  l'on  faisait /(or)  =e-<'+'^',  on  aurait 

/  [ax  •+-  bxV"^  )  =  g**'*- C«+0«  [cos2bx{ax -h  c)  —  l/^ 8iij2*:r(fljr-f  f 
U  =       g**'*-C«+*)«cos3*x(iM?-«-r), 
V  ==—  c**''-C«»+0»  sin iibxlax-^c), 

•/  o  !!•/  o 

1 33.  Nous  ne  pousserons  pas  pins  loin  l'application  de  ees 
principes.  Passons  à  la  recherche  de  la  formule  générale 
qui  fournit  la  valeur  d'un  très-grand  nombre  d'intégrales 
définies. 

Supposons  c[ue  la  fonction 
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s'évanoaisse,  i®  pour  x  zs  ±icoy  qnelquesoit^;  a^pour 
j-  =  oo,  quel  ijoe  soit  x,  et  conserve  une  valeur  unique  et 
déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  renfei^ 
mées  entre  les  limites 

X  =  —  oc,     j:  =  H-  GO,    r  =  o,     7  =  a; 

si  après  avoir  cherché  les  racines  réelles  ou  imaginaires 

de  Téquation  ^j-^  =  o  »  on  désigne  par  x^  Xt,  Xs, .... 

celles  de  ces  racines  dans  lesquelles  le  coefficient  del/^ — i 
est  positif,  et  par  F|,  Fi,  Et, les  valeurs  que  re- 
çoivent les  produits 

fF(*. +•),     iFfx. -hi),     iF(a?3-hi),..., 

lorsque  £  se  réduit  à  o;  alors,  comme  nous  Tavons  vu,  en 
posant 

A  =  2»- (F.  -h  F.  -f.  F3  H-...)\/Z7, 


on  trouvera 


*r  —  OD 


Comme  cette  formule  fournit  les  valeurs  d'une  multitude 
dlntégrales  définies ,  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  donner 
une  démonstration  directe.  Elle  se  dëduit  trè»-facilement 
d'un  théorème  que  nous  allons  établir  en  peu  de  mots. 
Si  Ton  désigne  par  F(x)  une  fonction  telle  que  Texpres- 
sîon  F(x  +jr  V^ — 1  )  s'évanouisse ,  i^  pour  x  =  ±:  00 
quel  que  soit^;  a°  pour  j^  =  00  quel  que  soit  x,  et  de- 
meure toujours  finie  et  continue  entre  les  limites 

x  =  —  00,     xrrrob;      r=0>     ^'=00> 

et  si  de  plus  on  nomme  F  la  limite  vers  laquelle  con- 
verge le  produit  xF(x),  tandis  que  la  valeur  numérique 
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de  X  devient  infiniment  grande ,  on  aura 


Démonstration.  Pour  établir  ce  théorème  j  nous  cher- 
cherons d'abord  la  valeur  de  l'intégrale 

On  a  généralement 

et  si  Ton  intègre  les  deux  membres  de  Téquation  précé* 
dente,  par  rapport  à  a:  et  à  y,  entre  les  limites 

x=: — X,     j:=-f-X;    7=0,     jr=ioSy 

on  en  tirera 

puis,  en  ayant  égard  à  la  condition  F{x+  00 V^ — i  )=o, 

Si  maintenant  on  attribue  à  la  quantité  X  une  valeur 
très-grande ,  on  aura  successivement 

x-^^^^I^^)F(x4-r^/=T)===(-x+/^/=:7)F(-.x4•/v/^;- 

et  par  suite 
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d'où 


dy 


Cette  dernière  équation  deviendra  rigoureuse  si  l'on  pose 
X  =  oo,  et  l'on  aura 

Observons,  toutefois,  que  si  l'intégrale  définie 
/        Y{x)dx 

est  du  nombre  de  celles  dont  la  valeur  générale  est  indé- 
tenninée,  la  formule  qui  précède  fournira  seulement 
celle  des  valeurs  particulières  de  l'intégrale  que  nous 
avons  désignée  sous  le  nom  de  valeur  principale. 

Corollaire  i"'.  Lorsque  la  quantité  désignée  par  F 
s  évanouit,  l'intégrale  proposée  n'admet  qu'une  setde  va- 
leur qui  se  réduit  à  zéro,  en  sorte  qu'on  a 

r      Y{x)dx=zo. 

Ainsi ,  par  exemple,  si  l'on  prend 
p/  X tf«*l/^— I — é^ eos ax -hV^ — i  sin ax         e' • 

on  trouvera 

X»     cosax-hV^ — tsinax  ,               /•«        dx 
— • dx  —  c""  I         =  o. 
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et  par  suite 


/  coseix    ,  /»  < 

/  — — rcùr  =  c-«  / 


X 


sina^ 


=  7rtf- 


—  00    1-4- X* 


dx^=z  o. 


Corollaire  a»«.  Si  Ton  daigne  par  F(x),  F{x)  deux 
fonetionsqui,  considérées  isolément,  ne  Yérifientpasles 
conditions  énoncées  dans  le  théorème ,  mais  dont  la  dif- 
férence ¥{x)  —  F{x)  satisfasse  aux  conditions  dont  il 
s'agit  \  alors,  en  représentant  par  F  et  Jï'les  limites  vers 
lesquelles  convergent  les  produits  xF  (x),  xF{x%  tan- 
dis que  la  valeur  numérique  de  la  variable  x  croît  de  plus 
en  plus ,  on  aura  évidemment 

(        [F(x)-F(ar)]d:r=r(F^F)V^:r7, 
et  par  suite 

*/— ao  J  —  00 

Les  intégrales  comprises  dans  cette  dernière  formule, 
doivent  encore  être  réduites  a  leurs  valeurs  principales. 
Si  la  quantité  F  s'évanouit ,  on  aura  simplement 

/*     Y{x)dx  =  f      F{x)dx  -h  rFî/^. 

J  -^Gfi  J  —  00 

Corollaire  3"®.  Supposons  que  l'expression 

s'évanouisse  toujours,  i*  pour  x=  ±:  oo,  quel  que  soitj^j 
a°  pour  y  =  QOy  quel  que  soit  X,  mais  devienne  infinie 
pour  un  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  positives  ou 
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n^atives  de  x  et  de  valeurs  nulles  ou  positives  de  y. 

/oo 
F(x)€£r,  à  Taide 

de  la  formule  donnée,  il  suffira  de  trouver  une  fraction 
radonnelle  de  x  telle  que  la  différence  F  (x)  —  F{p^^ 
remplisse  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème.  Cou- 

sidâ^ns  d'abord  le  cas  oùrexpressîonF(x  4-jV^ — *) 
devient  infinie  pour  x  =  a,  j^  =  i ,  i  représentant  une 
quantité  positive  ou  nulle.  Faisons,  pour  abréger, 

et  désignons  par  Fi  la  limite  vers  laquelle  converge  le 
produit  {x —  Xi)F(a:),  tandis  que  le  facteur  x  =  Xj 
converge  vers  zéro  :  la  différence 

P(,)_   _.?!_  ^•(•r-*.)F.(x)-F, 

X  —  Xt  X  —  Xj 

obtiendra  en  général  une  valeur  finie  pour  x  =  X]  ^  et  si 
entre  les  racines  de  Téquation  —7-7-  =  o,  la  racine  Xj  est 

la  seule  dans  laquelle  le  coefficient  de  V^ — i  soit  po^tif , 
cette  différence  remplira  les  conditions  énoncées  dans  le 
théorème.  On  pourra  donc  prendre 

F{x)  =  -I^  =. -^-'  --^^_ 

X^X,         X  — fl— ÔV/^i' 

Cela  posé,  on  trouve,  i<*  F=  Fi^ 
a^Sii  est  nul, 

f"F(,)d:r=F,Hlr^I^  =  F.lin.il(|llfy  =  o, 
et  si  b  est  positif, 


f(T)(5 
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on  aura  donc,  si  b  est  nul , 

J  — OD 

si  i  est  positif, 

f      Y{x)dx=  ajrF,»/^. 

Si  b  devenait  négatif,  on  devrait  prendre  F(x)  =  o,  et 
Ton  aurait,  en  conséquence, 

134.  Pour  établir  les  formules  qui  précèdent,  nous  avons 
supposé  que  leproduit(j:  — Xi)  F(a:)convergeaîj  vers  une 
limite  finie  F, ,  tandis  que  le  facteur  x — Xi  s'approchait 
indéfiniment  de  o.  Supposons  maintenant  que  ce  produit 
ait  une  limite  infinie,  et  que  dans  la  suite 

(x-*OF(*),     (*-x,)»F(*),...,     (x^x.)«F(ar), 

le  terme  (x — Xt)""  F(x)  soit  le  premier  qui  ait  une  limite 
finie  ;  alors ,  si  Ton  pose 

(*  -  x.)-F{*)  =  /(x)  =/(*.)  -1-  î-=^  r  (x.)  +... 

-^..a.37.r;-'./^-'H-.)  +  (x-x.)-,(x). 

la  fonction  <f{x)  conservera ,  en  général ,  une  valeur  finie 
pour  X  =  X)  et  remplira  la  conditioA  énoncée  dans  le 
théorème.  Comme  on  aura  d'ailleurs 


f(x)  =  F(x)- 


/'(*.)__!__     /"('•) 


I       (.r — x,)"""  1.2     {x — or,)*"* 

1 ,2.3. .  .{m  —  i)x — x/ 
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il  est  dair  qu'on  pourra  prendre 

j,(^.  _/'('.)_i__H./>i)  __!__  + 


1.2.3...  (m — i)  X — Xx' 

En  adoptant  cette  valeur  de  F(x)j  on  trouvera 

^  ^         /(-' >(xO 
*       i.a.3. ..  (m  —  i)' 

et  par  conséquent  Tëquation 

f^  ¥{x)dx  =  J^^F{x)dx-hn{F^-T,)\/^j 
continuera  de  subsister  pourvu  que  Ton  suppose 

F,  =      -^r^'^^^'^    ,  =  Hm 5-i r D:-'(ar-x,)-F(x). 

i.a.3...(m— i)  i.2.3...(m— i)    '    ^        v     v  y 

On  trouvera  encore  dans  cette  hypothèse ,  i^  lorsque  b 
étant  nul,  les  expressions 

/(-0(x),    /(-*)(x),    /(-«)(x),..., 

se  réduiront  toutes  à  zéro, 

/F(x)d:r  =  o; 
—  oo 

1^  lorsque,  b  étant  nul,  quelques-unes  des  mêmes  ex- 
pressions obtiendront  des  valeurs  différentes  de  zéro, 

/oo 
F{x)cùr=:dtoD; 

3^  lorsque  b  sera  po3itif , 

F{x)dx  =  ar F,  ï/^. 
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Par  suite,  les  formules 

f       ¥{x)dxz=  »F,V/— I   ou    f     F(x)i/x==  arf.V^^ 
J  — oo  J  — oo 

subsisteront  si  la  racine  de  Féquation  =7-7-  =  o  est  une  ra- 

cine  imaginaire  dans  laquelle  le  coefficient  de  V^ — 1  soit 
positif,  ou  une  racine  réelle  pour  laquelle  les  expressions 
/<"-•'  (x),  /("-♦)  (jr),  /("-«^  (or), . . .  s'évanouissent. 

Si  dans  la  racine  Xi,  le  coefficient  de  V^— i  était  néga- 
tif, on  retroiiverait  la  formule 

/_%(x)^==  o. 

Si  Téquadon  =7-^  =  o  admettait  plusieurs  racines  Xu 

¥(x) 

Xi,  Xg, .  • . ,  alors,  pour  obtenir  la  valeur  de  F(x)  propre 
.  à  remplir  les  conditions  prescrites,  il  suffirait  d'ajouter  en- 
semble les  valeurs  de  F(x)  correspondantes  à  ces  di- 
verses racines. 

435.  Les  formules  qiii  précèdent  réduisent  la  détermi- 
nation des  intégrales  qu'elles  renferment  à  la  recherche 

des  racines  de  l'équation  =7—;  =  o. 

¥{x)  ' 

La  formule 

f      V{x)dx  =  A 

peut  d'ailleurs,  si  l'on  veut,  être  remplacée  par  la  sui- 
vante 

«/  —  00  i 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'on  ait 
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?  (m)  >  X  (^)  9  4^  0^)  > désignant  des  fonctions  ration- 
nelles des  variables  u,  t',  tv, . . . ,  et  tt ,  «^,  w, . . . ,  fÇx) 
représentant  des  fonctions  de!  a:  qui  restent  complètement 
déterminëes  dans  le  cas  même  où ,  après  avoir  remplacé  x 
par  jc  +y  V^ —  i ,  on  attribue  à  x  une  valeur  réelle  qufll-- 
conque,  et  à  j^  une  valeur  réeUe  positive.  Concevons 
d'ailleurs  que  la  fônctiony*(x)  ne  devienhe  jamais  infinie 
pour  aucune  valeur  finie,  réq^e  ou  imaginaire,  de  la  va- 
riable X  'j  pour  oktenir  les  racine»  de  Téquation  =rr-x  =  o , 
il  faudra  d'abord  chercher  celles  des  é<]^ations 

dans  lesquelles  les  fonctions  (f  (ii)^  X  W>  ^  (^)>  *  •  ■  sont, 
par  hypothèse ,  rationnelles.  Supposons  ces  mêmes  équa* 
tions  résolues,  et  soit  h  +  k  V^ —  i  une  de  leurs  racines, 
on  n'aura  plus  à  résoudre  que  des  équations  de  la  forme 

»==  A-+-i^'V^— I,    f  ==•  à  •+-  i-  V^— ^  1 9  •  •  •  ; 

chacune  d'elles  fournira  une  seule  racine ,  dont  il  sera  fa- 
cile de  fixer  la  valeur,  si  Ton  a  pris  pour  m,  «^,  w,...  quel- 
ques-unes des  fouctions 


1  [r sinô  -h  (rcosô  —  x)  V^—  i] , 

r  et  5  étant  des  quantités  positives  et  B  un  arc  compris 
entre  les  limites  o  et  w.  En  effet ,  en  posant ,  pour  abréger; 

P  =  (A»-4.^»)ï,     #  =  arctang-, 
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on'  trouvera  poiir 

peur     .  . 

a?=r  — tf*8in^H-(tf*co8A:-:r.r)  V^ —  i ; 
pour  « 


et  ainsi  du  reste. 

Si  Ton  prenait  pour  11 ,  v^  iv, . . .  quelques-unes  des 
fonctions 

iinéx,  coséx,  ^,  e***^^^',  ^(«+*^=l)x^ 

a,  &  désignant  des  quantités  quelconques,  et  r  un  nom- 
bre inférieur  à  Tunité,  chacune  des  équations 

aurait  une  infinité  de  racines.  Ainsi ,  par  exemple ,  en 
représentant  par  n  un  nombre  eâtier  quelconque,  on 
trouverait,  pouf  sin  i:t  =  o , 


pour 


cos 


j,...,      *  =  :îl  — ; 

ia:  =  o , 


VINGT-UNIEME  LEÇON. 

pour  e*'  =  A  -t-  Ai  V^^, 

pour  e(«  -»-  * \/^^)'  :=  h  +  k  \/ — i, 


3ai 


vtn\ 


-=7], 
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a  -^h  V^ — I 

Alors  la  somme  désignée  par  û  se  composerait,  en  géné- 
ral, d'une  infinité  de  termes,  et  par  conséquent  Tinté- 

grale   f       — ^-^ ^- — ^  dx   se   trouverait   représentée 

par  la  sonmie  d'une  série  infinie. 

136.  En  ayant  égard  aux  diverses  remarques  que  Ton 
vient  de  faire,  on  déduira  des  équations  fondamentales  une 
multitude  de  formules  générales  propres  à  la  détermina- 
tion des  intégrales  définies  :  nous  nous  contenterons  d'en 
citer  quelques-unes.  En  désignant  par  riine  quantité  po- 
sitive, et  par  m  un  nombre  entier,  on  établira  sans  diffi- 
culté les  formules  générales 


'F(x)-F(-X)^^; 


2  K  — I 


T.  II. 


21 


322 

/: 


F(x) 


00/. — xy^ 
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-lir  =  O, 
1 


>(r-xV/-i)'" 


Soît  maintenant  (f(x)  une  fonction  rationnelle  de  la  va- 
riable X,  et  concevons  qu'après  avoir  calculé  les  diverses 

racines  de  Téquadon  —r-r-  =  o,  on  représente  par 

Tune  quelconque  de  celles  dans  lesquelles  le  coefficient  de 
l/^ — 1  est  positif.  Soient  de  plus  n  le  nombre  des  racines 

égales  à  A  4-  *  V^^^^^  e  une  quantité  infiniment  petite, 
et  H„9  K„  deux  quantités  réelles  déterminées  par  la  for- 
mule 

H„  +  K.  v/^  =  -—-4 — zK  [**^(^  ^-  ^  ^'^^  -+-  4 

qui  deviendra  simplement 

H  ^  K  l/~  =  %p  {h  -^  k  »/H7  -f- 1), 

si  une  seule  racine  est  égale  à  A  +  A  V^ — i . 
Soit  enfin  f  (x)  une  fonction  telle  que  Téquation 

n'admette  point  de  racines  dans  lesquelles  le  coefficient 
de  1/ — i  soit  positif,  ou  du  moins  qui  ne  produise  dans 
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la  valeur  de  A  que  des  termes  dont  la  somme  se  réduise 
à  G  ^  on  tirera  de  Tëquation 

f    ^F(x)^  =  il 

'     1.5,3.,,  (iîï  —  i)   ' 

les  expr«ssioTTS  K — E\/^^t,  Kt  —  H,!/ — j,..,,  de- 
vant être  réduites  k  moitié  cpand  la  quantité  k  devient 
nulle.  Ainsi ,  par  exemple  ^  a,  &,  r  désignant  loujours 
des  quajitités  positives,  A  +  fc  V^ — i  une  dés  racines 
inégales  de  l'équation 

Tii  et  p  ce  que  nous  avons  déjà  vu,  on  aura 

X 

^  1-^  \^:^)'^'p{jr)tix  =  —  Sîr  [(k  — H  l/^)  {à^  h  \/^-^T'  ^.„], 

te  _  ^^ 

^  fi^V/- 1  p  (x}cf^  ^  ->  25r  [(K  —  H  l/^  )  e-*'  (coi  &A  +  }/^%i  n  ^^/j)  -h  - .  JJ^ 


Chacune  de  ces  formules  se  déeompoaera  en  deux  équa- 
tions réelles,  loisqu^on  égalera  séparément  à  o  et  Ips 
parties  réelles  des  deux  mcmlires,  et  les  parties  multi- 
pliées par  \/— ï-  En  opérant  ainsi,  et  prenant  pour  y(^) 
une  fonction  réelle,  on  obtiendra  une  multitude  de  for- 
mules  parmi  lesquelles  nous  citerons  les  suivantes  : 

ai* . 


.• 
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Ê 

/  V'^(*>ir  =  ^  {,-  [i+*co,(i-«)(f  +  .)-*rin(i-«)^+  .]  -f- 

j^    co»*x^(jr)d:r  =  —  2»[(Kco8AA-h  HsinAA)^-"  H- J, 

J^^sin  6j:^(jr)i£r  =  —  a»  [  (KsinôA  —  H  cos^/i)^-**  -4- ]. 

Si  maintenant  on  attribue  aux  fonctions  F(x),  t(x)y 
f  (x),  ou  bien  aux  constantes  a,  &,  r, . . . .  des  valeurs 
particulières,  on  déduira  des  formules  générales  la  plu- 
part des  intégrales  définies  connues  ,  et  une  infinité 
d^autres  nouvelles.  En  voici  seulement  quelques-unes  : 

J  o    \   -\-  X       sinair       J  o    i   —  x 
r^  x*dx    I  j^  dx «r  ait 

t/      o  X 


/- 


-ha/xcosO  4-r»       siiKir    sinO  ' 


^■sec^ — 


/      -^(lx>iir  =  -       , 

/••                 rrfr          «•./•».,       jrdLr         r     . 
f     ces  bx  ---; — -  =  -  e-*'-,     /      sm  bx-- -=  -«?-*^, 

I     cosfrx = sin  br,    I     sin bx =  -cos »/•, 

Jo  X»—  ^*  2  'jo  X»  —  r»2 

/•^sinftx^         «•      r^siné^x    /-lir         sr,  ., 

J  o       X  a     J  o       X     X*  H-  /*       2^  ' 

137.  Nous  avons  vu  que  lorsquelafonctionF(x'+yV^--v 
s'évanouit  pour  x  =  db  od,  quel  que  soit  j*,   et  pour 
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y  =  db  OD,  quel  «piesoit  or,  an  a  û  =  o.  Alors  si  Féqua- 

rion_>  >    =  o  a  une  infinité  de  racines,  la  formule 

A  =  O  renferme  un  nombre  infini  de  termes ,  et  peut 
être  appliquée i  la  sonmiation  des  séries.  Ainsi,  par 
exemple ,  si  Ton  prend  snccessiTement  I 

«/  X  /  \COêrx         .  .  .  .sinnr  | 

F(x)  =  ^(x)  -; ,     F(x)  =  f  (x)  -: , 

r  désignant  un  nombre  entier  inférieur  i  tt,  et  f  (x)  une 
fraction  rationnelle  dans  laquelle  le  numérateur  soit  d'un 
degré  plus  petit  que  le  dénominateur,  on  déterminera 
immédiatement ,  i  Faide  de  l'équation  û  :;=  o,  les  sommes 
des  séries 

x,(o)_  f(lht£Lli)eo.rH.£{±t^(z2.)eo.«r-eU:.. 

\_i — Zl /jinr-h^^^-^ — ^ ^smar  — etc. 

a  a 

Si  Ton  fait  d'ailleurs 

js  =  ±  (a/if  -+-»)«•  rt:  /y 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque ,  l'arc  s  restera  en- 
tièrement arbitraire,  et  ces  séries  deviendront 

a  a 

Enfin  si  l'on  pose  5  =  o,  la  première  de  ces  séries  sera 
réduite  & 

ly  (o)  H-»(')  +;<-  ■>  +  ♦^'^  -^/(-  "^  -f-c»c.> 
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en  attribuant  a  f  (x)  la  ¥aleiir  paiticidière 

on  obtiendra  la  (armvie  connae 

XII  I  r  w 

-  -tH--i h-; — 7  H--; h- . .  = —cot»if. 

Si  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  cette  der- 
nière équation  par  audu^  on  Fintègre  par  rapport  i  at , 
et  à  partir  de  u  =  o,  on  trpuvçin 

,î^=,i(,-..,-.,(.-j)+i(.-i)+«.. 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

lsin»a=/»4-/«+I{i  — «04-1^1— ^'Wl^i  —  j^-h...., 

et  par  suite 

Mn»«  =  «(i-«')(.-^)  (,-|) 

Si  Ton  pose  maintenant  u  =  \^  on  obtiendra  la  formule 
de  Wallis 

»^a»44668B 

a       13355779 

On  peut  démontrer  cette  dernière  formule  comme  il  soit  : 
nous  avons  trouvé  (n^  4>8) 

Jrâ  1.3.5...  2(m— i)jr 

o  2.40... 2i7t       2 

e  1.3.5.  ..2(w-f-i) 
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et  en  posant  2m  =  n,  u„  =   i  sin"x^2r,  on  aura 
«•  I    3    5      n-^i  a   4   6         /i 

22     4     6  /I     *  +  367         «-+-I 

On  a  d'ailleurs,  pour  tontes  les  yalenrs  de  x  comprises 

entre  o  et  - , 
2' 


« 


8in"jp]>sin"+'â?,      (    sin"xd!r>  |  sin"+'xi£r  ou  a«>ttii+u 

et  par  conséquent 

»,.,,^2    244^6  n  n 

2133557       n  — I   n  -h  I 

On  a,  par  la  même  raison, 

et  par  suite 

«■2244^^         "  "       /«-f-2 

2  1      33557         /I—- 1      «-+-I      H+l 

donc  si  Ton  pose,  pour  abr^r, 

224      ji__ 
I    3    3      n-\-\ 

*■  •  A  A     «-f-2  ,    /  «         \ 

~  se  trouvera  compris  entre  A  et  A =  A   1  n ), 

2  ^  «-hi       \      /i-hiy 

c'est-i-dire  entre  deux  quantités  sensiblement  égales 
entre  eUes  quand  n  est  très-grand;  on  aura  donc,  en  pas- 
sants la  limite, 

% a    24466 

2      I  *  3*3*5*5  '7*  ' 

138.  D  est  enfin  une  autre  formule  très-g^néraledëmon- 


1 
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trée  aussi  par  M.  Cauchy,  et  qu^il  importe  de  rappeler  en 
finissant.  Désignons  par  z  une  variable  imaginaire  dont  r 
soit  le  module  et  ^Targument;  par  F(z)  une  fonction 
qui  reste  finie  et  continue  ainsi  que  sa  dérivée  F'(z)  pour 
toute  valeur  du  module  r  inférieure  à  une  certaine  li- 
mite donnée  R.  Supposons  de  plus  que  r,  restant  constant, 
la  fonction  F(z)  soit  une  fonction  périodique  qui  re- 
prenne pour  t  =  a  +  27r  la  valeur  qu'elle  avait  ponr 
t=  a.Oa  aura 

z  =  r(co8f-l- V^— Tsinr), 

D,F(»)  =  F'WD,«  =  F'(8)/w'ï/^l/^, 
et  par  suite 

D.F(*)=— -i=D,F(*). 

Les  deux  membres  de  cette  dernière  équation  ayant  cha- 
cun une  valeur  finie  et  déterminée  pour  toute  valeur  der 
plus  petite  que  R,  si  on  les  multiplie  par  drdt  et  qu'on 
intègre  entre  les  limites  o  et  r,  a  et  ce  +  27r,  on  trouvera 

dt  /  rf,F(.)  =  /  -^    /  rf,F(.). 

K  %/o  •  i/o  r|/^ — I   vu 

Or 

J^Vf(s)  =  F(z)  -  F(o), 
et,  en  vertu  de  Thypothèse  admise , 

r  '^^"diFiz)  =  F(nr(«  +  air)i/=T)  —  F(nf  »l/=^)  =  o, 

donc 

/""^^'a[F(.)  -  F(o)]  =   o, 
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F  (o)  /  dt  =  air F(o)  =  J^  F(z) eU  ; 


et  enfin 


'«»=àX    '("*=iX    '("•^)''- 

Si  Ton  fait  ce  :;=  o,  on  trouvera 

si  a  =^  —  air,  il  viendra 

F(o)  =  —    r    r{rei\/^di=-^-   Hrir^tV^dt 

La  formule  (à)  subsiste  donc  quand  on  y  change  t  en  —  i. 
Si  dans  cette  même  foimule  on  pose  F  (z)  =^f(x  +  z) , 
X  étant  une  nouvelle  variable  indépendante  de  s,  op 
auraF(a)  5=  f{x)j  et  par  suite 


r 

n  résulte  de  cette  dernière  formule  cfue  toute  fonction 
qui  reste  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  entre  certaines 
limites,  peut  être  représentée  entre  ces  limites  par  une 
intégrale  définie,  renfermant,  sous  le  signe/  la  même 
fonction. 

Exemple:  i®.  F(z)  = ^  pour  toute  valeur  du  mo- 
dule r  plus  petite  que  Funité ,  on  aura 
«/  X              1    f^*      dt             I    r»jr  dt 

ayjo    i-Aï«V^— I      ^wjo     i-rcos^-rsin/K — i 
—  -L*  f^^^^  —  rcos/-Hrsinf  W^-^i) 
a»  Jo  I  —  arcos/  -f-  r»  ' 
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d'où 

i-aw  I  — rcosr+rftinrV/— 1  __ 

Jo            I  —  7.rco»/  +  r»        "" 

Cette  équation  équivaut  aux  deux  suivantes  : 
•  a*      1  —  rcos/  r^        rsinfirf^ 


/►ax      I  —  reos/     Ç^ 

o      1 — arcos/H-r*  *     Jo     i  — 


arcosf-f-/* 

2".  F(z)  =  1  (i  —  z);  on  aura  F'  {z)  = ,  la  fonc- 

tion  et  sa  dérivée  seront  continues  pour  toute  valeur  du 
module  V  Ihférieure  à  Tunité.  On  a 

z  =  r(cosr  -+-    \/ — I  sinf), 
et  en  posant 

1  —  »=  p(c6s6-+-  V — I  sb^), 
il  viendra 

fcosô  =  1  —  rcosf,    fsinô  =  —  rsin/, 

et  ces  diverses  équations  suffiront  à  prouver  que  la  fonc- 
tion F(z)  et  sa  dérivée  reprendront  la  même  valenr 
quand  t  passera  de  la  valeur  a  à  la  valeur  a  +  7,v\  cette 
fonction  satisfera  donc  aux  conditions  énoncées:  on  aura 

F(o)=li  =    r'''l(i  — nr«*/^rff  =  o, 

et,  en  changeant  t  en  —  f, 

P''  1  ( ,  —  „j-  1 1/=7)  dt  =  o. 

Si  Ton  ajoute  ces  deux  équations,  en  observant  qae 
c'W^'--' -J-e— 'V^— •  =   2Cosf,    les    imaginaires  dispa- 
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raissent  ^  et  il  vient 

f       )(i   —  ircosr  -H  r*)di  =  o. 

Cette  formule  suppose,  comme  non^FayoDS  dit,  que  r 
est  plus  petit  que  i .  Si  r  est  plus  grand  que  i ,  Tintégrale  du 
premier  membre  est  égale  i  4^1^*  On  a ,  en  effet , 

j   'l(i-a/-cxJsf-4-r»)<//=  P'ir'A-f-f  *l(i --cos/+- Vr. 

Or 

J        I /•»£// =4»!  r,     i       Ifi cosf-f--|  =  o, 

puisque  -  <  i^  donc 

/     l(i  —  arcosf  4- /*)rf'^= /{«*'■• 

3*.     F  (a)  =  tf^  =  «*^«)i  «  -hï/~flr  sio  t 

=  <?*coii[cos(*8inf)-f-  i/^sin(6sin/)], 

en  posant  ar=z  b.  On  aura  ,  pour  toutes  les  valeur  finies 
deroudei, 

c***»'cos(^sinf)d'/ =  a», 

ou 

i  "«*«*' sin (6  smi)rff  =0. 


CALCUL   INTÉGRAL. 

SECONDE  PARTIE. 

IHTÉGlUTIOlf    DES    ^UATIOiNS   DIFFÉREIITIBLLES. 

TINGT-DEUXIÈHE  LEÇON! 


Principes    généraux.  —  Équations   difrérentîellea  du   premier  ordre. 
—  Intégration    immédiate. 


139.  On  nomme  équations  diffirentieUes  celles  qui 
établissent  des  relations  entre  une  variable  indépen- 
dante X,  des  fonctions  jr  et  z  de  cette  variable,  et  les 
diflërentielles  de  ces  fonctions  ou  leurs  dérivées  des  di- 
vers ordres.  L'ordre  de  la  plus  haute  dérivée  qui  se  trouve 
comprise  dans  une  équation  différentielle ,  sert  i  fixer  ce 
({u'on  appelle  Tordre  de  cette  même  équation.  Une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre,  entre  la  variable  x 
et  les  fonctions  y^  ^i*  •  •t  renferme  seulement  avec 
X,  j,  2, ...  y  les  dérivées  du  premier  ordre 

Cela  posé,  intégrer  des  équations  différentielles,  c'est 
trouver  les  fonctions  qu  elles  déterminent,  ou  du  moins 
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des  ëqaatlons  nouvelles  qui  ne  renferment  que  la  Taria- 
ble  et  les  fonctions  dont  il  s^agit.  Ces  équations  nouvelles 
se  nomment  intégrales. 

Sous  la  dénomination  d'équation  différentidle  du 
premier  ordre  i  deux  variables,  on  comprend  générale- 
ment toute  équation  de  la  forme 

/(.  r.  I)  =  .. 

Résolue  par  rapport  i  la  fonction  dérivée^',  ou  ^,  cette 
équation  fournit  pour  cette  dérivée  une  ou  plusieurs  va- 
leurs  de  la  forme  -£-  =  f  (x,  jr)  :  si  Ton  suppose  d'ailleurs 

H^y  -^J  =  ■"  N  ' 
M  et  N  désignant  deux  fonctions  nouvelles  de  x  et  de  jr^ 
Féquation  ^  =  f  (x,    y),  multipliée  par  N ,  deviendra 

N  ^  =  —  M,      ou     Udjc  -f-  Hdx  =  Ow 
iix 

140.  D  importe  d'abord  de  se  faire  une  idée  exacte  de  la 
signification  d'une  équation  diflférentielle  donnée,  de  la 
relation  qu'une  semblable  équation  établit  entre  les  va* 
riaUes. 

Analytiquemçnt,  cette  éqoaûon  a  pour  eflist  d'expri- 
mer le  coefficient  dîfferemiel  ou  les  dérivées  en  fonction 
des  deux  variables  y  de  fournir  la  valeur  de  la  dérivée 
correspondant  à  des  valeurs  données  de  x  et  de  jr^  et  le 
problème  de  l'intégration  consiste  à  chercher  une  fonc- 
tion dey  et  de  x  qui ,  diflTéi'enliée  et  résolue  par  rapport 

k  ^,  reproduise  Texpression  donnée  f  (x,  y).  Considérée 
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géométriquement,  Téquation  différentielle  donne  la  tan- 
gente trigonométriqne  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  x 
la  tangente  menée  à  un  point  quelconque  d^une  courbe 
inconnue.  Int^;rer  c^est  construire  la  courbe  ou  la  déter- 
miner au  moins  par  son  équation.  Nous  prouverons  plus 
urd  analytiquement  et  rigoureusement  que  l'intégrale 
d'une  équation  quelconque  du  premier  ordre  i  deux  va- 
riables existe,  et  qu'on  peut  en  obtenir  des  valeurs  aussi 
approchées  que  Ton  voudra;  quelques  considérations 
géométriques  mettent  aussi  cette  existence  hors  de  doute. 
Prenons  Téquation  différentielle  sous  la  forme 

•    %  =  '<'.r).      ■ 

et  regardons  x  et  jr  comme  deux  ordonnées  rectangu- 
laires, en  donnant  k  x  et  jr  deux  valeurs  arbitraires  a 
et  by  c'est-à-dire  en  prenant  arbitrairement  un  premier 
point  M  dont  les  coordonnées  seront 

OP  =  *  =  a,     m^  =  X  =  b, 
on  aura 

puis  on  mènera  la  ligne  MT  qui  fasse  avec  l'axe  des  x 
un  angle  dont  la  tangente  soit  égale  à  f(a ,  b)  *,  cette 
droite  MT  sera  une  première  tangente  à  la  courbe  cber^ 
chée.  Comme  une  courbe  et  la  tangente  coïncident  sensi- 
Uement  dans  les  environs  du  point  de  contact,  on  pourra 
regarder  le  point  M',  situé  à  une  très-petite  distance  de  M 
sur  la  ligne  MT,  comme  appartenant  à  la  courbe,  de 
sorte  que  Ton  aura  les  coordonnées 

X  =  OP'  =  a',     X  =  ^^'  =  b, 
d'un  autre  de  ses  points  ;  à  l'aide  de  ces  deux  coordonnées 


336  CALCUL    iMTÉâftÀL. 

et  de  Téquaiion  ^  ==  f(x,j),   on  dëiennînera  une  se- 
conde tangente ,  puis  un  troisième  point,  etc.  On  arrivera 
donc  de  cette  manière  à  un  polygone  qui ,   à  mesure 
qu'on  multipliera  ses  côtes,   différera  d'autant  moins 
d'une  courbe  déterminée  dont  Téquation  sera  Tint^rale 
de  l'équation  différentielle  proposée.  Mais  cette  €X>nstrac- 
tion  prouve  aussi  qu'une  équation  di£G$rentielle  du  pre- 
mier ordre  appartient  à  une  infinité  de  oourbes,  puisqu'on 
peut  prendre  le  premier  point  où  l'on  voudra.  En  effet, 
suivant  la  position    arbitraire  que  Ton  attribuera  à  ce 
premier  point,  les  courbes  construites  seront  modifiées 
non-seulement  dans  leur  position ,  mais  même  en  géné- 
ral dans  leur  former  néanmoins  elles  auront  toutes  nn 
caractère  commun  dont  la  nature  est  exprimée  par  1  e- 
quation  différentielle  proposée.  Ainsi  cette  équation  dif 
férentielle  exprime  une  propriété  commune  à  une  infi- 
nité de  courbes  que  l'on  peut  concevoir  tracées  sur  un 
plan;  cette  propriété  détermine  l'inclinaison  de  la  tan- 
gente dans  un  point  quelconque  en  fonction  des  coordon- 
nées de  ce  point,  et  donne  le  moyen  de  construire  la 
courbe  lorsque  l'on  connaît  un  de  ses  points.  On  peut 
remarquer  d'ailleurs  que  le  cboix  de  l'une  quelconque  de 
ces  lignes  dépend  d'une  seule  quantité  arbitraire  \  il  suf- 
fira, par  exemple ,  de  fixer  la  valeur  de^  correspondant 
à  x  =  a. 

141.  On  peut,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  concevoir 
ce  que  doit  être  l'équation  primitive  ou  l'intégrale  de 
l'équation  différentielle  proposée.  Cette  intégrale,  si  Fou 
veut  qu'elle  ait  la  même  généralité  que  l'équation  diffé- 
rentielle,  doit  convenir  à  l'une  qudiconque  des  courbes 
que  l'on  peut  construire  à  l'aide  de  cette  équation.  D^ 
lors  il  fitut,  i^  qu'elle  contienne  une  constante  arbitraire 
différente  des  constantes  qui  peuvent  se  trouver  dans  Vé- 
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quadon  différentielle  proposée,  ou  dans  rexpreaàon  ana«- 
lyùque  de  la  propriété  commnne  à  toute»  les  courbes. 
L'indétermination  de  la  constante  donnera  à  l'intégrale 
la  généralité  nécessaire  en  permettant  de  la  faire  coïnci- 
der avec  Tune  quelconque  des  courbes  en  question ,  et  de 
représenter  par  conséquent'  le  système  entier  de  ces  cour^ 
bes.  a^  n  faut  que  cette  équation  primitive  satisfasse  à 
réquatiou  différentielle  proposée,  c^est-à-dire  que  les  va- 
leurs de  jr  et  de  —,  tirées  de  Téquation  primitive  et  de 

sa  différentielle,  substituées  dans  Téquation  donnée,  la 
rendent  identique^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  faut 
qu'en  éliminant  la  constante  arbitraire  ^itre  Téquation 
primitive  et  sa  di£férentieDe,  on  retrouve  Téquation  pro- 
posée. 

De  cette  possibilité  évidente  d^éliminer  ime  constante 
quelconque  C  entre  une  équation  F  (j?,  jr,  C)  =  o,  et  sa 
différentielle 

de  manière  à  arriver  à  une  équation 

entièrement  indépendante  de  cette  constante,  on  aurait 
pu  conclure,  à  priori^  et  sans  recourir  à  aucune  considé- 
ration géométrique,  qu'une  équation  différentielle  con- 
vient à  une  infinité  d*équaûons  primitives  qui  ne  dif- 
férent les  unes  des  autres  que  par  les  valeurs  assignées  à 
une  certaine  constante,  et  que  par  conséquent  Tintégrale 
de  Véquation  primitive  d'une  équation  différentielle  don- 
née doit,  pour  avoir  toute  sa  généralité,  renfermer  une 
constante  arbitraire  dont  on  puisse  disposer  à  volonté. 
T.  H.  aa 
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Cela  pose ,  Tëquation  primitiye  qui  contient  une  omis- 
lante  arbilraire  à  laquelle  on  n'a  pas  donné  de  valeiirs 
particulières,  s'appelle  l'intégrale  générale  de  Féquatioa 
différentielle  proposée.  A  diaque  valeur  de  la  constante 
répond  une  intégrale  nouvelle  que  nous  nommerons  inté- 
grale particulière.  Mais    quelquefois  il    arrive   qu'une 
équation  primitive  vérifie  l'équation  différentielle  don- 
née, sans  qu'on  puisse  la  déduire  de  l'intégrale  générale 
en  attribuant  à  la  constante  une  valeur  numérique  parti- 
culière, et  qu'elle  soit  telle  qu'on  ne  puisse  la  rattachera 
l'intégrale  générale  qu'en  détournant  la  constante  de  sa 
signification  numérique  naturelle,  pour  lui  donner  une 
valeur  variable  ou  pour  la  remplacer  par  une  fonction 
de  X  et  de^'  ;  ces  équations  primitives  reçoivent  alors  le 
nom  d'intégrales  ou  de  solutions  singulières.  Nous  nous 
occuperons  d'abord  de  la  recherche  de  l'intégrale  générale 
en  faisant  connaître  les  principales  méthodes  à  l'aide  des- 
quelles on  y  parvient  dans  certains  cas. 
142.  Reprenons  l'équation 

Mfltr  H-  N4r  =  o. 

n  peut  arriver  que  l'on  reconnaisse  immédiatement 
dans  le  premier  membre  la  différentielle  exacte  d'une 
certaine  fonction  u  =•  F  (.r,  ^),  de  telle  sorte  que  1  e- 
quation  proposée  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

du  ^,df(x,  x)  =  o; 

dans  ce  cas  il  est  évident  que  l'intégrale  générale  sera 

«  =  f(x,  y)  =  C. 
Exemples  : 

1".       VLdx  4-  ^dy  =  xdf  -h  fdx  =.  d[xx)  =  o, 

l'intégrale  générale  est 
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2".  Md^r+Nrfr =4r -/(*>/* =rf[r  -f'Ax)dx]  =o, 
l'intégrale  sera 

r  —/'/(*)  dx  =  C,     ou    ^  =^  JA')dx\ 

llnt^ale  est 

f%{x)dx+  rx(y)dy=C. 
Dans  Tëquation 

les  variables  sont  séparées,  et  Ton  voit  qUe,  dans  ce  cas, 
rint^ration  s'effectue  immédîat^nent. 

143.  Mais  l'expression  Mdx  -H  ^dy  peut  être  la  diffé- 
rentieUe  exacte  d'une  fonction  u  c=:  F  (x,  jr)  sans  qu'on 
reconnaisse  immédiatement  quelle  est  cette  fonction. 
L'intégration ,  dans  ce  cas,  est  cependant  sûre  et  facile , 
parce  que  l'on  peut  toujours  déterminer  la  fonction  u;  en 
effet,  on  ne  peut  avoir  identiquement 

sans  que  l'on  ait 


M  =  ^(x,  r)  =  ^»  ^=z{x,  ^^^^' 


et  par  suite 


rfM  _  d^,  f)^d'S  _ dx(xy y) 
dy'  dy  dx  dac       ' 


22. . 
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Or,  dès  que  la  condition 

dj        dx^  dy  dx 

sera  remplie,  on  calculera  facilenuent  la  fonction  u  en 
procédant  comme  il  suit.  Puisque  u  a  pour  dérivée,  par 
rapport  à  a: ,  M  ou  9  (x,  y\  on  devra  avoir 


=  j%{x,  r)dx  -h  Y, 


Y  désignant  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  j.  On 
tiro  de  cette  dernière  équation 

d»        d    i'x    ,         ,  ,      •  </Y        C'dpix^  y)  ^        dY 
dy       dyjxj^  '  ''  *  dy       J  x^      dy  dy 

En  substituant  pour  -^  ,'   -  sa  valeur    ^^  *      ,  et  pour 

-T-  sa  valeur  x(-c>  y)i  on  aura 

ou  jen  effectuant  Fintégration  indiquée 

a;(^>  r)  =  ;c(-«^»  r)  —  x{^o,  r)  ■+-  5-  » 

et  par  conséquent  la  valeur  générale  de  u  étant 

tt=  /    (p{x,  y)dx^  f    xi^o.    r)H-C, 

Tintégrale  générale  de  Téquation 

Vkdx  -+-  Nrf/  =  f  (j;,  j)^  -h  X  (*>  jMr  =  o 
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sera 

f'<p{x,   y)dx  +    ^^ x{^o,   y)  =  C, 
ou 

px  py  */ 

en  désignant  par  la  notation  N^^  ce  quedevient  N  quand 
on  y  fait  x  =  x^*  Si  Ton  avait  fait  d'abord 

on  aurait  trouvé  pour  Tintégrale  générale 

\\{x,   y)dy  -h    r'^(x,  Xo)dx=C\ 

et  Ton  prouvera  facilement  que  ces  deux  valeurs  différen- 
tiées  reproduisent  l'équation  différentielle  proposée.  On 
prouve  aussi,  k  l'aide  du  simple  raisonnement,  que  dans 
le  cas  où  le  binôme  Mdx  +  lidy  est  une  différentielle 
exacte ,  Tint^ale  générale  de  l'équation 

Mitr  -h  N4(r  =  o 

est 

fMdx  -f-  f^jfif  =  C,     ou     f^iiy  4-  /M,rf^  =  C. 

en  désignant  par  N^  les  termes  de  N  qui  ne  renferment 
P&s  X,  et  par  M,  les  termes  de  M  qui  ne  renferment 
pas  jr.  En  effet,  tous  les  termes  de  u  qui  contenaient  x 
oui  donné ,  par  la  différentiation,  des  termes  qui  sont  ve- 
nus faire  partie  de  Mdx  ;  on  les  retrouvera  donc  en  inté- 
grant /M^/x,  et,  pour  compléter  u,  c'est-à-dire  pour 
avoir  les  termes  de  u  qui  ne  renfermaient  que^,  il  suffira 
(l'intégrer  la  partie  de  îidy  qui  ne  renferme  pas  x ,  ou 
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ce  que   nous  ayons  désigné  par  la  notation   N^  djr.  Le 
mènie  raisonnement  s'applicpierait  à  l'expression 

Pour  avoir  dans  tons  les  cas  N^,  il  fam  évidemment, 
de  N  qui  est  la  dérivée  totale  de  la  fonction  u  prise  par 

fftpponàjr^  retrancher^/  Md[r,  ou  la  paitJe  de  cette 

dérivée  qui  provient  des  termes  /  Mdx  qui  renfermaient 
x\  on  arrive  ainsi  à  la  formule  connue 

«  =  /M«ir-^/(K-|/M^)rf^. 

Exemples  : 

ydx  xdy 

on  a 

dy       ~"       SÎ~"'(x'-|->«)»' 
Udx  =   I     -f- — -rraretang arctang-, 

I     NV/=— /     7r:ir;;;==--a«tongi--harctaog-, 

«rrarctang-— (arctaBg-^-f-arctaAg—  J  -h  arctang  -% 

ou ,  parce  que 

Xn  ^      y        ^ 

arctaûg  —  4-   arctang  —  =  -, 
y  Xq        ^ 

X 

IL  =  arctang-  -h  Cj 

y 
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Tintégrale  cherchée  sera  par  coasequent 


arc  tang  -  =    C 
ISsL  employant  la  formule 

on  trouvera  simplement  pour  l'intégrale  cherchée 

J  Mdr  =  arc  tang  -  =  C. 
X 

Toutes  les  fois  que  Téquation  différentielle  proposée 
se  réduit  à  Tune  des  formules 

p{x,   y)dx  -h  x{j)àr  =  o, 

f^\x)dx  -h  ;c(^i  r)<r  =  o, 

et  plus  généralement  toutes  les  fois  qu'elle  ne  renfermera 
pas  de  termes  en  x  seul,  ou  eny  seul,  son  intégrale  se  ré- 
duira i 

J}àdx  =  Sf{x,  y)dx:=z  C, 
ou 

S^dy  =/;»(*,  y)dx  =  C; 

a«,  ^^  ,  y^^     r^r  ^  {ydx'--xdy)\/'x»-^y*  \  "^^  =  o 

X  X^  X*  X^  2/  ' 

ou 


on  a 


dy     dx     x3     ^i/^eifryï 
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en  intégrant  par  parties,  ou  trouve 
mais  en  posant 

V/JT*  -h  ^»  =  3  , 

et  en  substituant  j?  à  z,  on  trouvera  facilement  queTei- 
pression   /  — ^  est  égale  à 


i^,/^::^rj±J::^ï±7;N 


d'ailleurs 

■'.  =  è-  /"-*  =  / 5= i- 

L'intégrale  générale  de  Téquation  proposée  sera  donc 


2X*  aj:*  7.    \  X  /       2 
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loténration  par  aubstitotion.  —  Intégration  par  le  moyen  d^in  facteur. 


144.  L'intégration  par  substitution  consiste  à  remplacer 
la  variable  jroux  par  une  nouvelle  variable  z  tellement 
choisie ,  que  Ton  obtienne,  entre  xelz  ou  y  et  z^  une 
équation  dont  le  premier  membre  soit  une  différentielle 
immédiate,  ou  qu'on  puisse  facilement  intégrer  par  une 
autre  méthode. 

Exemples  : 

posons 

X 


*  =  ^' 


d'où 

X   =z  xzj     dy  =   xdz  -|-  w/r, 

et  en  substituant  pour  j^  et  dy  leurs  valeurs, 

xdz-^[z  -^/{z)\dx=2:{z  4-/(z)][ -^^  +  ^J  ^  Oi 
celte  équation  se  décompose  en  deux  autres, 

dz  dx  r  ^      \-i 

,—  H '  =  o,       x\z  -4-  f\Z]\  =  o. 


-f-/(=; 
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et  par  conséquent  on  la  vérifie ,  soit  en  posant 

soit  en  attribuant  à  z  Tune  des  valeurs 

^^19  ^s)  <2s9*«-  désignant  les  diverses'racines  de  réqualion 

z   -H  f{z)  =  o. 
Si  Ton  remet-  au  lieu  de  r,  on  trouvera,  pour  les  inté-* 
grales  de  Téquation  proposée , 

La  première  de  ces  équations  est  l'intégrale  générale  de 
Féquatiou  donnée.  Quant  aux  valeurs  de  y  données  par 
les  autres  équations ,  elles  seront,  ou  des  intégrales  par- 
ticulières ,  ou  des  intégrales  singulières. 


a", 
ou 

et  posant 
on  trouve 

et  par  suite 


—JL dlxr)  =  il^ 


XX   =  az. 


az 
d{xjr)  =  adZf     x  =  —  , 


r       *•  +  «*  J  -^ 
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ê€jnâÛon  que  Ton  tArlfie,  soit  m,  posant  j^  =?  o,  soit  en 
posant 


/<^>_„„„,î  =  r. 


3».  bydx =  ajrdfy 

X 

OU 

a^dx     '      ,,,  .       a^dx 

jr{bdX'--adjr)z=:^^~,      fd(kM^ax):=  — -  î 


en  posant 

bx  —  a'x  =  a%^ 

réquation  qui  précède  devient 

a}dx 


bxdz 

~  atdt  =2 

■  » 

faisons  encore 

<^ 

a^ds 

il  viendra 

bxdz  =  a 

-t)  = 

,  d^xs 

on  enfin , 

en  posant 

■ 

SX 

=   1»,       X   : 

p 

49 

s 

Puisque  «I 

est  exprimée  en 

fonction  de 

zparl'ëq 

zdz 

d'ds 

~       s      ' 

ks  variables  z  et  ^  peuvent  être  censées  séparées  dans^ 

eette  dernière  équation  qui  est  par  conséquent  intégrable. 

n  est  du  reste  impossible  de  donner  des  règles  gêné* 

fales  relatives  à  cette  substitution.  Quelquefois  on  laisse 
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indéterminées  quelques-unes  des  nouvelles  variables  in- 
troduites ,  se  réservant,  dans  le  cours  des  opérations,  de 
leur  donner  des  valeurs  particulières  qui  facilitent  la  sé- 
paration des  variables  ou  qui  simplifient  les  équations  en 
faisant  évanouir  un  ou  plusieurs  termes. 
Exemple  : 

ày  -^  y  ¥{x)dx  ==  /{a:)dx; 
posons  j  =  zt^  en  substituant  on  aura 

zdt  -h  tdz  -h  zt'F{x)dx  =  f{x)dxi 

nous  pouvons  disposer  de  z  et  de  r  de  telle  sorte  que 
Ton  ait 

dz 

tdz  -h  ztY{x)dx  =  o,      ou     —   +  Y{x)dx  =  o. 

z 


L'équation  qui  précède  se  réduit  alors  à 

zdt 
De  Téquation 


zdt  =  /{x)dx,     ou     dt  =  -^^  dx. 


—   4-  F[x)dx  =  o, 
ou  tire 

Z    =    ^-/FW-^; 

en  substituant  on  aura 

dt  =  eP(')^  f{x)dx,      ^  =  C  -h  SeS^^'^^f{x)dx, 
et  Tintégralc  cberchée  sera 

X  =  e-S^^-)^[c  -h  feS^^')^f{x)dx\ 

145.  Lorsque,  pour  convertir  le  premier  membre  de 
Téquation  M^/or  +  N</r  =  o  en  une  différentielle  exacte, 
il  suffit  de  le  multiplier  par  un  facteur  connut^,   ou,  en 
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d'autres  termes,  lorsqu'on  a  identiquemetit 

p{^IUx  +  Nc(r)  =  du, 
V  équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 


-^  =:  o, 


el  ron  y  satisfait,  soit  en  prenant  c?ii  =  o,  u:=:  C^  soit 
en  prenant  -  =o.  L'équation  a  =  C  est  l'intégrale  géné- 


I 


raie ,  et  les  yaleurs  dey  en  x,  tirées  de  l'équation  -  =  o, 

seront  des  intégrale^partîculières  ou  singulières. 
Exemple  : 

i«.  xdf  —  fdx  =  o, 

on  a 

n  suffit   de  multiplier  l'équation  proposée  par  —  pour 

rendre  son  premier  membre  une  différentielle  exacte; 
on  y  satisfera  donc  en  posant,  i^  u  =  Ijr  —   Ix  =  C, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  -  =  C,  jr  =  Cx,  et  cette 

dernière  équation  sera  l'intégrale  générale  cherchée; 
2^  en  faisant  j"  =  o  :  mais  cette  dernière  valeur  ne  sera 
qu'une  intégrale  particulière ,  car  elle  se  déduit  de  l'in- 
tégrale générale  lorsqu'on  y  fait  C  =  o. 

a^  dxi/li  ^  dx\/y  =  o, 

on  a 
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L'intégrale  générale  sera 

a  =  2(ji  — ar«)=:C,     ou     ^=(C-M/x)'; 
la  valeur  j<  =  o,  que  Ton  obtient  en  égalant  à  o  le  faetear 
--  =Vxl/y,  sera  une  intégrale  singulière  parce  qu'eDe 
ne  peut  pas  se  déduire  de  Tintégrale  générale. 
3*.  dy  —  yl  jrdx  =:  o. 

Le  facteur  propre  à  rendre  intégrable  est— |— ,  et  l'é- 
quation se  décompose  en  deux  autres^ 

•  —  ax  =  -T dx  =  o,       et       jr  l  y  z=:  o. 


y^y  \y 

L'intégrale  générale  est 

iljr  rr  X  -h  C,     ou      \x  =  O*, 

les  valeurs  j  =  o,  j  =  i ,  déduites  de  réquationj^lj=o, 
âont  des  intégrales  particulières. 

4Mnam    f{x)x(y)dx-^9,{x)xx{y)dx^o\ 

le  facteur  —i-\ — 7— %  sépare  les  variables   et  rend  înté- 
grable.  L'intégrale  générale  est 


^(')        J  x{y) 

les  valeurs  j  ^juji  =rt»  etc.,  y,,  y^,  y.^...,étMni]es 
diverses  racines  de  Téquation  x  (y)  =  00,  seront  des  in- 
tégrales particulières  ou  singulières. 

146.  Quand  on  aura  trouvé  un  premier  facteur  f^  qui 
rend  intégrable  le  premier  membre  de  Téquation  diffé 
rcniielle  Mrfx  +  Nrf^  =  o,  de  sorte  qu'on  ait  identi- 
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quement 

on  en  pourra  déduire  une  infinité  d'autres  qui  seront 
tous  de  la  forme  f^f  (u),  (f  désignant  une  fonction  arbi- 
traire quelconque.  En  effet,  pour  qu'un  second  facteur  V 
jouisse  de  la  même  propriété  que  ^,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  le  produit 

V(M<ir  -h  N<r)  =  -^«^ 

soît  encore  une  différentielle  exacte  dV]  çr,  i*  cette  con- 
dition sera  remplie  si  Ton  pose 

7  =  ^(«)>    V  =  P^(«). 
puisque  alors  on  vérifiera  Téquation 

y(Mdx  -h  Nr(r)  =  -rf«  =  tp{u)du  =  dU, 

en  prenant 

U  =  fp{u)du. 

Q?.  Réciproquement  si  le  nouveau  facteur  V  rend  le  bi- 
nôme M.dx  H-  Nrf^  intégrable,  il  sera  de  la  forme  ^9('/), 
car  si  Ton  a 

y{Mflr  -h  ^df)  =  ^du  =:  dV,^ 

on  aura,  en  remarquant  que  U,  qui  est  une  fonction  de  x 
et  de  j<,  devra  être  considéré  comme  une  fonction  de  :^  et 
de  u,  que  Ton  peut  substituer  à  y, 

V  ^  dV  ^  dU  ^ 

—  du=:  ——  dx  -f-   -7-  du. 
V  dx  du 

Or  cette  dernière  équation  se  partage  en  deux   autres, 
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Tune 

V            dU  ^ 
Q           du 

Fautre 

dV 

et  Ton  tire  de  celte  dernière 

u  =  4'(«),   ^  =  4'(«),   V  =  1^  >['(«)  =  p^(«). 

n  est  ordinairement  très-difficile  de  découvrir  le  fac- 
teur propre  à  rendre  intégrable  l'expression  Mdx+^dy\ 
toutefois,  pour  établir  Texistence  d'un  semblable  facteur, 
il  suffit  d'admettre  qu'il  existe  pour  l'équation 

Mdr  H-  ^dy  =  o, 

une  intégrale  générale  de  la  forme 

Admettons  en  effet  cette  intégrale,  on  en  tirera  C  =  m, 
u  désignant  une  fonction  des  seules  quantités  x,  r^  pui^? 
en  différentiant ,  on  trouvera 

du  ■  du  , 

~dx  +  -dy  =  o. 

n  en  résulte  que  la  valeur  de  -^  est  donnée  à  là  fois  par 
les  deux  équations  du  premier  degré 

«,  ày  du       du  dy 

dx  dx       dydx  ^ 

cl  si  Ton  élimine  ^  entre  ces  deux  équations ,    on  eu 


f 
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tirera  ■* 

du      du 
dx djr 

Or  cette  dernière  équation  ne  pourra  être  qu'une  équa- 
tion identique  et  non  pas  une  équation  qui  détermine  y 
en  fonction  de  x  et  d'où  l'on  puisse  tirer  y  =  <f  (x)  \  en 
effet  elle  doit  être  vérifiée ,  ainsi  que  les  deux  équations 

du  du 

VLdx  -H  N  rfy  =  G,     -—  d!r  -f-  -—  rfr  =  o, 
flx  djr 

pour  jr=:  f  (x,  C),  et  l'on  devrait  avoir ,  quel  que  soit  C, 

du 

dx 
ce  qui  est  absurde.  Donc  si  l'on  pose  —   =   f^,  on  aura 

identiquement 

du 

dr  du        „      du 

-  =  .,     -=.M,     -  =  pN, 

et  par  conséquent  il  existe  un  facteur  u  qui ,  multiplié 
par  l'expression  Mdlr  +  Tidy  =  o,  transforme  cette  ex- 
pression en  une  différentielle  exacte. 

M.  Paul  Binet  démontre  rigoureusement  cette  propo- 
sition en  procédant  comme  il  suit. 

Puisque  la  valeur  j  =  /  (x,  C)  vérifie  l'équation 

<p[x,  y)dx  -^  jci^y  x)dY  =  f>, 
on  aura  identiquement 

p{x,  f)dx  +  X.  {^>  f)df  =  o, 

T.  II.  23 
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em  représentant,  pour  abréger,  la  fonction  /(x,  C) 
par/. 

Si  dans  cette  fonction  on  remplace  la  constante  C  par 
une  Taleur  variable  ou  fonction  de  x  etdejr^  Téquation 
qui  précède  ne  sera  plus  vérifiée ,  mais  on  aura  identi- 
quement 

D'ailleurs  la  première  partie 

du  second  ioiembre  de  cette  dernière  équation  est  nulle 
parce  que  c'est  le  résultat ,  de  la  substitution  de  la  valeur 
jr  =  f(XjC)  dans  Téqnation 

quand  on  y  considère  C  comme  constant^  on  aura  donc 
identiquement,  et  quel  que  soit  C, 

Donnons  à  C,  dans  cette  équation,  sa  valeur  m=F(jc,/), 
déduite  de  Téquation  y  :==  f(x^  (7),  et  remarquons  que 
l'expression  /(x,  u)  est  identiquement  égale  à  y,  puisque 
si ,  après  avoir  tiré  de  Téquation  y  ^=^  f(x^  C)\a  valeur 
u  de  C,  on  l'y  substitue  ensuite,  Téquation  résultante 
y  =sz  f  (x^  u)  doit  être  identique,  de  telle  sorte  que  le 
second  membre,  comime  le  premier,  se  réduise  a  j;  on 
trouvera  ainsi  ' 
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et  par  suite 

I 


-('^r)'^''2^ 


(x,  x}dji:  4-  ;c(x,  y}dx]  =  du^ 


^ Mx,x)d*  -H  ;t(*,r)4r]  =  ^  W^  =  ^u. 


Donc  le  facteur  s^  =  -t^-. r,  ou  plus   générale- 

ment  le  facteur  V  =  ^(u)^  jouit -de  la  propriété  de  trans- 
former l'expression  différentielle  HAdx  +  ^djr  en  une 
différentielle  exacte. 

147«  Le  facteur  1^ ,  ea  vartu  même  de  sa  définition  , 
doit  être  tel  que  l'expression  i^^Mjdx  -+-  lUdy)  devienne 
une  différentielle  exacte,  et  vérifie  par  conséquent  Té- 
quation 

(iX    ""    e/x   • 

d'où  Ton  tire,  en  développant, 

dv 
M-, N 


djr  tlx       \dy        dx  ) 


Cette  dernière  équation ,  qui  renferme  les  deux  dérivées 
partielles  du  facteur  v,  est  presque  toujours  plus  difficile  k 
intégrer  que  Téquation  proposée  elleHOiéme,  de  sorte 
qu'elle  ne  peut  conduire  à  la  connaissance  de  ce  facteur 
que  dans  quelques  cas  particuliers.  Supposons,  par  exem- 
ple ,  que  dans  cette  équation  mise  sous  la  forme 

iT— — -— '\— i  (  —  ^—\ 

le  second  membre  soit  une  fonction  X  de  j;  seul ,  il  en 

a3.. 
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devra  être  ainsi  du  premier.  Or  c^est  ce  qui  aiira  lieu  si, 
après  avoir  supposé  le  facteur  u  fonction  de  x  seul,  on  pose 


dv  fXix 


tel  est  donc,  dans  ce  cas,  le  facteur  qui  rendra  rezpres- 
sion  Mdx  +  Ndjr  une  différentielle  exacte  j  on  trouve- 
rait de  même  pour  y  la  valeur  eJ        ,  si  l'expression 


1.  fi^^^\ 
M  \dx         dx 


dWK 


était  une  fonction  Y  de  y  seul. 

Quelquefois  aussi  Ton  parvient  à  déterminer  le  fac- 
teur V  en  partageant  Texpression  yidx  +  N^  en  deux 
autres  (Mid!r  +  ^vdy)  +  (M,rfr  +  N,/fy),  tellement 
choisies,  que  Ton  puisse  connaître  immédiatement  deux 
facteurs  v^  et  v%  propres  à  les  rendre  des  différentielles 
exactes  en  vérifiant  les  équations 

P.(M,^  -h  N.4r)  =  au, ,     Pa  (M.rfr  -h  Narfr)  =  ^«.  ; 

alors  en  effet  les  facteurs 

V,  =  i't^.  (a.),      V.  =  «'af.W 

rendront  encore  ces  expressions  intégrables ,  et  il  suffira 
évidenunent  de  choisir  les  fonctions  f  i  (ui),  f  t  (ut)  de 
telle  sorte  que  Ton  ait 

pour  obtenir  le  facteur  s^  propre  à  rendre  Texpresslow 
piH>posée  M^x+Nfi^  une  différentielle  exacte. 

Exemple  : 

aydjc  -h  hxdf  -h  «"t*  {^'ydx  -4-  àxdy)  =  o  ; 
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faisons 

on  pourra  prendre 

I  I 

on  trouve  en  effet  alors 


"«  =  —'    "•  =  i5+T^;i+i' 


et  les  eizpressions 

deviendront  égales  si ,  après  avoir  posé 

on  a 

a«  —  I  =  CA  —  m  —  I ,     bA  —  \  zn  Ck  —  w  —  i, 
d'où 

nh  —  mh  an  —  mb 

et 

nk  —  km 
xy 
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448.  Appliquons  les  principes  précédents  i  Féqnatioii 
linéaire  et  à  Téquation  hcoiogène  du  premier  ordre. 

L^équation  différentielle  linéftire  du  premier  or- 
dre est  celle  dans  laquelle  la  variable  dépendante  jr^ 
et  sa  dérivée  jr'  ne  sont  ni  multipliées  Tune  par  Tautre, 
ni  élevées  à  des  puissances  supérieures  i  la  première;  ou 
celle  qui  a  pour  premier  membre  une  fonction  linéaire 

des  quantités  jr  et  jr'  2=  -^.  La  forme  la  plus  générale 

de  cette  équation  est  / 

ou 

p{x)dx  -h  [yxi')  4-  ^{x)]djf  =  0. 

Si  Ton  pose 

elle  deviendra 

dr  -+-  7F(jp)i/x  z=z/{x)dM. 

Nous  Tavons  déjà  intégrée  sous  cette  forme ,  en  posauL 
y  =  zt.  On  j  parvient  plus  simplement  peut-être  en  sup* 
posant  d'abord  que  Ton  ait  f  (x)  =  o-,  Téquation  réduite 
alors  à  dy  +  j'F(a:)dtc=o,  se  décompose  en  deux  auli-cs 

— -hF(ar)£iap  =  o,    t-  =  o, 

r 

et  a  pour  intégrale  générale 

ly  -h  fT{x}dx==C, 

jr  r=  o  est  une  intégrale  particulière  que  Ton  obtient  en 
posant  C  =  o. 

Faisons   C   =    i    et  désignons   par   y^    Texpression 

c^  J     ^^'     ,    Tînlégrale  générale   sera    alors  j^  =  CVi- 
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Pour  revenir  au  cb»  iA  f{x)  n'est  pas  më,  renqpkiçiMis 
la  constante  C  par  niie  noaTeDe  Tarkèle  c  que  Ton 
choisira  de  ldle«(Mte  que  la  yideiir 

vérifie  r^quation  donnée 

Or  si  dans  œtte  équation  on  substitue  pour  jr  la  valeur 
9yty  et  si  Von  remarque  que 

dfx  -h  r,F(x)iir  =  o, 
puisque^!  est  une  int^ale  particulière  de  Téquation 

dx  -h  xF{xydx  =  o, 
on  trouvera 

^,£&  =  /{x)dx, 

d'où 

et  par  suite 

lint^ale  générale  de  Téquation  linéaire  est  donc 

comme  nous  Tavions  déji^  vu,  ou  simplement 

Exemples  :  Les  équations  différentielles 

dy  —  ydx  =  e*ite,     dy  -h  jrdx  =  tf'iir^ 
ont  respectivement  pour  intégrales  générales 
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On  pourra  int^rer  cette  même  équation  linéaire  en  dé* 
terminant  le  facteur  qui  rende  les  deux  membres  des  dif- 
férentielles exactes.  Si  Ton  considère  d'abord  Téquadon 

ffy  -h  y'F{x)dx  =  G, 

comme  on  la  rend  intégrable  à  Taide  du  facteur  i^*  =:  - , 

r 
qui  renferme  la  seule  variable  jr,  on  trouve  alors 

En  conséquence,  les  divers  facteurs  propres  à  rendre  le 
premier  membre  de  Téquation  dy  +  y  F(x)dx  =  o 
une  différentielle  exacte,  seront  de  la  forme- 

P^(«)  =^ç[\x  4-  fT{x)dxl 

Il  est  essentiel  d'observer  que  parmi  ces  facteurs,  il  en 
existe  un  qui  renferme  la  seule  variable  X]  savoir,  celui 
que  Ton  obtient  en  posant 

ç>(a)  =  <î-=jip/^('X', 

et  qui  se  réduit  k  eJ  *^(')^.  Ce  facteur,  indépendant  de/, 
rend  aussi  intégrable  Féquation  linéaire  complète 

En  effet,  si  Ton  multiplie  ses  deux  membres  par  c-/ ^^'^^^ 
on  trouvera 


e 
ou 
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Exemples  : 

I.  dy  -^  ydx  =  as^dxy 

n  étant  un  nombre  entier: 

en  faisant  C  =  o,  on  aurait  une  intégrale  particulière  al- 
gébrique. 

n.  (i — x^)dy +xxdxz=iadx\     y  =  nx-h  Cl/i— x». 


=  adx,  y  =C(V/i-h*»— x>V-^^V^  iH-x* ^^. 

^  n*  —  1  /i\ — 1 


♦-  y  F(x)  dx  =  /(x)  ^*+'  cfcr 

se  ramène    immédiatement  à  une  équation  linéaire ,  il 
suffit  pour  cela  de  poser 

1 

on  obtient  en  effet  de  cette  manière 

—  ndy  dy  dz 

— -T —   =   az,      — ^  =   — '   — , 
y*^'  '     y  nz' 

N  nz  z 

dz  —  /iF(x)a£r  =  —  nf{x)dxy 

i  49.  L'équation  différentielle  du  premier  ordre 
Mrfx  4-  ^dy  =  o 

Psi  homogène  lorsque  les  fonctions  des   irariables  .r,  j-, 
représentées  par  M  et  N ,  sont  homogènes  et  du  même 
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degré,  en  sorte  qu^on  ait 

dans  cette  hypothèse ,  Téquation  devient 

et  il  suffit  de  la  diviser  par  le  produit  x^x  (  )  P^^''  ^  ^" 
mener  à  la  formule 

dx  4-/(j)iir  =  o, 

que  TioQs  avoBs  intégrée  à  Taide  de  la  substittttionysxz. 
On  peut ,  au  reste ,  appliquer  directement  cette  iubstitih 
tion  à  Téquation 

<|ui  se  décompose  alors  en  deux  autres ,  savoir , 

de  ces  deux  dernières,  Tune  s'intègre  immédiatement,  ei 
fournit  l'intégrale  générale 

de  l'autre  on  déduit  des  intégrales  particulières  oa  des. 
intégrales  singulières  de  la  forme  z  =  m  on  y  =  mx. 
tfi  étant  une  racine  de  l'équation 
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Extuupie  :  SuppoMAs  qae  M  et  N  se  réduiseot  &  des 
fonctions  liomogènes  du  premier  degré,  en  sorte  qu'on 
ait 

M  =  Ax  +  B/,     N  =  Ce  -4-  Dr* 
L'équation  différentielle  sera  > 

[kx  -h  Br)dr  4-  (Cx  ^-  J>j)  =  o. 

Si  Von  fait  y  ==  ar«,  eUe  deviendra 

X»  j  [A  -t-  (B  -h  C)«  -f-  0»»3^-f-  (C-h  D»)i&j  =  o; 

et  se  partagera  en  deux  autres, 

dx       (C  '+-Tyz)dz  _ 

*  "^Â~H^B-4-C)»-4-D«»""''* 

*"[A  -4T(B-+-C}»-hD^>]=o. 
Soient  maintenant 

i«=^[-B  — C-H  i/(B-+-C)'--4ÀD], 

*  =^^[-  B  -C  --  V/(B4-C)'-4ÂD], 

les  deux  racines  de  l^écpiation 

A  -h  (B  4-  C)z  -h  Pz'  =  o, 

,     -       .  C  -+-  D« 

et  concevons  que  la  fraction  -r — /p  .  cw^n  » '  ^^^^^^ 

décomposée  en  fractions  simples ,  on  trouve 
C-f- D2  m  « 


A-H{B-4-C)«4-D«»    "z—ii       *  —  A' 
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si  Ton  |)ose 

*  =  {•+•«,     r=*H-^ 

£,  ti  désignant  devx  mmyeHes  varîables,  et  a,  6 deux 
constantes  déterminées  par  les  ^cpiations 

A*  -H  BC  -h  E  =r  o, 
C«   -H  D»  -h  F  =  o. 

Or  il  est  toujours possiblede  satisfaire  à  ces  deux  dernières 
équations  par  des  valeurs  finies  des  constantes  a,  6,  à  moins 
que  les  quantités  A ,  B,  C ,  D  ne  remplissent  la  condition 

^  •=  -  =  A.  Dans  ce  cas  particulier,  Téquation  proposée 

se  réduirait  à 

(O  -♦-  Dr)(d^  -h  kfffj^  4-  E^/x  H-  Fdy  =  o, 

et  il  suffirait  de  substituer  z  à  C.r  +  Djr  pour  obtenir  la 
transformée 

[(D  — ^C)*-hDE-.CF]d:r-h(A»4-F)A  =  o, 

dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables ,  en  divisaot 
le  premier  membre  par  le  polynôme 

(D  —  /C)z  -h  DE  —  CF. 

La  même  substitution  permet  d'opérer  la  sëparatk>B  des 
variables  dans  toute  équation  de  la  forme 

rfr  =/{(>-+- Dr)  ^. 
Exemples  : 
I.  xdx -^r  ydy  z=.mydx ^ 

»  •  «  >  2,     ou     jw  c=  fl  H : 

a 


ay  —  €i»*\îi(«'  —  I)  .  y 
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H^ 


r) 


\  —  C' 


3». 


X —  /' 
nr  <^  3,     ou     I»  =  a  cm  a  : 


^sin« 


/V^x*  —  mxY'^'r*  =C— cottfarctang- 
II.  Jtdlr  4-  j^rf^  =  xdy  —  ydx  : 

/V/^-+-r'==  ^H-  arctaog^. 
ni.  x^/r  —  r<^  =  lirV^JP*  H-  r%     **  =  C*  4-  aC^-. 
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Intégration  par  différentiation,  ou  par  la  snbetitutioft  de  la  dérivée  /  à 
la  fonction  inconnue  y. 


151 .  Lorsqu'une  équation difierentielledupremier ordre 
est  résolue  par  rapport  ky^  et  se  présente  sous  la  forme 

r  =  F(x,  y% 

alors ,  pour  intégrer  en  substituant  à  la  fonction  inconnue 
y  sa  dérivée  y\  il  suffit  de  différentier  cette  même  équa- 
tion. En  opérant  ainsi  Ton  trouvera 

y^dx  =  D,F(x,  y)  dx  -+-  Dj.  F  {x,  f)  dr\ 
ou 

[D,F(x,  y  )  -  r']^  H-I>r/F{^,  r')«(r' =  o. 

Cela  posé ,  si  par  une  méthode  quelconque  on  parvient  à 
découvrir  l'intégrale  générale  et  les  intégrales  singulières 
de  cette  dernière  équation  ,  il  ne  restera  plus  qu'à  élimi- 
ner y'  entre  ces  intégrales  et  l'équation  donnée 

y  =  F(x,  x'% 

pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  ceUe-ci  et  ses  inté- 
gral es  singulières . 

152.  Parmi  les  différentes  formes  que  l'on  peut  attribuer 
à  la  fonction  F  (a:,  j'),  il  importe  de  distinguer  relies  qui 
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rendent  Téquation 

linéaire  et  homogène.  Or,  pour  qae  cette  équation  de- 
vienne linéaire  relativement  à  Tinconnuèy'  et  à  sa  diffé- 
rentielle €fy\  il  sera  d'abord  nécessaire  que  le  coefficient 
de  dy'j  savoir,  DyF(x,  y%  se  réduise  à  une  fonction 
f{x)  de  la  seule  variaUe  j?;  en  d^autres  termes,  il  fau- 
dra que  Ton  ait  ^ 

Si  Ton  intègre  par  rapport  à  y  les  deux  membres  de 
cette  équation,  en  effectuant  l'intégration  à  partir  de 
y  =  o,  et  désignant  par  F(x)  la  valeur  de  F  (a:,  y)  cor- 
respondante à  une  valeur  nulle  àejr\  on  trouvera 

F(*,/)-.F(x)  =  jr'/(x), 
et  par  suite 

F(*.  y)=r(x)  +  r'/(x). 

Lorsqu'on  adopte  cette  valeur  générale  d^  F(x,  y'),  la 
formule 

[iy^Fix,y)-y]dx^T),.v{x,  y)dy=o 

se  réduit  effectivement  à  une  équation  différentielle  li- 
néaire-, mais  on  doit  observer  que,  dans  cette  hypothèse, 
l'équation  proposée,  se  trouvant  ramenée  i  la  suivante 

jr    =    F(X)    -h    r'/W, 
OU 

jrdx  =  V{x)dx  -h  /{x)dXf 

devient  elle-même  linéaire ,  et  que  par  conséquent  la 
substitution  de  la  dérivée  j-'  à  la  variable  j^  est  inutile. 
Si  Von  voulait  que  l'équation 

[D.F{.r,  y)^y]dj:H'D,s¥{x,  y)dy  =  o, 

T.  II .  a4 
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au  lieu  d'être  linéaire  par  rapport  à  j-'  ei  dy\  fût  linéaire 
par  rapport  i  x  et  dx^  il  faudrait  d'abord  supposer 
D,  F(x,  j^')  réduite  à  une  fonction /"(/')  de  la  seule 
variable  j^'  :  on  obtiendrait  ainsi  Téquation 

puis,  intégrant  ses  deux  membres  par  rapport  i  x,  à  par- 
tir de  X  =  o,  et  désignant  par  F(j^')  la  valeur  de 
F(x,  j^')  qui  correspond  à  une  valeur  nulle  de  x,  on 
trouverait 

•     F(x,  y')  -  F(r')  =  x/(r'). 
F(x,  jr')  =  F(r')  H-  x/(r'). 

Lorsqu'on  adopte  cette  valeur  de  F(x,  j^'),  l'équation 

[D,F(a-,  y)  ^f\dx^\>,.Y{x,  y)  =  o 

devient  efiectivement  linéaire  par  rapport  à  x  et  dx. 
Cette  même  équation,  qui  peut  alorss'écrire  comme  ilsuiu 

[/{r')  -  y'\dx  H-  */'(r')rf/  4-  r{y')dy  =  o, 

a  pour  intégrale  générale 

Dans  la  même  hypothèse,  l'équation  proposée  deviendra 

r  =  F(r')  +  */(/'). 

et  pour  obtenir  son  intégrale  générale  il  suffira  d^âimiuer 
y'  entre  les  deux  dernières  équations. 

Dans  le  ca;s  particulier  où  l'on  prend  f  (y*)  =  /  - 
l'équation  donnée  et  l'équation  transformée  obtenue  par 
la  substitution  de  y'  à  y  se  réduisent  à 

r  =  xr'  +  nr'h   o  =  [*  -h  F'(r')]^r'. 

Podi*  obtenir  la  seconde,  il  suffit  toujours  de  difierentier 
la  première  par  rapport  à  x.  Cette  seconde  se  décompose 
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de  plus  en  deux  autres 

rfr'  =  o,     X  -h  ¥'{x')  =  o, 

qui  donnent  son  intégrale  générale  jr^  c=:  C  et  ses  inté- 
grales singulières.  La  valeur  j^'  =:  C,  substituée  dans  l'é- 
quation donnée ,  donne ,  pour  Tintégrale  générale  cKer- 
cbée, 

jr    z=:   Cx  -^  F(C). 

Si  Ton  âimine^'  entre  les  formules 

r  =  xr'  VF(r')»   *  h-  F'(r')  =  o, 

on  obtiendra  les  intégrales  singulières  de  Téquation 
donnée. 

Exemple  :  L'équation  j  =  jy'  — jr'*  a  pour  intégrale 
générale  jr  =  Cx  l^lC ,  et  pour    intégrale   singulière 

X* 

153.  Revenons  encore  à  1  équation 

[D.F(x,  r')^r']rfr-+-D/F(x,  j'Xr' =  o. 

Pour  qu^elle  soit  bomogène ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  les  deux  fonctions  D,  F(x,  y')  — y,  Dy  F(x,  j'), 
soient  bomogènes  et  de  même  degré.  Si  Ton  désigne  ce 
degré  par  a ,  on  aura 

D/F(x,  ^')=x-/(0 

Si  l'on  intègre  par  rapport  à  j''  les  deux  membres  de  cette 
dernière  équation ,  et  si  Ton  désigne  toujours  par  F  (x) 
la  valeur  de  F(jî,  y')  correspondante  à  une  valeur  nulle 
de  j',  on  trouvera 

puis  on  en  conclura,  en  différentiant  par  rapport  à  x, 
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et  par  saite 

Cela  pose,  pour  que  la  différence  D,  F  (x,  j')  —jr'  soit 
encore  une  fonction  homogène  du  degré  a,  il  faudra  qœ, 
dans  le  second  membre  de  la  dernière  équation,  le  coeffi- 

cient  de  af  dépende  seulement  du  rapport  —  ;  et  puisque 

rintégrale 

satisfait  à  cette  condition ,  il  faudrin^lie  le  terme     ^     — 

y  satisfasse  également.  Or,  pour  cela,  il  est  nécessaire  et 
il  suffit  que  Ton  ait  à  la  fois 

fl  =   I,     F(4r)  ==  bx'y 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

fl  =  I,     et    F(«)  =  \bx*  H-  C, 

&  et  C  désignant  deux  quantités  constantes  qui  peuvent 
être  nulles.  Donc,  pour  que,  dans  Téquation  proposée,  la 
substitution  dejr'  kjr  conduise  à  une  équation  homogène, 
il  est  nécessaire  que  la  valeur  de  F(x,  y)  se  réduise  â 

c'est-à-dire  que  l'expression  F(ar,  y)  soit  équivalente 
ou  à  une  fonction  homogène  du  second  degré,  ou  â  une 
semblable  fonction  augmentée  d'une  quantité  constante. 
Réciproquement,  si  F(x,  ^')  est  déterminée  comme  on 
vient  de4le  dire,  l'équation  transformée  obtenue  par  la 
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diflerentiation  sera  homogène ,  et,  après  Tavoir  intégrée, 
on  en  déduira  immédiatement  l'intégrale  ou  les  inté- 
grales de  Téquation  donnée. 

Exemple  : 
en  difiërentiant,  on  obtient 
En  intégrant  cette  dernière,  on  trouve 

.X 

par  suite,  l'intégrale  générale  de  Téquatiou 
sera 


(^±1/4^  —X?)  tf'±\/4^  -  ''  z=  (l 
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Méthode  p«r  laquelle  on  peut  déduire  ceHainet  intégnilet  ■iBgnlilrw  de 
rintét^nle  générale.  —  Détermination  de  la  constante  que  renfeme 
rintégrale  générale. 


154.  Soit  F  (x,  y,  C)  une  fonction  des  variables  x^jr  et 
de  la  constante  C  Si  Ton  veut  obtenir  une  équation  dif- 
férentielle qui  ait'pour  intégrale  générale  Téqnation  finie 

F(x,  7,  C)  =  o, 

il  faudra  éliminer  la  constante  C  entre  cette  équation  et 

sa  dérivée 

d¥       d¥  dr 

1 =-  =  o. 

dx        dy  dx 

11  s'agit  de  savoir  si  cette  dernière  peut  admettre  des  so- 
lutions qui  ne  soient  pas  renfermées  dans  l'intégrale  gé- 
nérale. Or  toute  équation  entre  x  et  j^  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

y(x,  y)  désignant  une  certaine  fonction  de  x  et  de  /, 
et  F  désignant  la  même  fonction  que  ci-dessus,  mais  dans 
laquelle  on  a  remplacé  la  constante  C  par  la  fonction 
(p(x,  y).  On  peut  donc  admettre  que  les  solutions  singu- 
lières, s'il  en  existe,  sont  toutes  comprises  dans  la  for- 
mule 

et  il  reste  à  déterminer  ce  que  doit  être  pour  cela  la  fonc- 


lion  f .  Kn  ^fférentiant  cette  dernière  équation ,  on  trouTe 

dx       dy  dx       dp  dx 
Pour  que  la  valeur  de  ^,  tirée  de  cette   équation,  soit 
identique  à  celle  que  donnerait  Téquation 

dx^  dy  dx'^^^ 
c'est-à-dire  pour  que  Téquation 

soit  elle-nième  une  intégrale  singulière  ou  particulière 
de  Téquation 

rfF       dYdy  ^ 

dx       dy  dx         ' 

il  suffit  évidemment  que  Ton  ait 
^  d^ 
dp    dx 

ce  qui  peut  avoir  lieu  de  plusieurs  manières  : 

i®.  Si  ^  =  o,  mais  alors  ç  est  une  constante,  et  Vé- 

quation 

F[x,  ^,^(x,  y)]  =r  o, 

n'étant  qu  un  cas  particulier  de  Féquation 

F(*,  y,  C)  =  Q, 

est  tout  simplement  une  intégrale  particulière^ 
d¥ 

2®.  Si  —  =  o,  équation  à  laquelle  on  satisfait  en  po- 

w 

«ant  ou  —  =  o,  ou  ~  ==  00,  On  pourra  donc  obtenir 
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des  intégrales  singulières  en  éliminant  la  fonctioii  f  entre 
les  équations 

dF 


OU 


dç 


dF 

F[x,  /,  ^  (x,  ^)]  =  o,      ^=  oc. 


4r 

ce  qui  revient  i  éliminer  C  entre  les  équations 

dF 

F(«,  j^,  C)  =  o,     37;=;o, 


ou 


dC 


dF 

F(x,j, c)=o,    :r:  =  <x. 


Toutefois,  pour  qu'une  équation  résultant  de  cette  âimi^ 
nation  soit  réellement  une  intégrale  singulière,  il  faudra, 
i^  que  la  valeur  trouvée  pour  f  annule  Texpression 

dF 

—  =  o,  c'est-à-dire  satisfasse  àTéquation  différentielle 

proposée  ^  a°  que  cette  équation  ne  puisse  pas  se  déduire 
de  l'intégrale  générale  F(Xjjr,  C)  =  o,  en  donnant  à  la 
constante  C  une  valeur  particulière. 

1  SS.L'intégrale  singulière  a  une  liaison  géométrique  très- 
remarquable  avec  l'intégrale  générale.  En  comparant,  en 
effet,  la  méthode  qui  donne  les  int^ales  singulières  avec 
celle  qui  conduit  aux  lignes  enveloppes  (t.  I,n^290). 
on  verra  immédiatement  que  l'intégrale  singulière  repré- 
sente la  courbe  enveloppe  des  intégrales  particulières. 

Exemples  :  i^  Considérons  l'équation 
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OU 

_«: +, 

^y7 — ' 

son  intégrée  gë&ë|iele  eatjr  =  (x  +  C)*,  on  aura 

rfC    ^^     * 
et  en  éliminant  C  entre  les  deux  équations 

7  =  (j:  -H  C)%     X  -f-  C  =  o, 

on  trouvera  jy  =  o,  et  cette  dernière  équation  sera  Fîn- 
tégrale  singulière  de  Téquation  donnée.  On  ne  peut  pas 

celle  foi»  égaler^  à  Tinfini,  parce  que  ^  =  i. 

a°.  L'équation  j  =r  C(x+  C  )*  satisfait  à  l'équation 


(ir  =  'r-  -  i-r  t 


et  est  spn  intégrale  |[énérale  ^  or  on  a, 

—  =  {4r  H-  C)«  -h  î(ar  H-  C)C=0, 
d'où  Ton  tire  » 

C   =   —  JT,      C  sy   —  :r-. 

La  première  de  ces  deux  valeurs ,  substituée  dass  Té- 
quation  j-  =  C  (x  +  C)*,  fournit  l'intégrale  particulière 
7  =^  o,  qui  correspond  aussi  à  une  valeur  nulle  de  la 
constante.   La  seconde  conduit  à  l'intégrée  singulière 

3°.  Considéroiis  enfin  l'équation  différentielle 
qui,  comme  nous  Pavons  vu,  a  pour  intégrale  générale 

X     =     CX     ■+-   /{C)y 
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on  a 

L'élimination  de  C  entre  ces-  deux  équations  foomira 
évidemment  des  intégrales  singulières.  En  effet,  la  dérivée 
J-'  de  Tune  quelconque  de  ces  valeurs,  étant  déterminée 
par  le  système  des  équations 

X  =  Cr  -h/(C),     X  H-/'(C)  =  0, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même,  par  Téquation  unique 

*-^/'(^')  =  <N 

sera  nécessairement  tme  quantité  variaMe  ou  fonction 
de  X,  tandis  que  la  dérivée  de  chaque  intégrale  parlicn- 
Hère  sera,  en  vertu  de  Téquationy'  =  C,  une  quantité 
constante. 

156.  Pour  déduire  de  la  méthode  précédente  les  int^a- 
les  singulières,  il  faut  connaître  Tintégrale  générale; 
cependant  ces  solutions  ont  des  caractères  qui  les  font 
dériver  immédiatement  de  Téquation  différentielle  sans 
aucune  intégration.  Euler,  Laplace ,  Lagrange ,  Poisson  se 
sont  tour  à  tour  occupés  de  cette  question.  Ds  avaient 
essayé  de  prouver  en  particulier  que  le  caractère  propre 
des  solutions  singulières  était  de  rendre  infini  ou  ihdé- 

terminé  le  coefficient  différentiel  -7- . 

Cette  propriété  est  moins  générale  que  ne  l'avaient 
cru  ces  illustres  géomètres  *,  d'ailleurs  les  démonstrations 
qu'on  en  a  publiées  jusqu'ici  dépendent  de  développe- 
ments en  séries  dont  rien  ne  prouve  la  convei^ence, 
et  sont  loin  par  conséquent  de  la  rigueur  dont  nous  nous 
sommes  fait  une  loi  dans  cet  ouvrage. 

On  verra,  dans   une  des  leçons  suivantes,  comment 
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M.  Canchy  est  partenu  k  défi&ir  rigoureusement  le  ca^ 
ractère  des  sdhsoioDS  singulières  et  à  lea  séparer  des  inté^ 
grales  particulières. 

i57.LA  vaienr  que Imtëgrak  généraleF(x,  y,  C)  =  o 
feurnil  poQr^^  reufennan^  ayec  la  variable  x  une  cons- 
tante êAittaifeC^  il  en  résulte  qae  Tineounne  y  ne  peut 
pas  être  complètement  déterminée  en  fonction  de  x  par 
la  seule  condition  de  yérifier  Téquation  proposée 

Udx  -H  Nrf/  =  G. 

La  constante  C,  de  lacpielle  on  peut  disposer  à  volonté , 
donne  le  moyen  d'assujettir  Tinconnue  y  à  une  seconde 
condition ,  par  exemple ,  i  prendre  une  certaine  valeur 
particulière  jr^  pour  une  valeur  donnée  x^  de  la  variable 
X.  En  effet,  cette  seconde  condition  sera  remplie  si  Ton 
détermine  la  constante  C  par  Téquation 

F(j?o,  Xof  C)  =  o. 
Si  maintenant  on  élimine  C  entre  les  deux  équations 

¥{x,  y,  €)  =  o,     F(«o,  ro,  C)  =  o, 
Téquation  résultante  ne  renfermera  plus  que  les  variables 
X,  y  avec  leurs  valeurs  particulières  x^,  yoj  et  donnera 
pour  y  une  fonction  de  x  propre  à  remplir  à  la  fois  les . 
deux  conditions  ci-dessus  énoncées. 

Lorsque  Fintégrale  générale  se  présente  sous  la  forme 
u  =  C ,  M  étant  une  fonction  des  variables  x,  y^  la  se- 
conde équation  devient  u^  =  C  j  u^  désignant  la  valeur 
particulière  que  prend  la  fonction  u  quand  on  y  suppose. 

et  Télimination  de  la  constante  C  produit  la  formule 

u  =  «o, 
<pii  satisfait  effectivement  ajax  conditions  requises.  Pour 
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obtenir  directeinent  cette  formule,  il  suffit  d^obseiver 
que  si  Tint^ak  générale  u  =  C appartient  àréquatîon 

cette  équation  multipliée  par  un  facteur  convenable  de- 
viendrait du  =c  o.  En  considérant  dans  cette  dernière  y 
comme  une  fonction  de  Jt',  puis  intégrant  les  deux  mem- 
bres à  partir  de  X  =  Xq,  jr  =yo,  c'est*à-dîre  de  manière 
qu'ils  s'évanouissent  pour  la  valeur  x^  de  jr,  et  pour  la 
valeur  j^o  de  ^on  trouvera 

w  —  «p  =  o,, 
et  par  suite 

Exemple  :  i^.  L'équation 

p{jf)dt  -h  z{jr)dr  =  o 
a  pour  intégrale 

r  (f>{x)dx  -h    r  )c(r)djr  =  o. 

a°.  En  opérant  sur  les  deux  membres  de  réquation 

dy  ^  yY{x)dx  ^  f(x)dx, 

multipliée  par  le  facteur  /     F  (x)dxj  on  en  tirera 


'  et  par  suite 


J'o  —  jr„=:    *       ejxo  f(x)dXy 

J-  Xq 


Si  f(x)  =  o,  on  trouverait  simplement 

-f'F{x)dx 

y  =  yoc    J  ^o 
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Considérons  encore  Téquation  diflëre^tielle 

son  intégrale  générale  se  déduira,  comme  on  Ta  vu,  de 
la  formule  àff*  =  o^  or,  si  Ton  désigne  par  y^  la  valeur 
<ie  J-'  qui  répond  à  la  valeur  x^  de  x,  on  tirera  de  Téqua- 
tion  dy'  =  o,  en  intégrant  les  deux  membres  à  partir  de 
ac  -=■  Xo,  y*  —  yé  =  ^ï  o^>  ^  T^  revient  au  même, 
dy  =  y\  dx.  En  opérant  de  la  même  manière  stu*  cette 
dernière  équation ,  on  trouvera 

r  —  ro  =  ri(*— 'o), 

d'où 

et ,  en  substituant  pour  y'  sa  valeur  dans  Téquation 

Pour  transformer  les  diverses  intégrales  que  nous  ve- 
nons d'obtenir  en  intégrales  générales ,  il  suffit  de  conce- 
voir que  Fune  des  quantités  x^y  y^y  étant  réduite  à  un 
nombre  fixe,  à  zéro,  par  exemple,  ou  à  Tunité,  Tautre 
se  change  en  une  constante  arbitraire.  On  simplifie  or- 
dinairement ces  intégrales  en  supposant  x^  =  o.  Ainsi, 
en  adoptant  cette  hypothèse ,  on  réduira  l'intégrale  de 

l'équation  j  =  xy'  -h/iy')  ky,=:f  {^^^} 

Tout  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  relativement  aux  inté- 
grales générales  des , équations  différentielles  ne  sau- 
rait s'appliquer  à  leurs  intégrales  singulières,  attendu 
que  celles-ci  ne  renferment  point  de  constantes  arbitrai- 
res dont  on  puisse  disposer  de  manière  à  remplir  des 
conditions  nouvelles. 
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158.  Si  Ton  fait  ^  =  —f(x,  y),  l'équation 

MUir  -f-  N<(r  =  o 
devient 

Soit  d'ailleurs  j^  =  F(x)  une  valeur  de  Tînconnue^  qui 
remplisse  la  double  condition  de  vérifier  Féquation 

et  de  se  réduire  kjr^  pour  x  =  Xq,  on  aura 

F'(a:)=/[^,F(x)],     ro  =  i^W. 

De  plus,  F(x)  étant  une  fonction  déterminée  de  la  va- 
riable X  y  si  Ton  attribue  à  cette  variable  une  nouvelle  va- 
leur particulière  X ,  la  valeur  correspondante  de  jr  sera 
une  quantité  déterminée.  En  désignant  cette  quantité 
par  Y,  et  par  B  un  nombre  infikîeur  à  Tunité,  on  trou- 
vera Y  =F(X), 

=  (x-*o)/{j?«4-e(x-Xo),    FtPo-He(x-*.)]}. 

De  même,  si  Ton  désigne  par  JCj ,  Xj, . . .  ,'i„-.i,  h  va- 
leurs de  X  qui  forment  une  suite  croissante  entre  les  li- 
mites jc  =  Xj, ,  a:  =  X ,  et  par  j^t  »  JTî  »  •  •  •  ?  J»-i  >  ^^  ^*' 
leurs  correspondantes  de  y,  on  aura 

Xx  T-jro  =  C'a?!  —  *o)/  {  J?o  -hôo(jP.  —  JPo),  F{xW  ôo(x,— Xo)]}  , 
r.--rx=(*a— ^i)/{jPi  4-ô.(^.  — ^«);     /^[*t-HÔ,(x,— X,)]}, 

Y-r^.={x.x^.ji/{*..,+e»..(x--xw.o.^[*«-.+ô..,(x-x^;] 

5o9  ^i»«  •  M  ^«-1  étant  encore  des  nombres  inférieurs  à 
l'unité.  Dans  les  seconds  membres  de  ces  dernières  équa- 
tions, les  divers  éléments  de  la  différence  X —  x^ ,  savoir, 

Xy  Xq^  X^    —     Xfy   m    »    ,  y  X    Xf^^xj 
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se  trouTent  multiplies  par  des  coefficients  qui  diflèrent 
très-peu  des  quantités 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  des  suivantes 

lorsque  c^es  ëlëments^ont  des  valeurs  très-petites,  et  que 
la  fonction  y*  [x,  F  (x)]  demeure  finie  et  continue  entre 
les  limites  jr^ ,  X  ;  on  aura  donc  k  très-peu  près ,  si  ces 
conditions  sont  remplies , 

r«  —  ro  =  (j:,  —  J7o)/(j?ô,  ro)i 
r»  —  ri  =  C*a  —  «.)/(•«?«,  rO» 


Y    —  y^t=  (X  —  *«.x)/(^-i,r«-i)- 

Dans  cette  hypothèse,  la  véritable  valeur  de  Y  diffé- 
rera très-peu  de  celle  qu'on  déduit  de  ces  équations  ap- 
prochées quand  on  élimine  entre  ces  mêmes  équations 

les  quantités  y^  j%^ ,  JT»-!*  Cette  proposition  peut 

être  rigoureusement  établie  à  Taide  des  principes  que 
nous  exposerons  dans  la  prochaine  leçon.  Quant  à  pré- 
sent,  nous  nous  bornerons  à  en  vérifier  Texactitude  dans 
le  cas  où  réquatioh  différentielle  se  réduit  à 

dx  =  7F(«)£ir. 

Dans  ce  cas  particulier,  en  effectuant  l'intégration  de 
manière  qu'à  la  valeur  x^  de  la  variable  x  corresponde 
la  valeur '^o  de  la  variable^,  on  trouvera 

on  aura  par  suite 

/.X 

/       F(x)ir 
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et 

r«    =  Xo[t    -h   (JC,    —   Xo)V{Xo)]i 

r.  =  r*[>  -H  («.  —  x,)F(x,)}, 

et  en  éliminant  ji,  j„ . . . ,  jr„., , 

Y=jro[i-4-(x,  -Xo)F(iro)][i-+-(x.  -x,)F(^.)]--tï  -f-(X-x^.)F(x^.) 
lY=rl7o+l[iH-(^«— ^o)F(-to)]M-I[i4-(*,— a?0*(*0]----^ï[^-+-(^-*^^^^ 

D'ailleurs ,  si  Ton  représente  par  a  une  quantité  finie, 
para,  t  deux  quantités  infiniment  petites ,  et  par  9nn 
nombre  inférieur  à  Punité ,  on  aura 

I  -|-  7  asi 

=  (:p.  — a:o)[F(xo)4-io]+{*.  — ^.)[F(a:OH-f,]...H-(X— .x^,)[F(4^,)+^ 

^09   Cl ,  St)  •  •  •  •  9  ^n-i  désignant  des  nombres  trè»-petits. 
Comme  le  second  membre  de  cette  dernière  formule  dif> 

/»X 
F(x)dXj  il  enré- 

suite  que  la  valeur  de  1 Y  se  réduit  sensiblement  à 
et  la  valeur  correspondante  de  Y,  à 
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1/1NGT-SEUEBIE  LEÇON. 


ExpcMÎtioB  d'une  méthode  rtgoafeaie  à  Taide  de  laquelle  on  peut  démon- 
trer Feziitenee  dHine  Tâleur  der  propre  k  Térifier  une  é<{ûatlon  diffé- 
rentielle du  premier  enire,  et  calenler  eette  valeur  tTec  un  degré  d'ap- 
prozîmation  donné. 


iS9.  Toutes  les  fois  qae  TéquatioA  différentielle 

est  int^raUe  par  Tune  des  méthodes  exposées  dans  les 
leçons  précédentes,  on  en  conclut  aisément,  comme  ou 
Ta  fait  voir ,  pour  Tinconnue  j*,  une  fonction  de  x  propre 
à  vérifier  cette  équation  difiérentielle ,  et  de  plus  à  pren- 
dre une  valeur  particulière,  mais  arbitraire,  y^,  dans  le 
cas  où  Ton  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  donnée  x^. 
Réciproquement  il  sera  certain  que  Téquation 

sera  intégraUe  et  qu^elle  admet  une  intégrait  générale 
comprenant  une  constante  arbitraire  si  l^n  démontre 
qu'il  existe  une  valeur  générale  de  j^  propre  à  remplir  les 
deux  conditions  énoncées  ^  or  on  parvient  à  ce  but,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  à  Taide  des  principes  que  nous 
allons  établir. 

Concevons  que,  X  étant  une  nouvelle  valeur  particu- 
lière de  X,  on  désigne  par  Xj,'  Xt ,  • . . ,  x„_i  des  quantités 
intermédiaires  entre  les  limites  Xq,  X,  et  qui  aillent  tou- 
jours en  croissant  ou  en  décroissant  depuis  la  première 
limite  jusqu'à  la  seconde.  Supposons  de  plus  qu'on  calcule 

T.    I£.  25 
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n  valeurs  correspondantes  de  j",7i, . . . ,  j«-i ,  Y,  à  Taide 
des  équations 

r«  —  ro    =  i^x  —  ^o)/(*o,  Xo), 
y^  —  Tx    =  (**  —  *.)/(*„  r.)» 


en  éliminant  jTi,  j^i,*..,  j^n^t»  on  obtiendra  une  valeur  df 

Y  de  la  forme 

qui  jouira  de  propriétés  fort  remarquables.  Et  d'abord,  en 
ajoutant  toutes  ces  équations,  on  trouvera 

Y  —  ro.=  (j^.  —  ^o)f{xoy  Xo)  -4-  (x.  —  x,)/(x„  y,)  +.... 

-h  (X  — x,_,)/(*iu.ft  r.-.). 

Or  la  somme  du  second  membre  est  égale  au  produit  de  la 
somme  des  différences Xx  —  Xq,  Xt  —  j?,, . . . ,  X  —  x,>_i. 
ou  X  -»  Xq  ,  par  une  moyenne  entre  les  coefficients 

et  si  Ton  désigne  par  A  la  valeur  absolue  du  plus  grand  de 
ces  coefficients ,  cette  moyenne  sera  nécessairement  ex- 
primée pai^une  expression  de  la  forme  ±1  GÂ,  6  dési- 
gnant ua  nombre  inférieur  à  Tunité  ^  on  aura  donc 

Y  •-  ro  =  ±  eA(x  —  xo), 

Y  =  ro  ±  ©A(X  —  Xo),  • 

d'où  Ton  conclut  que  la  valeur  de  Y  se  trouvera  nécessai- 
rement comprise  entre  les  limitesj^o  ±  A  (X  -»  Xo).  En 
raisonnant  de  la  même  manière ,  on  ferait  voir  que  les 
qiiantités  j'n  Jiv*m  Jn^x  sont  respectivement  comprises 
entre  les  limites 

^o  ±A(x,  — Xo),   r„rfcA(x,— .r,),...,    ro±A(x^»— Xo), 
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donc  toutes  ces  quantités  se  réduisent  aussi  bien  que  T  à 
des  expressions  de  la  forme 

y,  ±  eA(X  -  Xo). 

On  doit  en  oonclure  que  les  coefficients 

y(^o,  ro)>  /(•»?«>  r.)fM/(*«-i>  r«-«) 

sont  des  valeurs  particulières  del^expression 

qui  correspondent  à  des  valeurs  de  6  et  0  comprises  entre 
les  limites  o  et  i .  Or  concevons  que  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  des  coefficients  dont  il  s'agit  correspondent  res- 
pectivement aux  systèmes  de  valeurs 

» 
toute   quantité   comprise  entre  ces  coefficients,   ou,  ce 
qui  revient  au  même ,  entre  les  quantités 

/[^o  4-  Oo(X  —  Xo),      ro  -I-  ©•A(X  —  x^)], 
/[jFo-h(«o-Hi}(X— xo),     /oH-(©o-4-0A(X— j?o)], 

sera  évidemment  une  valeur  particulière  de  l'expression 

/[*o-h(©oH-«Ç)(X~Xo},     /o-+-(eo4-i'0A(X-*o)], 

correspondante  à  une  valeur  de  ^  comprise  entre  les  li- 
mites o  et  I,  et  par  conséquent  à  ime  valeur  particulière 
de  Vexpression 

/[xo  -h  fi'  (X  —  xo),     r» ±  ® A (X  —  Xo)], 

correspondante  à  des  valeurs  de  0  et  de  0  comprises  entre 
les  mêmes  limites*  Donc,  puisque  la  différence  Y-^  j-^  ^st 
équivalente  au  produit  de  X  —  x^  par  une  moyenne  de 
cette  espèce,  on  pourra  poser 

^*-ro  =  (X-.x„)/[xo-f-«(X  — xo),     ro±eA(X  — Xo)]; 
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et  par  conséquent 

y  =joH-(X  — x.)/[xo-he^(X-Xo\  ro±:eA(X-x,)], 

d  et  0  désignant  deux  nombres  inférieurs  9  Tunité. 

Corollaire  i^^.  Si  Ton  supposait  tous  les  élémens  delà 
difiS$rence  X  —  x© ,  c'est-à-dire  les  binômes  Xx  ^~  x^y 
Xt  —  X,, . . . ,  X  —  x^i  réduite  à  un  seul  qui  serait  cette 
différence  elle-même,  on  aurait  simplement 

En  comparant  cette  équation  à  ceUe  qui  précède ,  on 
i*econnait  que  la  division  de  X  —  x^  en  éléments,  a  pour 
effet  de  modifier  le  second  facteur  du  produit  qui  repré- 
sente la  valeur  de  Y  —  /o  ^^  7  faisant  croître  les  quand- 
tés  jTq,  y^  de  manière  que  les  valeurs  numériques  de 
leurs  accroissements  soient  inférieures  d'une  part  à  la  va- 
leur numérique  du  premier  facteur,  de  l'autre  à  cette 
valeur  numérique  multipliée  par  la  constante  A. 

Corollaire  t,^**.  Soit  m  un  nombre  entier  inférieur  k  /i, 
cl  faisons  jc„  =  $,  j-^  =  yj,  on  obtiendra 

Y-if=:(X-{)/[{-+-0(X-{),    ,±eA(X-.fj]. 

160.  Après  avoir  reconnu  la  forme  de  Y,  déterminons  de 
quelle  manière  cette  quantité  varie  avec  jr^,  ou  calculons 
Taccroissemcnt  6„  Je  Y ,  correspondant  a  un  accroissement 
©ode  yo«  Désignons  parH  =zh(X — x^)  la  valeur  numé- 
rique de  la  différence  X  —  x^.  Supposons  d'ailleurs  que 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  reufermées  dans  les  limites 

Xoj  X,  la  fonction  dérivée — M-^  reste  continue  par  rap- 
port aux  variables  Xj  jr,  etdemetu^  comprise  entre  les  li- 
mites ±:  C,  C  représentant  une  quantité  positive.  Cela 
posé,  soit 
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la  différentielle  totale  de  la  fonction  /(x,  y),  en  sorte 
<[a'on  ait  identiquement 

soientde  pluA  6t9  6tv--9  Suies  aocrois6mnent$  respectifs  que 
prennent ^1,  j-,,...,  Y  lorsqu'on  attribue  à  j^o l'accroisse- 
ment 60 î  et  représentons  par  0^  ©01  ©iî'**»®»-!  ^s 
nombres  inférieurs  i  Tunité. 

L*équation  jr^  —jr^  =  (x,  —  Xo)/(Xo,  j<o)  devant 
subsister  encore  quand  on  y  fera  croître jr^^  de  6o»  ctj^t  de 
6i,  on  en  conclura 

ri  -*-•,  —  (jo  -h  Ce)  =  (x,  —  Xo)f{Xoj    Xo  -¥■  Co), 

et  par  suite 

C.  —  ^o  =  (x,  —  Xo)  [/(«o,  r o  -h  cjj  — /(xo,  r o)  ]  ; 

on  aura  d^ailleurs,  en  vertu  d'une  fonnule  connue  et  de 
rbypothèse  admise , 

/(J^o,  To  -H  Cq)  —  /(^o»  ro)  __     /^    ^    -4-  fl^  X       -+-  fil  r 

•o 

/(•^o,  /•  +  Ce)  — /(*o,  ro)  =  ±:  eoCoC, 
et  par  conséquent 

C.    =  Co  [l  ±:  ©^C(X.  —  Xo)]y 

on  trouvera  de  même 

C.  =  C.[i  ±  0,C(;c.  -  *.îl. 


^..=Qi±0oC(x»-j:o)][i±©,C(x,-j:,)]---[«±®"-«C(X-x^O]. 

Or,  si  la  différence  X  -^Xq  est  positive ,  la  valeur  numé- 
rique du  binôme  i  ±  0çC(af:t  —  x^)  sera,  inférieure  à/la 
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somme  i  +  C(jr,  —  x^)  et  par  suite  A  rexponentielle 

^  ^  1.2 

Par  la  même  raison ,  les  valeurs  numériques  des  binômes 

seront  irespectivement  inférieure»  auic  exponentielles 

donc  le  produit  de  tous  les  binômes  qui  entrent  dans  la 
valeur  de  S^  aura  une  valeur  numérique  inférieure  an 
pimLuît  de  toutes  les  exponentidiles ,  c'est -4 -dire  a 
^  ^  ^  *•%  et  se  réduit  par  conséquent  à  une  eicpreasion 
de  la  forme 

&  représentant  toujours  un  nombre  compris  entre  les  li- 
mites o  et  I .  n  faudrait  évidemment  remplacer  cette  ex- 
pression par  la  suivante , 

.  si  la  difiîérence  X  —  x»  devenait  négative.  Cela  fosé, 
on  aura 

Voilà  donc  Taccroissement  6^  de  Y,  correspondant  à  Tac- 
croissement  6^  dej^o-  Si  l'on  fait,  pour  abréger,  K=e  > 
K  sera  une  constante  positive  et  finie ,  et  Ton  aura  sim- 
plement 

C„  =  ±:  ©Kffo. 

Corollaire  i*'.  Lorsque  les  éléments  Xi — x^^  Xj — ^arj,.-» 
de  la  différence  X  —  a?©,  obtiennent  tous  des  valeurs  nn- 
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mëriques  inférieures  à  -,  les  facteurs 
Ci 

1.  zt:  <9oC(jc,  —  JTo),     1  ±  e,  C (x,  —  x,)y . . . , 
sont  tou3  positifs,  et  Ton  a  néoessairemeot 

Corollaire  a"*.  La  valeur  4e  6n  =  di  0K6^,  devient 
infiniment  petite  en  même  temps  (jue  S^  \  donc,  à  un  ac- 
croissement infiniment  petit  de  la  quantité  /o>  corres- 
pond toujours  un  accroissement  infiniment  petit  de  la 
quantité  Y ,  et  par  conséquent  la  seconde  de  ces  deux 
<piantités  est  une  fonction  continue  de  la  première. 

Corollaire  3"*.  Si  l'on  considère  senlem^^nt  les  équa- 
tions 

elles  suffiront  pour  déterminer  T  en  fonction  des  quai^ 
tités  x«,  j:„+,,.  . .,  a:„_i,  X,  jr„,  et  Ton  prouvera  en- 
core que  si  Ton  attribue  à  j^„tm  certain  accroissement  6^, 
l'accroissement  correspondant  de  T  sera  de  la  forme 

Donc  ce  dernier  accroissement  aura  une  valeur  numé^ 
rique  inférieure  à  celle  du  produit 

et,  à  plus  forte  raison,  à  celle  du  produit 

161 .  La  quantité  Y  dépend  évidemment,  i®  des  valeurs 
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extrêmes  dex  représentées  par  x^,  X  ;  2°  delà  quantité jr^ 
3^  du  nombre  n  et  des  valeurs  mêmes  des  éléments  dans 
lesquels  on  a  divisé  la  différence  X  —  Xq,  ou,  en  d^autres 
termes ,  du  mode  de  division  adopté.  Mais  il  est  facile  de 
montrer  que,  si  Ton  fait  décroître  à  Finfini  les  Taleurs 
numériques  des  éléments  de  la  différence  X  —  x^,  la 
valeur  de  T  dépendra  uniquement  des  trois  quantités 
Xo,  X  et  j'o*  Pour  le  prouver,  il  suffit  de  faire  voir  que 
si  le  nombre  n  devient  très-considérable,  le  mode  de  di- 
vision n'aura  plus  sur  la  valeur  de  T  qu'une  influence  in- 
sensible ;  or  c'est  ce  que  Ton  peut  démontrer  comme  il  suit 
Lorsque  les  éléments  de  la  différence  X  — x^  se  ré- 
duisent à  un  seul  qui  coïncidé  avec  celte  différence  elle- 
même  ,  la  valeur  de  Y  est  simplement  déterminée  par 
Téquation 

Y  —  jo  ==(X  —  jro)/(aro,   ^o)- 

Lorsqu'au  contraire  la  différence  X  —  Xo  est  partagée  en 
71  éléments  Xi  —  Xo,  x,  —  Xj, . . . ,  X  —  x„_,,  oji  a 

Y  -  ro  =  (X  -  Xo)/[xoH-6.  (X  -  Xo),   ro±eA(X  -*o)]. 

Pour  passer  à  un  second  mode  de  division,  il  suffit  de 
subdiviser  chacun  des  éléments  du  premier  en  nouveaux 
éléments.  Or  on  peut  calculer  d'une  manière  approchée 
le  degré  d'influence  que  chaque  subdivision  aura  sur  la 
valeur  de  Y.  En  effet,  lorsqu'on  partagera ,  par  exemple, 
l'élément  Xi  —  Xo  en  plusieurs  autres,  l'équation 

r.  —  r o  =  (jf.  —  *o)  /(«o,  r«) 

se  trouvera  remplacée  par  plusieurs  équations  de  U 
même  forme  ^  mais,  en  procédant  comme  nous  l'avons  déjà 
fait,  on  trouvera 

rt— /o  =  i^i  —  J?o)/f-«o  4-  ^i  (x,— JCo),    rQ±:©«A(x,  —  Xo)], 

ô,,  01  désignant  deux  nombres  inférieurs  à  l'unité.  En 
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posant 
on  aara 

r«  —  ^o  =  (jT,  —  j^o)/(*o,  ro)  ±  io(j^i  —  j^o). 

Avant  la  subdivision  de  l'élément  x^  —  Xo,  on  avait 

r.  —  r»  =  ('i  —  ^•)/(-»o,  ro). 

Celte  subdivision  £ûl  donc  croître  j^i  du  produit 

Si  d^aillenrs  les  autres  éléments  de  la  différence  X — Xq, 
conservent  leurs  valeurs  primitives,  tandis  que  la  quan- 
tité y,  reçoit  raccroissement  ±:  e©  (Xi  — Xo),  Y,  en  vertu 
de  ce  que  nous  avons  dit,  prendra  un  autre  accroissement 
de  la  forme 

Donc  raccroissement  de  T  produit  par  la  seule  subdivi- 
sion de  Télément  Xi  —  x^  aura  une  valeur  numérique 
inférieure  â  celle  de  la  quantité 

±  Kio  (x,  —  x^. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  l'accroissement 
de  Y,  produit  par  la  subdivision  de  l'élément  x«^i  — x^^ 
aurait  une  valeur  numérique  inférieure  à  celle  de  la 
quantité 

le  nombre  e^  étant  déterminé  par  une  équation  de  la 
forme 

±  •-.=/[Xi«-+-ô(x^,— X,),   j«  ±  ©A(x«+.— x«)]-/(x«,  ^.). 

Donc,  si  Ton  subdivise  Fun  après  l'autre  tous  les  élé- 
ments ,  Y  prendra  une   suite   d'accroissements  dc«it  ia 
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somme  est  inférieure  à 

Kio(^x-J?o)H-Ki.(j:,-j:0-^-..-hKii._,(X-«„.0=Kj(X>-Jv,), 

£  désignant  une  moyenne  entre  les  nombres  e^,  Ci,  Cs,  •'.  • 
Si  les  différences  Xi  —  x^^  Xt  —  Xi,  etc. ,  obtiennent  des 
valeurs  infiniment  petites,  on  pourra  en  dire  autant  des 
quantités  «q,  £i,  et?*  •  -9  ^n^u  ^AmU  q«e  de  Tei^resnoii 

Ki  (X  ~  xo); 

et  par  conséquent  on  n'altère  pas  sensiblement  la  Talenr 
de  Y,  correspondante  à  un  mode  de  division  dans  lequel 
les  éléments  de  la  différence  X  —  x^  ont  des  valeurs  nu- 
mériques très-petites ,  si  Ton  passe  à  un  second  mode 
dans  lequel  chacun  de  ces  éléments  se  trouve  subdifisé 
en  plusieurs  autres. 

Concevons  à  présent  que  Ton  considère  à  la  fois  denx 
modes  de  division ,  tels  que  les  éléments  du  second  ne 
soient  plus  des  subdivisions  des  éléments  du  premier.  On 
pourra  comparer  ces  deux  modes  a  un  troisième  tellement 
choisi,  que  chaque  élément,  soit  du  premier,  soit  du  se- 
cond ,  se  trouve  formé  par  la  réunion  de  plusieurs  élé- 
ments du  troisième.  Pour  que  cette  condition  soit  rem- 
plie ,  il  suffira  que  toutes  les  valeurs  de  x ,  interposées 
dans  les  deux  premiers  modes,  soient  employées  dans  le 
troisième  \  et  on  prouvera  que  Ton  altère  très^peula  valeur 
de  Y  en  passant  du  premier  ou  du  second  mode  au  troi- 
sième, et  par  conséquent  en  passant  du  premier  ausecond. 
Donc,  lorsque  les  éléments  de  la  différence  X  — Xq  de- 
viennent ii^finiment  petits ,  le  mode  de  subdivision  n'a 
plus,  sur  la  valeur  de  Y,  qu'une  influence  insensible,  et 
si  Ton  fait  décroître  indéfiniment  les  valeurs  numériques 
de  ces  éléments  en  augmentant  leur  nombre,  la  valeur  de 
Y  convergera  vers  une  certaine  limite  qui  dépendra  uni- 
quement de  la  forme  de  la  fonction  f{x^  r)?  des  valeurs 
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extrèates  jTo)  X^  attribuées  à  la  variable  «r,  et  de  la  quan- 
ûté  jTo- 

•  Corollcnre  i**.  Comme  la  limite  vers  laqttelle  con- 
-verge  y-j  tandis  que  les  éléments  de  la  différence  X  —  x^ 
deyiennent  infiniment  petits ,  dépend  uniquement  des 
trois  quantités  Xq  9  X ,  j'q  ,  nous  désignerons  cette  limite 
par  la  notation  F  (Xq,  X,^'^),  que  nous  réduirons  mèine 
à  Tune  des  suivantes  F  (X,  j^^)»  f  (X),  quand  nous  nous 
proposeroQS  de  faire  varier  les  deux  s^eules  quantités  X,  j^o> 
ou  la  setJe  quantité  X. 

162,11  estfacilededéraontrermaintenantqu'ilexiste  tou- 
jours une  fonction  de  x  propre  à  vérifier  Téquation  diffé* 
renûelle  dy  =e:  f{x^  y)  dx^  et  de  plus  à  prendre  ime  va- 
leur particulière^  mais  arbitraire  y^^  dans  le  cas  où  Ton 
attribue  à  la  variable  x  une  valeur  donnée  x^*  En  effet , 
désignons  par  F(x)  ce  que  devient  F(X)  quand  on  y 
renàplace  X  par  xi  puisque  F(X)  est  ce  que  devient  Y 
quand  les,  éléments  de  la  différence  X  —  x^  deviennent 
înfinim^it  petits,  de  Téquation 

Y^ii  =  (X-f)/[f-f-ô(X^f),     »iteA(X-f)] 

on  tirera 

F(X)-F(f)  =  (X-f)/[f+Ô(X-f),  F(f)±0A(X-f)], 

et  en  faisant 

X  et  X  -H  h  étant  renfermés  entre  les  limites  x^,  X  ,  on 
aura  à. la  fois 

•F(ar-f-A)— F(ar)=r/i/'[x-heA,     F(*)±0AA]. 

Or  il  est  facile  de  voir,  i**  que  pour  x  =  x^,   F  (x)  se 
réduit  à  jo  ;   a°  que   si  Faccroissement  /*  devient  înfi-. 


396  CÀLGUI.   lUTÈQfiJLhé 

nime&t  petit ,  raocroissement  correspondant  de  la  fonc- 
tiou  F(x),  savoir,  F(x  +  h)  —  F(jf)»  »era  lui-mèiQe 
une  quantité  infiniment  petite  ;  3^  que  de  cette  équation  « 
divisée  par  A,  on  tirera 

r(*)=/[x,F(4r)]; 

ce  qui  exprime  que  la  fonction  F  (x)  vérifie  l'équatioD 
difTérentielle  dy  =  f(x^  y)dx. 

Donc  enfin,  lorsque  la  fonction  f{Xy  y)  et  la  dérivée 

-—^^"^  restent  finies  et  continues  entre  les  limites  x^,  X, 

il  existe  une  fonction  de  x  propre  à  vérifier  Téquatioa 
difierentielle  dy  =  /*(x,  jr)dx^  et  de  plus  à  prendre 
une  valeur  particulière,  mais  arbitraire ^09  àans  le  cas 
où  Ton  attribue.à  la  variable  x  une  valeur  donnée  Xq. 

Corollaire.  Si  Ton  désignait  la  limite  de  T  par  la  no- 
tation F(x,  j^o)ï  Isi  fonction  j^  se  présenterait  sous  la 
forme  jr  =  F(x,  y^)  et  serait  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation proposée ,  puisque  j^^  ^^  ^^^  constante  arbitraire. 
Ajoutons  que  cette  intégrale  est,  comme  Y,  une  fonction 
continue  de  j'^o* 


^q^ 
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Application  de  la  méthode  exposée  dans  la  Leçon  préeédeote  à  Piiitégra- 
tion  d'une  équation  dUTérenlielle  qaeleopqae  du  premier  ordre  entre 
deux  Tariables  x,  y. 


163.  Nous  avon5  supposé  jusquHci  que  les  deux  fonc- 
tions fipCy  y)  et  x(*>  y)  ^^  "^d  demeuraient  fi- 
nies et  continues ,  quelle  que  fût  y  poUr  toutes  les  va- 
leurs renfermées  etitre  les  quantités  Xq,  X  \  mais  il  est 
facile  de  démontrer  que  les  propriétés  énoncées  dans  la 
leçon  précédente  subsisteront  encore  toutes  les  fois  que 
ces  fonctions  seront  finies  et  continues  par  rapport  aux 
variables  x,  y  dans  le  voisinage  du  système  de  valeurs 
particulières  a:  =  JCq»  J^  =^o  »  pourvu  que  l'on  cbobisse 
convenablement  la  quantité  X.  En  effet,  concevons  que 
les  expressions /(oTo  9  y^^  z(^o»  JTo)  étont  des  quanti- 
tés finies ,  on  désigne  par  A,  C  deux  nombres  supérieurs 
à  leurs  valeurs  numériques,  et  par  a  une  quantité  posi- 
tive ou  négative  cboisie  de  telle  manière  que  pour  des 
valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites  ar„,  jc,,  -f-  a ,  et 
pour   des  valeurs  de  y  renfermées    entre  les    limites 
Jo  —  Afl,  y^  -I-  Au,  les  deux  fonctions  /(x,  j^),  xC*^»  j) 
restent  continues  par  rapport  aux  variables  x,  y^  et  de- 
meurent comprises,  la  première  entre  les  limites  —  A, 
+  A,  la  seconde  entre  les  limites  —  C ,  -f-  C  ;  les  pro- 
priétés mises  en  évidence  dans  la  leçon  précédente  sub- 
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sisteront  encore  si  Ton  a  pris  pour  X  une  moyenne  entre 
les  deux  quantités  x^  et  Xo  +  «•  Pour  le  démontrer ,  il 
suffit  de  faire  voir  que,  dans  Thypotlièse  admise  les  quan- 
tités y,,  j^,,..,,,  j^j,~ii  Y,  déterminées  par  les  équations 

Xz—Xi  =(^a— j^i)/(^i,  r«)» 


étant  toutes  comprises  entre  les  limites  jr^  —  Aa, 
j^o  +  Aa,  les  fonctions  ^(^,  j^),  x  (•*-'»  JK")  resteront  fi- 
nies et  continues  pour  toutes  l'es  valeurs  j^i,  j^i , .  - . . ,  Y 
correspondantes  à  des  valeurs  de  x  comprises  entre  x^  et 
x^  -+-  a.  Or,  si  Von  ajoute  entre  elles  celles  de  ces  équa- 
tions qui  renferment  les  quantités  y^y  J^t  »  •  •  •  ?  JK"-«  >  °° 
obtiendra  la  formule 

Xm  —  xo  =  (-^^i  —  -roj/C^o,  ro)  H-  (j?.  —  ^f )/(*.,  r*)-.. 

dont  le  second  membre  est  équivalent  au  produit  de  la 
différence  x^n  — Xq  par  une  moyenne  entre  les  coefficients 

De  plus,  la  différence  x„,  —  JC©  ayant  une  valeur  numé- 
rique inférieure  à  celle  de  X  —  x^,  et  par  conséquent 
inférieure  à  a,  il  est  clair  que  la  valeur  numérique  dej^ 
isera  comprise  entre  les  limites  jo  "*"  ^^  yo  4-  Aii.  Si 
•chacune  des  expressions 

a  une  valeur  numérique  inférieure  à  A,  ce  qui  arrivei» 

nécessairement  si  les    quantités  y.^^  j^i, ,  ^^«.1  se 

trouvent  elles-mêmes  renfermées  entre  les  limites 
Xo  —  Aa,  y-Q  '+'  Aa.  Donc,  puisque  cette  condition  se 
vérifie  à  regard  de  /09   elle  sera  pareillement  satisfaite 
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k  regard  de  jr,  :  étant  vérifiée  pour  y^  et  j-,,  eOe  sera 
encore  5atis£iite  à  Tégard  de  j^f  <  •  •)  et  ainsi  de  suite. 
Enfin  elle  se  vérifiera  pour  jr^y  m  désignant  un  nombre 
entier  égal  ou  inférieur  à  ^i,  et  par  conséquent  pour 
tous  les  termes  de  la  suite  Jq^  yj,  jr,, . . . ,  y^,,  Y. 

Coroilaire  i*'.  Soient  0  et  0  deux  nombres  qui  varient 
entre  les  limites  o  et  i  ;  et  indiquons  par  la  caractéris- 
tique M  une  moyenne  entre  plusieurs  quantités  données. 
Comme  le  nombre  désigné  par  G  peut  être  pris  arbitrai- 
rement pourvu  qu^r  surpasse  la  valetir  numérique  de 
X(^o»J^o)  9  il  est  clair  que  la  quantité  a  deviendra  propre 
à  vérifier  les  conditions  du  théorème  précédent,  si  Ton  a 
choisi  a  et  C  de  telle  manière  que  les  deux  fonctions 

/(xo  -f-  Ba,  Xo  ±  ©Aa),     x  (*o  -h  ô«,  / o  ±  «Afl}, 

restent  continues  entre  les  limites 

6  =  o,  6  =  i;    e=o,  e=i, 

et  que  1- on  ait  toujours  entre  ces  limites 

/(xo-h  ôa,  ro±  ©An)  =  M(—  A,  -h  A). 

Corollaire  a"**.  Supposons  que  parmi  les  valeurs  de  la 
quantité  a,  pour  lesquelles  les  conditions  énoncées  dans 
le  corollaire  i*'  peuvent  être  remplies,  on  choisisse  celle 
qui  est  la  plus  grande,  abstr^iction  faite  du  signe  :  dans 
cette  hypothèse,  Féquation  de  la  leçon  précédente 

f  =  F(x),    ou     r  =  F  (J^»  ro), 
fournira  une  intégrale  particulière  de  l'équation 

dy  =  /(x,  j)dx, 

pourvu  qu'on  assujettisse  la  variable  x  à  demeurer  com- 
prise entre  les  limites  x^  et  jTq  •+-  a. 

Corollaire  3**.  La  quantité  a  étant  déterminée  comme 
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on  vient  de  le  dire ,  si ,  dans  l'équation  j  =  F(x,  y^ 
on  remplace  y^  par  une  constante  arbitraire  C^  la  foi^ 
mule  j-  =  F  (a:,  <7)  représentera  l'intégrale  générale  de 
Téquation  Af  ^=^f(x^  j)^^^  àxi  moim  ponr  certaines 
valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites  qui  dé- 
pendront eUes-mèmes  de  la  valeur  attribuée  à  la  çxxar 
stante  arbitraire.  Concevons  en  effet  que  Ton  désigne 
par  a  une  quantité  affectée  du  même  signe  que  a ,  nuis 
douée  d'une  valeur  numérique  moindre  \  soit  de  plus  s 
un  nombre  inférieur  à  l'unité ,  et  supposons 

Comme  on  aura  évidemment 

^o  —  Ail  =  C  —  A(«i  ±:  !•),     ^o  -h  Aa  =  C  -f-  A(fl  q:i«), 

on  en  conclura  que  les  deux  quantités j^o  —  -^^j  J^o+^^ 
comprennent  entre  elles  les  deux  suivantes,  C — A(a — a)? 
C  +  A  (a  —  «),  et  l'on  prouvera,  en  raisonnant  comme 
ci-dessus,  que  la  valeur  j^  =  F  (r,  C)  est  une  fonction 
continue  de  x  et  vérifie  l'équation  dy  ■=!  f  (x,  y)àx, 
tant  que  la  constante  C  demeure  comprise  entre  les  li- 
mites y^  -—  Aa,  y^  +  Aa,  et  la  variable  x  entre  les  li- 
mites Xo  et  XQ'\^{a  —  a). 

On  démontrerait  de  la  même  manière  la  proposition 
suivante.  Supposons  que  les  expressions 

ayant  des  valeurs  finies ,  on  choisisse  le  nombre  A  et  la 
quantité  a,  de  telle  sorte  que  : 

1®.  Si  x(«^o9  J'o)  es'  positif  ou  nul ,  les  deux  fonctions 

/(j?o  -h  6«,  yo  4-  ©Aa),     x  (*o  H-  ^a,  To  -h  ©Aa), 

restant  continues  entre  les  limites 

0  =:  o,  ô  =  1,      0  =  o,  td  =  I, 
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on  ait  toujours  entre  ces  limites 

y (jCo  -h  ^tf,  ro  -+-  ©A/i)  =  M  (o.  À); 

a®.  Si  x(^o»  Jo)  ®sl  négatif  on  nul ,  les  deux  fonctions 

/(jTo  -f-  Ôa,   ro  —  eAu),     ;t(*o  •+•  Ofl,   Xo  —  ©Afl), 

restant  continues  entre  les  limites 

Ô  =  o,  ô=i  ,     0  =0,  0  =  I, 

on  ait  toujours,  entre  ces  limites, 

y  (jTo  H-  Ôa,     ^o  —  ôAfl)  =  M  (o,    —  A), 

les  théorèmes  de  la. leçon  précédente  subsisteront  entre 
les  limites  Xq,  x^+a.  • 

164.  Parmi  les  valeurs  de  a  qui  remplissent  les  condi- 
tions énoncées,  il  est  avantageux  de  choisir  celle  qui  est 
la  plus  grande ,  abstraction  faite  du  signe.  Pour  montrer 
par  un  exemple  comment  on  peut  déterminer  cette  va- 
leur, supposons  queTéquation  différentielle  donnée  soit 

dy  =  Ung(x  -h  x)dxy 

et  que  les  quantités  Xq,  y©  s'évanouissent.  Pour  que  l'é- 
quation 

/(xo  -f-  Oa,  Xo  •+-  ©Au  =  tang(6fl  -h  ©A/i)  =r  M  (o,  A) 

soit  toujours  vraie  pour  des  valeurs  positives  de  a,  tandis 
que  6  et  0  varient  entre  les  limites  o  et  i ,  il  est  néces- 
saire que  l'arc  a  +  Aua  reste  compris  entre  les  limites 

0)  -,  et  que  Ton  ait  iang(a  +  Au)  =  M  (o.  A).  Pour  dé- 
duire de  cette  dernière  équation  la  plus  grande  valeur 
possible  de  l'arc  a,  l'arc  a  +  Aa  demeurant  inférieur  à 

^,  il  suffit,  i"  de  remplacer  le  second  membre  M(o,  A) 
T.  II.  a6 
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par  A  ^  2^  de  joindre  à  la  fokmtile  tang  (a  +  Aà)  =  A, 

ou  a  = ^ ,  celle  qui  fournit  le  maximum  de  a 

i-f- A  ^ 

considéré  comme  fonction  de  A^  savoir, 

tia           ^^,         arc  tang  A 
—  =  o,  .  ou —  — 


^A-"v..-        ,^A     -14- A*' 

or  on  satisfait  aux  deux  équations  ainsi  obtenues  en 
prenant 

a  =  iy2:x9«..,     A  ==  0y3g83. 

Ainsi,  dans  Thypothèse  admise,  la  quantité  positÎTe 
a  =  1,229. . .  ^^^  '^  P^^^  grande  des  valeurs  de  a  pro- 
pres à  vérifier  la  formule 

/{xo  4-  5a ,     yo-h  &Am)  =  M  (o,  A). 

On  prouverait  de  même  que  la  quantité  négative 

a  =  —  1,229... 

est  la  plus  grande,  abstraction  faite  du  signe,  de  celles 
qui  sont  propres  à  vérifier  la  formule 

/{xo  -f-  Ooy     Xo  —  ©Aa)  =  M  (o,  ~  A). 

On  en  conclurait  que  la  méthode  d'intégration  exposée 
dans  la  leçon  précédente  fournira  la  valeur  générale  de  r 
qui  satisfait  à  Téquation 

ify  =  tarig(ar  -f-  x)dx, 

et  s'évanouit  avec  la  variable  jt,  du  moins  tant  que  cette 
variable  restera  comprise  entre  les  limites 

a  =  —  i,229,..,     a  =   1,229... 

Pour  Téquation  efy  =  tang(j:* -|-^*)<ir,  en  supposant 
toujours  jCo  =  o,  j^o  =  o>  OD^  trouverait  que  la  plus 
grande  valeur  de  a*  serait  déterminée  par  le  système  des 
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deux  écpiations 

arc  tanc  A  ^  i 

desquelles  on  con<slurait 

A  =0,7654. .  •,     a*  =  0,9653,     a  =±0,9824. . ., 

et  la  laétliode  exposée  fournirait  la  valeur  de  y  cpii  vé- 
rifie réqualion 

dy  =  taiig(x»  -^-  y^)dx^ 

et  s'évanouit  avec  or,  tant  que  la  variable  x  resterait  com- 
prise entre  les  limites 

—  0,9824 . .  . ,       4-  0,9824. 

Considérons  enccvre  Téquation  différentielle 

et  supposons  o^o  =  ï?  J'o  =  o,  on  aura 

/(*.+<>«,  r.  H- eA^)  =  7:p6^::p^^  =  M(o,  a), 

et  cette  équation  se^  toujours  vraie  entre  les  limites 
ô=o,  fl=i,  0  =  0,  0=^i,si  Ton  prcifti  A  =  i,  et 
si  Ton  attribue  à^^a  quantité  a  une  valeur  positive  quel- 
conque. Par  suite,  la  plus  grande  des  valeurs  positives  de  \ 
a  sera  a  =  oo,  et  si  l'on  désigne  par  /  =  F(.r)  celle  des 
intégrales  particulières  de  Féquation 

dx 


x-^y 


qui  s'évanouit  pour  x  =:  i,  la  méthode  exposée  détermi- 
nera la  valeur  de  F(j^)  tant  que  la  variable  x  sera  com- 

26... 
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prise  entre  les  limites  x  ==  i,    x=  oc.  L'équation 

I 


I  -h  6a  -f-  eAfl 


=  M  (o,  A) 


sera  encore  sàtirfaite  si ,  A  étant  un  nOBibre  supérieur  â 
l'unité,  on  attribue  à  a  une  valeur  négative  comprise 

entre  o  et  —  — rr -.  ^  or,  parmi  les  valeurs  négatives  de 

A(A  -h  I  j 

a  que  fournit  Téquation  a  =  —  --7- r,  cdle  qui  est 

*  *  A(A-hi; 

la  plus  grande,  abstraction  faite  du  signe,  se  trouve  dé- 
terminée par  la  formule 

da 

— -  =  o,     ou     A»  —  2A  =  I , 

fiA 

de  laquelle  on  tire,  A  devant  être  supérieur  â  Tunité, 

A=  I  +V/2,     a  =  —  (3  — aV/^)  =  -.  0,1715. 

La  méthode  d'intégration  suffira  donc  encore  pour  fixer 
la  valeur  de  F  (x)  tandis  qu'on  fera  varier  x  entre  les  li- 
mites o  et  —  0,1715. 

165.  Il  est  essentiel  d'observer  que  les  quaniîtésjo?  Jt* 
y,,. . .,  ,x„-.i,  Y,*  déterminées  comme  nous  l'avons  dit, 
r'estei'ont  comprises  entre  les  limit^y^  4*  ^^^  JKo — ^^a , 
et  formeront,  ou  une  série  croissante ,  ou  une  série  dé- 
croissante ,  toutes  les  fois  que  X  sera  renfermé  entre  Xo 
et  Xq  +  a  9  les  quantités  a  et  A  étant  cboiides  de  manière 
à  vérifier  les  conditions  énoncées  ci-dessus.  Il  est  aisé 
d'en  conclure  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  foncdon 
y  z=z  F(x)  croitra  ou  décroîtra  toujours  depuis  x  =  Xo 
jusqu'à  X  =  X ,  sans  pouvoir  dépasser  la  limite  ^o  -+-Aa, 
ouj^o  —  ^^'  Concevons  maintenant  que,  a  satisfaisant 
toujours  aux  mêmes  conditions ,  la  quantité  X  varie  entre 
les  limites  Xq,  Xo+a,  et  s'approche  indéfiniment  de  celte 
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dernière  limite.  La  valeur  dej^  =  F(X)  s'approchera 
eUe-mème  indéfiniment  d'une  certaine  limite  ({u'on 
pourra  désigner  par  F(a:o  -h  à),  et  qui  sera  comprise 
entre  les  deux  quantités  j-q  —  Aa,  jr^  +  Aa.  On  prou- 
vera dès  lors ,  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux 
dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  que  les  théorèmes  de  la 
leçon  précédente  subsisteront  non*seulement  lorsque  la 
quantité  X  variera  entre  les  limites  Xq,  JC©  +  ^?  niais 
encore  tandis  que  cette  quantité  s'approchera  indéfini- 
ment  d^une  nouvelle  limite  Xo-t-  «i-  Par  suite,  on  pourra 
calculer,  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra , 
les  valeurs  de  F(X)  correspondantes  à  des  valeurs  de  X 
comprises  entre  x^  et  œ^  +  /ii.  Si  d'ailleurs  les  fonctions 
f(Xj  j^),  x(^»  y)  restent  continues  dans  le  voisinage  du 
système  des  valeurs  parti  ctdi  ères 

X  =  Xo  -h  fli,      r  ==  F("=Po  -H-  «,), 

on  déterminera  encore  une  valeur  de  x  située  au  delà  de 
la  limite  x^+Oi^  et  vers  laquelle  on  pourra  faire  conver- 
ger la  quantité  X  dans  la  fonction  F  (X  ).  Désignons  par 
^o  +  ^t  cette  nouvelle  limite  ,  et  continuons  de  mêmej 
les  quantités 

Xo    -♦-    fl,      JTo    -h    «I,      Xo    4-    «a,     .  .  , 

formeront  une  série  croissante  ou  décroissante,  et  leurs 
valeurs  numériques  finiront  par  surpasser  tout  nombre 
donné,  ou  par  s'approcher  indéfiniment  d'une  certaine 
limite.  Dans  le  premier  cas ,  la  quantité  X  pourra  croître 
et  décroître  indéfiniment,  de  manière  à  devenir  supé-n 
rieure  ou  inférieure  à  toute  quantité  donnée.  Dans  le 
second  cas,  la  quantité  X  pourra  s'approcher  indéfini- 
ment de  la  limite  vers  laquelle  convergeront  les  dilTérents 
termes  x^  4-  a^,  x^  +  flt^»  •  •  Soit  X  cette  même  li- 
mite et  F(X)  la  valeur  correspondante  de  F(X),  pour 
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qu'on  ne  puisse  phis  faire  passer  la  quantité  X  au  delà 
de  la  limite  Xdans  la  fonction  F(X)y  il  sera  nécessaire, 
ou  que  la  quantité  F(X)  soit  infinie,  ou  que  Tune  des 
fonctions  f[Xy  F(x)],  x[^>  F(x)]  devienne  infinie 
pour  la  valeur  particulière  x  =  X,  ou  enfin  que  Tune  de 
ces  fonctions  devienne  discontinue  dans  le  voisinage  de 
la  valeur  partieulière  dont  il  s'agit. 

466.  Afin  de  montrer  l'application  de  ces  principesgëné- 
raux  à  un  exemple,  concevons  que  F(x)  représente  celle 

des  intégrales  pa'rticulières  de  Téquation  dy  = qui 

s'évanouit  pour  x  =  i  *,  et  cherchons  les  valeurs  qu'on 
devra,  dans  ce  cas,  attribuer  aux  constantes  a,  ai,  4St>...9 
en  les  supposant  négatives ,  et  les  plus  grandes  possibles 
(abstraction  faite  du  signe).  Ces  valeti^s  seront  propres  à 
vérifier  des  équations  de  la  forme 

=  M{o,  A), 


I  -h  Ciz  -h  ©Aa 
c'est-à-dire 


=  M(o,A.). 


«o-H  a  -h F  (JT*  -f-  a)  -^  (6  -f-  ©A,)(fl,—  a) 

*o  H-  «.  -4-F  (xo-hfl.)  +  (e  4-  fc>A,)(«.  -  a,)  =  ^^""^  ^'^^  ^^ 

tandis  que  les  nombres  B  et  3  resteront  compris  entre  les 
limites  o  et  i  •  Or  on  satisfait  à  ces  conditions  en  prenant 

A[xo4-F(Xo)l-~i 
A(A-+.i)  ' 

A.  [xo-h  «  -h  F  (oTo-h  a)]  -r-i 
a,  —  «  =  —  — t ___ — 1, — ^ ii , 

»  A. (A.  -+- 1; 
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Aj;aro4-rt»-»-F(a:oH-a,)]--i 

et  plus  généralement 

««  -  «...    -  A.(A.H-i)  • 

Ajoutons  que  la  vale(ur  de  a^  deviendra  la  plus  grande 
possible  ,  abstraction  faite  du  signe,  si  Ton  choisît  A^  de 
manière  à  vérifier  Téquation 

Ai  ^^+  '  -^ 

et  si  Ton  prend  en  conséquence 

I  -i-l/i-f-Jro-l-flw-i-t-F/xo-Htf.,-,) 


A«== 


Vo  -4-  fl«_x •+■  F(jCo  -f-  û«-i) 


««=  — a — ^«o — F(j:oH-fl«-i)H-îkV^i-»-JFo-*-««-t-*-F(«o-»-«««ôï 
comme  on  a  d'ailleurs,  par  hypothèse,  Xo=i,  F(Xo)  =  o, 
on  aura  successivement 

a«=— 3  — F(i +««-.)-+- îV^ît-f-  a...  -f-F(i  +««.,)» 
et  l'on  en  tirera  simplement 

«,  =  — 3-hF(i  -Ha)  +2l/a -»-«-+- F(i  -+- a),  etc. 
Si,  à  Taide  de  ces  dernières  équations  et  de  la  méthode  ex- 
posée dans  la  leçon  précédente ,  on  détermine  Tune  après 

l'autre  les  quantités  i  -f-  a,   i  +  a,,  i  +  a„ ,  qui 

remplacent  Xq  +  «>  Xq  +  «m  Xo  -f-  «tj  •  •  •  ?  on  obtien- 
dra une  série  de  termes  qui  décroîtront  sans  cesse,  et 
qui  convei^eront  vers  une  certaine  limite.  Désignons 
par X cette  limite;  on  aura  sensiblement,  pour  de  très-^ 
grandes  valeurs  de  m  , 

I   -h  ««  =    I    4-  a„_,  =   X, 
et  par  suite 

1  -h  X  -^  ¥{X)  =  9.  y/i-h  X  -^¥(A'), 
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OU 

X  H-  Y{X)    =    O,       ♦ 

donc  la  valeur  particulière  x  =  Jf  rendra  infinie  la  fonc- 
tion 

I 


/[x,F(x)].= 


F(x)' 


ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  générale  que  nous 
avons  faite  ci-dessus. 

On  ne  doit  pas  s'étonner  de  voir  que  dans  certains  cas 
la  méthode  d'intégration  ne  fournisse  le  moyen  de  cal* 
culer  des  quantités  réelles  propres  à  représenter  les  va- 
leurs successives  d'une  intégrale  particulière  d'une  équa- 
tion différentielle  donnée,  qu'autant  qu'on  suppose  les 
valeurs  correspondantes  de  la  variable  indépendante  x 
renfermées  entre  certaines  limites.  En  effet,  parmi  les 
équations  différentielles  qui  peuvent  s'intégrer  par  des 
méthodes  rigoureuses ,  il  en  existe  beaucoup  dont  les  in- 
tégrales particulières  ne  sauraient  être  étendues  à  des 
valeurs  quelconques  de  la  variable  j;,  en  demeurant  tou- 
jours réelles.  Telle  est,  par  exemple,  l'équation 

^  '^ 


Si,  après  l'avoir  présentée  sous  la  forme 

dx  -^  tly 
r=  dy , 

*  -h  r  ■+-   ' 

on  intègre  ses  deux  membres  en  assujettissant  y  à  s'éra- 
nouîr  pour  jc  ■=  i,  on  trouvera 

\{x-^  y  ^  i)-l9.  =  ,r, 
et  par  suite 

X  =:    icy   —    y    —    I  . 
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Or  il  est  aisé  de  voir  que  le  second  membre  de  cette  der- 
nière équation  admet  une  valeur  minimum  déterminée 
par  la  formule  txe^  ==  i  de  laquelle  on  tire 

r=  —l2  =  — 0,6931. .., 
et  par  suite 

X  =  I2  i=  O9693 1  • . . 

Donc  si  Ton  désigne  par  y  =  F(a:)  l'intégrale  particu- 
lière que  fournit  Téquation 

cette  intégrale  ne  pourra  pas  s'étendre,  sans  cesser  d'être 
réelle,  à  des  valeiu^s  de  x  plus  petites  que  la  limite 
X  =:  I2,  à  laquelle  correspondent  une  valeur  nulle  de 

x^  X  =j?-f.F(4:), 

et  une  valeur  infinie  de 


/(^,  r)  =  - 


X  -HF{x)'"  " 

Ces  considérations  directes  nous  ramènent  donc  aux  con- 
clusions précédemment  établies. 
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Limite  des  erreurs  qne  l'on  peut  eommettrc  en  se  serrant  de  la  mé- 
thode exposée  dans  les  leçons  précédentes  pour  le  calcul  nnmériqua 
des  intégrales  particulières  d^nne  équation  différentielle  du  premier 
ordre. 


167.  La  fonction  j"  étant  assujettie  à  vérifier  l'écjoatioD 
différentielle  dy=z  f{x^y)  dx^  et  à  prendre  pour  x=  x© 
la  valeur  particulière  j^o>  ^î  ^^^  demande ,  non  pas  Finté- 
grale  générale ,  mais  une  nouvelle  valeur  particulière 
de  j^,  par  exemple  celle  qui  correspond  à  x  =  X  ^  cette 
valeur  différera  très-peu  de  la  quantité  Y^  déterminée  par 
les  équations 

r«  —  ro  =  («1  —  xo)f{x^9  xo)j 
r»  —  r«  =  (*a  —  •^x)/(^i,  rO» 


pourvu  que  Ton  attribue  aux  éléments  de  la  différence 
X  —  Xo,  c'est-à-dire  aux  quantités  Xi  — Xq,  Xi — Xi,.-- 
X — x„_i,de  très-petites  valeurs  numériques,  et  si  Ton  a 
d'ailleurs 

X  =  M(xo,  Xo  -f-  a)y 

la  quantité  a  étant  choisie  de  manière  à  remplir  les  con- 
ditions énoncées  dans  là  leçon  précédente.  De  plus» 
comme  pour  passer  de  la  quantité  Y  à  la  valeur  cherchée 
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de  y^  îi  suffira  de  subdiviser  les  diflférences  Xx  —  x^^ 
Xi  —  oTi,  .  . .  en  éléments  infiniment  petits ,  il  est  ckir 
qne  si  Ton  remplace  cette  valeur  par  Y,  Terreur  commise 
en  plus  ou  en  moins  sera  représentée  (n*"  161)  par  une  ex- 
pression de  la  forme 

±  0K1  (X  —  Xo): 

cette  erreur  sera  donc  inférieure  à  KHe ,  H  désignant  la 
valeur  numérique  deX— or^,  K  Texponentielle  e  ,  et  t 
une  moyenne  entre  les  nombres  e^,  Sn. .  •,  s„.i,  déter» 
minée  par  des  équations  de  la  forme 

Cela  posé,  concevons  que  chacun  des  éléments  de  la  dif- 
férence X  —  Xq  soit  renfermé  entre  les  limites  ±  hj  h 
étant  une  quantité  positive.  Les  nombres  eo,  £iv-M^n.i 
ne  surpasseront  jamais  la  plus  grande  valeur  numérique 
que  puisse  recevoir  la  quantité 

/(xdzok,    jr±©AA]-/(x,r), 

tandis  que  Ton  fait  varier  xelx  ±  Oh  entre  les  limites 
Xq,  X;  j^  et  J  ài  &Ak  entre  les  limites  jr^^jo  —  ®Afl; 
enfin  9  et  6  entre  les  limites  o  et  i.  Donc ,  si  Ton 
nomme  D  cette  plus  grande  valeur,  e  restera  toujours  in- 
férieur à  D  et  Terreur  commise  au  produit  KHD. 

Ajoutons ,  1**  que  le  produit  6h  devra  être  affecté  du 
signe  -f-  ou  du  signe — ,  suivant  que  la  différence  X — Xq 
sera  positive  ou  négative  ;  2®  que  le  double  signe  placé 
devant  le  produit  &AI1  devra  être  réduit  au  signe  -f-  ou 
au  signe  — ,  suivant  que  la  quantité  a  vérifiera  la  pre- 
mière ou  la  seconde  des  équations 

/(x„  H-  Oa,  Xo  -H  ©Afl)  =  M(o,  A), 
/(xo-f-^fl,  /o  — eArt)=M(o—  A). 
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168.  Il  est  très-facile  d'obtenir  un  nombre  plus  grand 
que  D  quand,  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  x,  y 
comprises  entre  les  limites  Xf^^x^+ay  y^ — Afl,  y^-^-ka. 

la  fonction  y(.r,  j)  =  — V  --    reste  finie   et    contionr 

aussi  bien  que  les  fonctionsy(a:,  y^  et  x(^>  j)'  Admet- 
tons en  effet  cette  supposition  et  désignons  par  B,  C  deux 
nombres  égaux  ou  supérieurs  aux  plus  grandes  valeurs 
numériques  que  puissent  obtenir  les  fonctions  (p(x,  j\ 
X(x,  y\  tandis  que  x  eXy  varient  entre  les  limites  dont 
il  s'agit.  La  dérivée  de  la  fonction 

par  rapport  à  /i,  savoir, 

±:Op(x  ±:ÔA,  y  ±0AA)  ±  ^kx{x±L^hy  y  ±  eA^), 

aura  évidemment  une  valeur  numérique  inférieure  à  h 
somme  B  +  AC ,  et  Ton  doit  en  dire  autant  de  toute  ex- 
pression dans  laquelle  se  changerait  cette  dérivée  si  Ton 
y  multipliait  le  nombre  h  par  un  coefficient  plus  petii 
que  l'unité.  Or,  en  vertu  de  l'équation 

h 

le  rapporf'-i ^— — ^ — -L^.JJJ  est  égal  a  nue 

expression  de  cette  nature*,  donc   la  plus  grande  valeur 

numérique  de  ce  rapport  ou  la  fraction  -r-^cJ^a  inférieure 

elle-même  à  la  somme  B+ AC ,  et  le  nombre  D  ne  pourra 
pas  surpasser  le  produit  (B  +  AC)/i.  On  trouvera  dès 
lors,  pour  limite  de  Terreur  commise,  (B-f-  AC)KHA  ou 
(B  +  AC)He^HA..  En  supposant  toujoui's  que  la  qua»- 
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H  lé  a  ▼érîfie  Tune  des  deux  équations 

/(jco  -h  Oa,  fo  -+-  ©Aa)  =  M(o,  A),     . 
/{xo  4-  ôfl,  7^  —  eA)    =  M(o  —  A), 

on  pourra  prendre  pour  B  et  C  les  plus  grandes  valeurs 
numériques  que  reçoiveniles  fonctions  y  (x,  y)  et  x(*j^)i 
tandis  qu'on  y  fait  varier  x  entre  les  limites  Xq,  Xq  +  a, 
et  y  entre  les  limites  jr^,  j^o  +  Aa,  ou  j^o  ^^  J'o  —  -A^* 

Si  la  fonction  ç(x,  y)  devenait  infinie  pour  x  =  Xq, 
la  quantité  B  étant  alors  infinie,  on  ne  pourrait  plus,  à 
Vaide  de  Texpression  qui  précède,  évaluer  Terreur  com- 
mise, quelque  petite  que  fût  d'ailleurs  la  différence 
X  —  ar^  ;  mais,  dans  ce  cas  même,  il  sera  ordinairement 
facile  de  déterminer  un  nombre  supérieur  à  D,  par  la 
méthode  que  uous  allons  indiquer. 

Si,  après  avoir  remplacé  h  par  t  dans  l'expression 

±  «<p  (x  ±  Oh,  y  ±  €)AA)  ±  %kx{x  ±  ÔA,  y  ±  eAA), 

et  multiplié  cette  expression  par  dt ,  on  intègre  le  pro- 
duit entre  les  limites  t  =  o,  i  =  A,  l'intégrale  qui  en  ré- 
sultera. 


/. 


h 


sera  précisément  équivalente  à 

f{x  ±  ÔA,   r  ±  ©AA)  -/(:r,   y), 

ô  et  0  étant  pris  avec  le  signe  4-  ou  avec  le  signe  — ,  sui- 
vant que  l'une  ou  l'autre  des  conditions  dont  nous  avons 
déjà  parlé  sera  satisfaite.  Soient  maintenant  f  (t)  la  fonc- 
tion comprise  sous  le  signe  J  dans  Tintégrale ,  et  T  une 
autre  fonction  de  t  qui  reste  constamment  positive  et  su- 
périeure à  la  valeur  numérique  de  {{£)  entre  les  limites 
^=0,  t=zh.  Comme  entre  ces  limites  les  deux  binômes 
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T  —  f(«),  T  4-f(0  conserveront  toujours  des  Taleurs 
positives ,  on  pourra  en  dire  autant  des  deux  intégrales 

*»  o  J  o  */  o 

f^  [TH-f(f)]A  =  J^  Tdt  H-  f^{it)dt, 

et  par  conséquent  Texpression  I   f  (f)  dt  aura  une  valenr 

niunérique  inférieure  à  la  quantité  positive  /    Tdt\  il 
sera  donc  permis  de  substituer  au  nombre  D   l'intégrale 
Tdty  et  la  recherche  de  ce  nombre  se  trouvera  ré- 
duite à  celle  de  la  fonction  T. 

169.  Lorsque,  pour  des  valeurs  des  variables  x^y^  renfer^ 
mées  entre  les  limites  Xq,  x  -f-fl,  y^ — Aa,  j^^-t- Atf,  les 
deux  fonctions  ^{x^  j),  ;f(x,  y)  conservent  toujours  des 
valeurs  finies  et  inférieures  aux  nombres  B  et  C ,  la  va- 
leur numérique  de  f(t)  ne  surpasse  pas  la  somme  B+AC, 
et  en  substituant  cette  somme  à  la  fonction  T,  on  réduit 

l'intégrale  /    Tdt  à  l'expression  (B  +  AC)  A. 

Lorsque  y(x,  j)  devient  infinie  pour  x  =  x©,  1* 
fonction  T  ne  peut  plus  être  remplacée  par  la  somme 
B+AC,  ni  même  par  une  quantité  constante.  Supposons, 
par  exemple , 

/(*>  r)  =  /«  (^>  r)  -^-  (jp  —  ^oTM^y  /)» 

u  représentant  un  nombre  inférieur  à  Tunité ,  elfx  (x,/), 
fx  (x,  y)  deux  fonctions  nouvelles  qui  conservent ,  ainsi 
que  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  des  valeurs  finies 
pour  X  =  Xq»  Soient  en  outre  Çi  (x,  y)^  yi(x,  /), 
Xi(x,  y).  x«(^5  y)  ^^  dérivées  des  fonctions /i  (x,  y\ 
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f%  (or,  y)  par  rapport  aux  deux  variables  x^y\  et  Aj,  A» ^ 
B|,  Bt  ;  Cl,  Cf  des  nombres  ëgaux  ou  supérieurs  anx  plus 
grandes  valeurs  numériques  que  ces  fonctions  ou  leurs 
dérivées  puissent  acquérir  entre  les  limites  x  =  Xq, 
^  =  aTo  H-  a|j  =  jo—  Aa,  j  =  jo  4-  An  ;  on  ai;ra 

ziJ^f  r)  =A5.(*,  r)H-(*— «oy*A:,(jr,  j), 
h-(j:— jCo±9f)'i:it]ô^,(jd:ef,  j±eAr)dteA;K.(-:»ct6r,rzt:0Ar)] 

D  reste  à  trouver  une  fonction  T  qui  demeure  constam- 
ment positive  et  supérieure  à  la  valeur  numérique  de 
f  (r),  tandis  que  Ton  fera  varier  t  entre  les  limites  o,  h  ; 
0  et  0  entre  les  limites  o  et  i,  x  et  x  ±:  dt  entre  les  li- 
mites Xq,  X;  enfin  j'  et  j^  ±:  QKt  entre  les  limites 
•  jo  —  -A.a ,  j^o  +  Aa  ;  en  plaçant  devant  le  nombre  6  le 
signe  qui  appartient  à  la  différence  X  —  Xq,  et  considé- 
rant par  conséquent  x  —  Xq  et  ±:  Or  comme  deux  quan- 
tités de  même  signe.  Or  il  est  facile  de  voir  quW  ob- 
tiendra une  fonction  de  t  propre  à  remplir  toutes  ces 
conditions  si  Ton  remplace  dans  la  valeur  de  f  (f)  les  po- 
lynômes 

±  6^,  (x  ±  6r,  y±:  eAf)  ±  eA;^;,  {x  ztety  j  ±  eA/), 
± Op,(x ±6t,  X  ±1  BAt)±eAz^ (^ àzOty  7  dz eAr), 

par  les  deux  sommes  B,  +  AjC,  B,  +  A,C  ;  la  fonction 
/t  (x±6/,  jr±0A^)par  A,  ^  la  puissance  (x  —  Xo±d^)." 
par  la  valeur  numérique  de  (X  —  Xq)",  c'est-à-dire  par 

H'*;  enfin  le  rapport  ih ~ rj^^  par  rexpressioii 
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=  (^B^tf^     ,  à  laquelle  on  peut  substituer  le  pro- 
duit fjLt^^^^  En  conséquence,  on  pourra  prendre 

T  =  B,  -+-  AC,  -h  (B,  -h  AOB'^^-I-AA,*^-', 
et  Ton  en  conclura 

r  Tdr=[B.4-AC,+  (B.-f-AC,)H'*]A  4-A,A''. 
Si  Ton  avait  supposé 

/(*,   r)  =/.  {^>  r)  4-  (x  -  Xo)  1(X  -  Xo)/.  (x,  /), 

on  aurait  trouvé 

<Pi^>  y)=^<f>t{^y  r)-^('»— •a:o)l(x— Xo)^,(x,  ^) 

-4-[H-l{x  — Xo)l/,{x,j), 

;c(*»  r)  =;ci(*>  r)-H(*— *o)l(x— Xo);ca(*,  r)> 

et  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on   serait  parvenu, 

pour  de  très-petites  valeurs  du  nombre  h ,  aux  équations 

T  =  B.  -h  AC,  H-  (B.  -h  AC.)H^  -h  A.(i  4- 1  A), 

f  W/=  [B,4-AC,-h(B,-!- AOH'^Ia  4-  A,A/A. 

Supposons  entin 

/(•^>  r)  =  «/«  (•*>  r)  -+-  *'/>  (J^»  y)  -+-  w'/3  (x,  jr)  -H  ete. , 

/i  (^î  jO^  /«  (-^9  y)'»  /»  (^5  j)»  •  •  '  ^tant  des  fonctions 
nouvelles  qui  conservent,  ainsi  que  leurs  dérivées  du 
premier  oixire,  des  valeurs  finies  pourjr  =  x©,  et  u,  t', 
%v,. . . .,  désignant  des  fonctions  de  la  seule  variable  jr. 
Si  Ton  représente  par  u,  v,  vr  les  plus  grandes  valeurs 
numériques  que  puissent  acquérir  i/,  k,  'tv,  entre  les  li- 
mites X  =  a'o,  x=:X-,  par  fi(t),  f,(t),  f,(£), ce 

que  deviennent  m,  i^,  w,  . . .  quand  on  y  remplace  x  pr 
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X  i±2  t/,  et  par  Ti,  T„  Ts, des  foncdons  p«9i- 

ti  ves  de  t  cpii ,  entre  les  limites  £  =  o,  r  s=  A ,  surpassent 
constamment  les  valeuns  numériques  de  fi(<),  U(J)j 
f«(/}, . . . ,  on  trouvera,  en  eonseWant  d'ailleurs  des  nota- 
tions semblables  à  celles  dont  nous  avons  déjà  fait  usage, 

T  =  (B,^.àC0U^-(B,4-AC.)V^-...4-A,T»4-A.T.^-..., 

et  par  suite 

r    T€/r  =  [(B.-hACOtJ-h(B. -f.AC»...)V]A 

-HA,  r  T^A-h  A.  r  T,dr-f.... 
«/o  «/o 

Si  Ton  fait  en  particulier 


«  =  ^,     «'  =  /'*, 


«» 


>• 


\  fA,  V  étant  des  nombres  inférieurs  à  Punité,  on  aura 


/< 


O 


170.  Concevons  maintenant  qu'on  se  propose  de  calcu- 
ler la  valeur  de  y  correspondante  à  a:  =  X  avec  un  degré 
donné  d*appro:dmation ,  par  exemple,  de  manière  que 
Terreur  commise  soit  inférieui*e  à  une  unité  décimale  de 

l'ordre  m ,  c'est-à-dire  à  (  —  j  .  Pour  y  parvenir .  il  suf- 
fira d'attribuer  au  nombre  h  une  valeur  telle  que  l'ex- 
pression KHD  ne  surpasse  pas  f  —  j  ,  et  par  conséquent 
telle  que  Ton  ait 

puis  de  prendre  pour  éléments  de  la  différence  X — x^  des 
quantités  qui  soient  inférieures,  abstraction  faite  du  signe , 
T.  II.  27 
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à  ce  même  nombre.  Dans  le  cas  où  il  sera  permis  de  sub- 
stituer afu  nombre  D  Texpression  (B+AC)A,  on  yërifiera 


,-CH 


Tinégalité  qui  précède,  en  supposant  A  <;^ — r^^^ — TF\n 

i7l.  Pour  fairemieux  comprendre  les  principes  qnenoos 
venons  d^établir,  appliquons-les  à  quelques  exemples;  et 
d'abord  supposons  que  la  variable  y  doive  vérifier  Té- 
quation  différentielle 


X  -h  y 

ify  =  cos — ^-^dx. 
5 


i 
Comme  on  aura 


il  est  clair  que  les  trois  fonctions 

resteront  finies  et  continues  pour  des  valeurs  quelconipies 
des  variables  a:,  jr>  De  plus ,  les  valeurs  numériques  de 
la  fonction  f(Xj  jr)  et  de  ses  dérivées  étant  toujours 
égales  ou  inférieures  aux  deux  nombres  i  et  ^  ,  on  pourra 
prendre  A  =  i,  B=  C  =  j,  quelles  que  soient  d'ail- 
leurs les  quantités  représentées  par  x^^  X  et  y^.  Cela 

posé,  on  conclura  que,  pour  réduire  au-dessous  de  -r—^ 

Terreur  commise  dans  le  calcul  d'une  valeur  particulière 
àejy  il  suffira  de  cboisir  h  de  manière  que  Ton  ait 

5       -? 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  assujettisse  la 
variable  j^  à  s'évanouir  avec  x,  et  que  l'on  veuille  obte- 
nir, à  un  dixième  près,  la  valeur  de  jr  correspondante  à 
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X  =   1  ,  on  aura  dans  ce  cas 

iW  =  I,  Xo=o,  jo  =  o,     X  =  I,  X — «o=^H=i, 
A<;|(2,7i828.  ..)—*=  Oy9o46...y 

et  Ton  pourra  affirmer  que  Terreur  commise  sera  infé- 
rieure à  ^  si  chacun  des  éléments  de  la  différence  X — x» 
est  inférieure  à  0,2046. . . .  Cette  condition  sera  remplie 
si  Ton  partage  X  —  Xq  =  i  en  <;inq  éléments  dont  cba* 
cun  soit  égal  à  0,2.  Faisons ,  en  conséquence, 

jT,  =  0,2,    jr,  =  o,4»    J?3  =0,6,    X4  =  o,  8, .T.; 
les  formules  établies  ci-dessus  nous  donneront 

=  0,2,  — ^-= — ^=0,08      =(o,oSog...)-, 

k=o,2         +o,2cos(5So9)  =0,399...,       ^^^-5— ^=o>»  598 =(0,1017..,)-, 

î=o.399...-ho,2cos(ioSi7)=o,596..-,      ^^^ =0,2393..=  (0,1^23..)-, 

4=o,5g6..-ho,2<^(i5»,23)= 0,791...,      îi±Zl=o,3i8i...  =  (0,2026...)-, 

o  2 

=  0,991... -J- 0,2  C0S(20«,25)=  0,980. 

Donc  la  valeur  cherchée  àej  différera  très-peu  du  nom- 
bre 0^980. . . . ,  et  si  on  la  suppose  égale  à  ce  nombre, 
Terreur  commise  sera  au-dessous  d'un  dixième.  Il  est  fa- 
cile de  vérifier  cette  condusion.  En  effet ,  on  tire  de  l'é- 
quation éfy  =  cos^-— db: 


jp-hr 


x-4-  y  dx  I 

rfr-f-^=2COS» =^rfr,     -^  =  — *— 


10         *      5  x-+-r' 

COS»  ^ 

I 


puis,  en  intégrant  les  deux  membres  de  manière  que  y 


4aO  CALCUL   INTÉC&AL. 

s*évanouisse  avec  x, 

g=:tang ^,     ^=r— xH-  loarctaogg. 

Si  maintenant  on  pose  x  =  i ,  on  trouvera 

y  =:  loarctangf —  i  =  0,973952. . . 

Pai*  conséquent.  Terreur  que  Ton  commettrait  en  pre- 
nant 0,980. . .  pour  valeur  approchée  de  y  serait  infé- 
rieure à  —  et  même  à . 

10  100 

Si  Ton  considère  Téquation 

dx 


dx  = 


H-ar»H- j* 


on  aura 


/(*,  r)  = 


I  2X 

Or  le»  valeurs  maxima  des  rapports  — — — ;,    :       ,-y 

31/3 
étant  représentées  par  les  deux  nombres  i  et  — p— ,  il  est 

clair  que  ces  deux  nombres  seront  toujours  supérieurs,  le 
premier  à  la  valeur  numérique  de  la  fonction  /(x,  /)» 
le  second  aux  valeurs  numériques  des  deux  fonctions  dé- 
rivées 9(0:,  y),  x(x,  y)\  on  pourra  donc  prendre 

quelles  que  soient  d'ailleurs  les  quantités  «o,  X  et/oj  o" 
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en  conclura  que,  pour  réduire  au-dessous  de  -. — rj  Terreur 

commise  dans  le  calcul  d'une  valeur  particulière  de  jr, 
il  suffira  de  choisir  h  de  manière  à  vérifier  la  formule 

^9(io)-H 

dx 
On  doit  remarquer  que  réquation  dy  =  ^        ,  est 

dn  nombre  de  celles  que  Ton  ne  sait  pas  int^[rer  par  des 
méthodes  rigoureuses. 

Considérons  encore  Téqnation  différentielle 

ify  =  taiig(x*  4-  jr*)dxy 

et  supposons  que  la  fonction j"  doive  s'évanooir  avec  x  : 
on  pourra,  par  la  méthode  qui  précède,  calculer  les  va- 
leurs particulières  de  jr  qui  correspondent  à  des  valeurs 
de  X  renfermées  entre  les  limites 

ro  =  o,    Y  =r  ±  0,7519. 

Par  suite,  les  valeurs  numériques  des  deux  fonctions 

(p{x,  x)  =  2x[i  -f.  tang*(4r*  -h  7»)], 
et 

xi^f  r)  =  ar[i  -h  tang>(x>  -+-  r')] 

ne  surpasseront  pas  les  nombres 

B  =  3,1157,...,     et    C  =  a,3847».- 

Cela  posé ,  on  conclura  que  Terreur  commise  dans  le  cal- 
cul  d'une  valeur   particulière  de    y  sera   inférieure  à 

(  --  j    si  Ton  prend 

A<o,aoa3...g^»>^^V"' 
(10)"  H  • 
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G)nsidéroiis  enfin  Tëquadon  di£Férentielle 

.         dx  =  (^  -H  xi)dx, 

et  supposons  que,  la  fonction^  devant  se  réduire  a  Tunite 
pour  X  =  o ,  on  veuille  calculer  les  valeurs  de  jr  cor- 
respondantes à  des  valeurs  positives  de  x.  Dans  cette  hy- 
pothèse, la  formule 

/(x„  4-  $a,     Xo  +  ©A«)  =  M(o,  A) 

* 

donnera 

eai  -h  (i   -I-  ©Atf)i  =  M(o,  A), 

et  l'on  y  satisfera  quel  que  soit  A,  pourvu  que  Ton  déter- 
mine la  quantité  positive  a  par  le  moyen  de  Téquation 

«*-f- (i-H-Afl)*  =  A. 

Cette  condition  étant  remplie,  il  est  clair  que  si  Ton 
prend  X  =  a  ou  X<û5  la  valeur  dey  correspondante  à 
a:  =  X  se  trouvera  comprise  entre  les  limites  i,  i+  Aa 

et  la  valeur  de  la  fonction  ;^(x,  j)  =:  — ^   entre  1» 

limites  o  et  y.  Cela  posé,  les  quantités  désignées  par  6i, 
Ci,  B| ,  C|  dans  la  formule 


[B,  -t- AC,  -t-  (B,  -f-  AC.)  Hi»]/«  -f.  A^/*  < 


'(,o)-H 
se  réduiront  à 

B,  =  o,     C,  =r  Y,     Bt  =  o,     C,  =  o*, 
(;t  Ton  tirera  de  cette  formule 


'  ^  (io)«An' 


Si ,  pour  fixer  les  idées ,  ou  suppose  a  =  X  ^  H ,  Té- 
qtiâtion 

fli  ^  (i   -J-  Au)*    =  A 
deviendra 


-h  AH)i  —  |h]î  t= 

ai  Von  en  conclura,  en  extrayanl  les  racines  positives 
des  deux  membres , 

(i    ^  AH)i  —  |H  ^  [  I    +  Hî  —  |R']i 
A  =  iH  +  U'      -h    (i   -H  Hî  —  |H'>; 

à  Taidc  de  cette  valeur  de  A ,  on  obtiendra  la  condition 
à  laquelle  II  suffit  d'assujettir  le  nombre  A  pour  que  Ter- 
reur commise  sur  la  valeur  de  jr  correspondante  à 
jc  =  X  =  H  ne  dépasse  pas  (—)""• 

172.  L.1  méthode  que  nous  venons d'' exposer  a  Favantage 
de  difmoiUrer  tpie  j'„  converge  vers  une  limi  te  fixe  lorsque 
X  croit  indéliuîment,  et  ciu'îl  y  a  une  fonction  y  qui  sa- 

lisfah    h    réquitinn   difrerentiellc.    Si    Ton    admollait    h 
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priori  que  la  fonction  j^  existe,  Terreur  oonunise  peut 
être  réduite  à  moitié.  En  efiet ,  la  valeur  de  y  correspoo- 
dant  à  x^^x  peut  être  mise  sous  la  forme 

or  la  valeur  approchée  de  y^  diaprés  la  méthode,  est 
donnée  par  Téquation 

rn+i  =  r«  +  /(*«,  r-)^- 

Ainsi  la  seule  sous^vision  à  Tinfini  de  la  différence 
x^i  —  x„  fait  varier  y^  de  la  quantité 

h} 

qui  est  inférieure  à  (B  +  AC)  —  :  c'est  la  moitié  de  ce 

qu'on  avait  adopté  par  la  marche  précédente  ;  on  peut 
donc  poser  en  général,  en  désignant  Terreur  par  e , 


^  B  4-  AC  r(i   4-  QJiY  —   I  H. 


i73.0n  peut,  à  Taide  d'autres  méthodes,  effectuer,  par 
approximation,  Tintégration  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre.  Ces  nouvelles  méthodes  méritent 
même  la  préférence,  parce  qu'elles  resserrent  les  limites 
entre  lesquelles  les  valeurs  des  inconnues  se  trouvent 
comprises.  Concevons  toujours  que,  la  fonction  y  éunt 
assujettie ,   i**  à  vérifier  l'équation  différentielle 

2°  à  prendre  la  valeur  particulière  y^^  pour  x  =  Jr,, . 
on  demande  une  autre  \aleur  particulière  de  y^  savoir, 
celle  qui  correspond  à  a:  ==  X.  Supposons  d'ailleurs  qiir 
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X  soit  renfermé  entre  les  limites  x^^  x©  +  «  ^  enfin 
désignons  par  y  =  F  (or)  la  fonction  inconnue  de  x 
propre  à  remplir  les  deux  conditions  ci-dessus  énoncées. 
Cette  fonction,  ainsi  qu'on  Ta  déjà  remarqué,  croîtra 
ou  décroîtra  toujours  depuis  x  ^=  x^  jusqu'à  a:  =  X  sans 
pouvoir  dépasser  la  limite  jo  +  Aa,  ovlj^  —  Aa.  De 
plus,  comme  on  aura 

on  en  conclara ,  eu  ii^t^rant, 

F(X)-F(xo)  =    r^/[^,  ¥{x)]dx. 


L'intégrale  du  second  membre  est  équivalente  à  la  diffé- 
rence X — Xq  multipliée  par  une  moyenne  entre  les  diver- 
ses valeurs  que  reçoit  la  fonction  f[x^  F  (a:)] ,  tandis  que 
Vonfait  varier  x  entre  les  limites  Xq,  X,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs 
que  reçoit  la  fonction  f{x^  y)^  tandis  que  Ton  fait  va- 
rier X  entre  les  limites  Xq,  X,  et  j^  entre  les  limites 
1^(^0)5  F(X);  comme  cette  moyenne  peut  être  repré- 
sentée par  une  expression  de  la  forme 

/[xo-|-0(X-x,),     F(xo)+0[F(X)-F(xo)], 

ô  et  0  désignant  deux  nombres  inférieurs  à  Tmiité,  on 
aura ,  en  écrivant  y^  au  lieu  de  F  (Xq), 

F(X)-.jr„=(X-x«)/{xo-hÔ(X-Xo),/o-he[F(X)-F(xe)  }  . 

Celte  équation ,  sans  donner  la  valeur  exacte  de  la  quan- 
tité inconnue  F(X),  fournit  le  moyen  de  substituer  aux 
Vimites  j^^  jo—  '^^f  d'autres  limites  souvent  très-rap- 
prochées  entre  lesquelles  cette  quantité  se  trouve  com- 
prise. Admettons,    par  exemple,  que  la  fonction  F (.r) 


4^6  CALCUL   IHTÉGnAL. 

i^tant  assujettie  9  i^  à  vërifierTÀiuation  diflérentiellf» 

!i?  à  s^ëvanouir  avec  X]  on  demande  la  valeur  de  F(x) 
correspondante  kx  =  i  :  on  aura 

r(,)  =  ~.[t±|a)]. 

Les  nombres  d  et  3  devant  rester  compris  entre  les  li- 
mites o  et  I ,  on  reconnaîtra  facilement  que  la  valeur  de 
F(i)  est  positive,  qu'elle  diminue  tandis  que  l'on  fait 
croître  les  nombres  6  et  0 ,  enfin  qu'elle  est  comprise 
entre  les  valeurs  de  Y  fournies  par  les  équations 

^  /«   -H  Y\ 

Y  =  coso,     Y  =  cosf  — = —  j. 

La  première  de  ces  équations  donne  immédiatement 

F(i)  =  i; 

quant  à  la  seconde,  on  la  résoudra  facilemeot,  et  Ton 
trouvera 

Y  =  0,916. 

La  demi-somme  de  ces  quantités ,  savoir  0,963 . . . ,  est 
donc,  à  moins  d'un  dixième,  la  valeur  cherchée  de  Tin* 
connue  F(i). 

Si  dans  le  calcul  de  F  (X)  on  veut  augmenter  le  degré 
de  l'approximation ,  il  suffira  de  substituer  à  l'équation 

F(x)-/o=(x-xoj/{xo4-e  (x^xo),  ro-h©[F(x)-FW]} 

un  système  d'équations  de  même  forme.  Elntrons  a  ce 
sujet  dans  quelques  détails. 

Si  l'on  désigne  par  jCi,  JCf,. . .,  a:„.i,  n  —  1  valeurs 
différentes  comprises  entre  les  limites  Xo,  X ,  on  tirew 
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saccessivement  de  Tëquation  dF(x)  =«=  /[a:,  F(x)]dXi 

?(xO=(x,  — ^0/{^.  +  ^.(^a-*0»  F(x.)-4-0jF(x.)-F(xO]}, 
F(x^O  =  (X  —  ^--0/{^-«+^-.(X-x...),F(a:^0+®— [F(X)-F(a:«..)l} 

En  raisounant  sur  la  première  de  ces  équations  comme 
on  Ta  fait  sur  Tëquation 

.)-ro=(x— x„)/(xo  +  e(x-xo),  ro-he[F(X)-F(xo)l},  ' 

on  obtiendra  facilement  deux  limites  enti-e  lesquelles  sera 
renfermée  la  quantité  F(xi)-,  ces  limites  obtenues,  on 
ûrera  de  la  seconde  des  équations,  de  nouvelles  limites 
qui  comprendront  entre  elles  la  quantité  F(jCi),  et,  conti- 
nuant de  la  même  manière ,  on  finira  par  déduire  de  la 
dernière  équation  deux  limites  de  la  quantité  cherchée 
F(X). 

Si  Ton  applique  cette  méthode  générale  à  l'exemple 
déjà  cité,  et  que  l'on  partage  la  différence  X  —  Xq  =  i 
en  cinq  éléments  dont  chacim  soit  égal  à  0,2,  on  aura 

.,     .  ro>»^o-*-®*F(o,a)"l 

(o,7.)  =  o,a.cosl  -^— ^ — B  r 

w   ,.        -     .                   jo,a-i-F(o,^)-^o,iQ,4-0.[F(o,4)--F(o,2)]) 
(m)— F(o,2)  =  o,2.oos^  — ^--^ ^5 ■  ]  ^ 

,    ..     vr    n  c  o,44-F(o,4)-f-o,^ga-H^»[F(o>6)  -FM)]  i 

Hû,b)-.F(0,4)  =  0,2.C0S| '- g •  J^ 

,,  ..     _.    ^.                  (o,64-F(o,6)+o,^0b-HQ3[F(o,8)~F(o,6)]) 
10,0)— F (0,6)=  0,2.COS<-^ ^ — -g — — J  >. 

^      p,    o,                 i  o,8-f-F(o,8)-+-o,^.e4-^Q4[F(i)  -F(o,8)]  ^ 
)  -F(o,8)=o,2.cos| ^^ — '- g l' 

Conuae  les  nombres  fij ,  ô„ . . . ,  ©„  0«,  • . ,  sont  tous  in- 
férieurs à  l'unité,  on  s'assurera  facilement  que  les  valeurs 
des  quantités  F(o,îi),    F(o,4),  F(o,6),    F(o,8),  F(i), 


Pf 
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fournies  par  les  équations  qui  précédait  sont  renfermées 
entre  les  valeurs  de  ji,  j„  j„  j^,  Y,  données  par  les 
deux  systèmes  d^équations 

r«  =  o,a.cos(o,«),  y^  =  o,2.cos(      ^  ^   1 , 

^,-^,=o.a.cos(2lË+Z^),    ^,-^,  =  o,,.cp.(^). 

Y  — r4=0,a.C0S(  5-^)»       Y— /4=:0,5l.COsf g j. 

On  tirera  successivement  du  premier  système 

r.  =  0,2,    j.  =  0,39936,    j3  =  0,5968 1 , 

rk  =  0,79»  'P>    Y  =  0,98106; 

du  second 

ri  =  o>«9936»    r.  =  0,39682,    ^-3  =  0,591 17, 

rk  =  0,78125,    Y  =  0,96598. 

Si  Ion  prend  la  demi-somme  des  nombres  0,98106  et 
^^ïPSSpS,  savoir  0,9736  pour  valeur  de  Tinconnue  F(i), 
Terreur  commise  sera  inférieure  à  la  demi-difierenée 

0,98.06-0.96698^ 

2  ' 

174.  Reprenons  encore  Téquation 

€t  supposons  que  la  fonction  f{x^  y)  croisse  ou  dé- 
croisse constamment ,  tandis  qu'en  attribuant  à  x  une  râ- 
leur fixe  comprise  entre  les  limites  x^,  X,  on  fait  varier 
y  depuis  j  =  Jo  jusqu'à  jr  =  j^  +  A<i. 
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Désignons  d'ailleurs  par  F{x^  y)  -^^  C  \dL  vakur  de 
rintégrale  îndëfinie  f  /(^yj^^^y  ^ah*  laqtielle  la  va- 
riable jr  est  considérée  comme  constante  :  observons  en- 
Gn  que  ,  dans  le  cas  où  trois  fonctions  de  x  représentées 
par  M,  v^j  tv ,  vérifieront  les  conditions  i^  >  u  et  j^  <  w 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites 
X  =  jTo)  a:  =  X;  la  seconde  des  trois  intégrales  fudx^ 
Jvdx^  J'wdx  obtient  une  valeur  moyenne  entre  celles 
de  la  première  et  de  la  troisième.  Comme  entre  les  li- 
mites dont  il  s'agit,  la  fonction  f\Xy  F(x)]  reste  con- 
stamment inférieure  i  Tune  des  expressions 

/[x,F(X)],    /'[x,F(Xo)], 
et  constamment  supérieure  à  l'autre ,  l'intdgrale 

aura  une  valeur  moyenne  entre  celles  des  expressions 

rV[^,   F(X)]d:r  =  /'[X,  F(X)]  -  F[a:o,  F(X)], 
rV[^,   F(aro)]rfr  =  F[X,  V[x,)]  -  F[x,,  Y {x,)\ 

d'où  il  résulte  qu'elle  pourra  être  représentée  par  une 
autre  expression  de  la  forme 


JV{*,F(x.)-t-e[F(X)-F(x.)]}  «fe 
='^{X,F(*.)-+.e^(X)-F(xo)]}-/'{*«F(x<J-f-0[F(X)-F(xo)]}. 
Donc,  l'ëquation 

F(X)-j-.=  (X-x,)/{x.-4-9(X-x.),    ;r.-H©[F(X)-r.]} 
pourra  être  remplacée  parla  suivante 
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(a\       J  ''{X)-F(*.)  =F{X,  F(*.)  +  e[F(X)-F(*.)lî 
'^'        l  -F{*„F(4:.)+etF(X)-r(x.)l}; 

-on  trouverait  de  même 

/F(x.)-F(x.)=F{x.,F(x.)+e.[F(x.)-F(x.)]} 
\  -F{x„  F(x,)+0.[F(x.)-F(x.)l} ,  . 

m • 

J  FpC)-F(x._,)  =  F{  X,  F(x^.)-»-©— [F  (X)-F(x^.)]î- 
\  -F{«._.,F(x^.)+0^.[F(X)-F(*^O]}  • 

à  l'aide  de  ces  équations  on  déterminera  des  limites  sou- 
vent très-rapprochées  entre  lesquelles,  la  valeur  de  F(X) 
se  trouvera  comprise.  Concevons,  pour  fixer  les  idées, 
que  Ton  considère  de  nouveau  Téquation 

dy  =  v»\ç~^^\dx-, 

on  aura,  dans  ce  cas, 

f{x,y)  =z  cos^^-^t2), 

on  pourra  prendre  en  conséquence 

F{x,  y)  =  6sin(l^), 
et  l'on  aura,  en  vertu  de  Téquation  (n), 

F(i)  =  5$m T — i-^  —  5$in — ^, 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 

F(i)  =   losm-^cos — ! i-^. 
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Or  ,  le  nombre  0  devant  toujours  rester  inférieur  à  l'u-> 
nité  ,  on  reconnaîtra  facilement  que  la  valeur  de  F  (i) , 
déterminée  par  Téquation  qui  précède ,  diminue  i  mesure 

que  ce  nombre  augmente  et  demeure  comprise  entre  les 

valeurs  de  Y  fournies  par  les  équations 

Y   =  losin^,     Y  =  sin-ïVcGsr.! — j^J> 

c'est-à-^re  entre  les  quantités  0,9984, . . . ,  et  o,9564v* 
Si  Ton  prend  la  demi-somme  de  ces  deux  quantités ,  sa- 
voir 0,977  P^^*r  valeur  de  l'inconnue  F(i),  Terreur 
commise  aéra  inférieure  à  la  demi-différence 

0,008  —  o,q56 

Si,  au  lieu  de  calculer  directement  F (X)  ou  F  (i)  par 
une  seule  équation ,  on  voulait  passer  par  les  valeurs  in- 
termédiaires F  (0,2),  F (0,4), ,  on  aurait  tiré  des 

équations  (J) 

F(o,9.)=  iosm(o,o2)cos  1 * I, 

(0,^)— F(o,2)=  iosm(o,o2)co$  j-^: ^ — ^^^^-^ — J  , 

u  AN     w    /A  .   /        N       i  i-HaFM)-f-a0,[FK6)*-F(o,4)]i 

^(0,6)  — F(o,4)=:  IOSin(o,02)C0S  ^ "^^-^ j^ ^ -]  r 

r^.QN     r.f    ^^            ./        N       (  i,^-haF(o,6)  +  a03[F(o,8)— F(o,4)]j 
(0,8)— F(o,6j  =  i«sin(o,o2)cosi  -^ ^^ — - — — — = ^^ — ^>  , 

^/   A       »,    ox           '   r        ^       (  i,8-haF(o,8)4-2©4[F(i)— F(o,8)]t 
^(0  -F(o,8)=iosin(o,o2)cos|-î ""--^ — xo  S' 

On  s'assurera  facilement  que  les  valeurs  de 

F(o,2),  F(o,4),  F(o,6),  F(o,8),  F(i), 
déterminées  par  ces  équations ,  croissent  tandis  que  les 
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nombres  0o,  6,,  0t>  ®i9  0*9  dûninuentetsetronvent, 
par  suite,  compris  entre  les  valeurs  de  j^i,  Jt»  y»,  ^T*r 
Y,  fournies  par  les  deux  systèmes  d'équations 

j^,=:  losin  (0,02} cos  0,03),  7,  =  losin  (0,02}  cos (0,02 -^< 

y^ — /i=  iosin(o,o2)cos(o,o64-o,7j,),  /, — j'»  =  .iosîii (0,0a) cos (0,06-1-1 
j3 — /,  =  îosin(o,oa)cos(o,io+o,2/,),  yi — y^z=.  iosin(o,07)cos(o,io-^< 
^4— /3=iosm(o,o2)cos(o,i4-l-o>«r3)»  /4— /3=  iosin(o,02)cos(o,i4-h< 
y  — /4=  losin (0,02)005(0,18-1-0,274),  Y  —74=  iosin{o,o2)cos(o,i8H-( 

Le  premier  système  donne 

jr,  =0,19994,...,    j*  =  0,89892,.  *,    /3=  0,59568...., 
r4  =  o»78899,...,     Y=  0,97765,...; 

le  second 

y,  =  0,19962,...,     7.  =0,39766,...,      jrj  =  0,59289,..., 
Xa  —  0,78413  j . . . ,     Y  =  0,97029, . .  .  , 

et  en  prenant  la  demi-somme  des  valeurs  de  Y  >  on  ob- 
tiendra, pour  valeur  approchée  de  F(i),  le  nombre 
0,9739,...,  avec  la  certitude  que  Terreur  ne  surpassera 
pas  la  demi-différence 

0.97765  -  o>97029  ^  ^,^^36, 

2 

L'emploi  des  nouvelles  formules  a  notablement  dimi- 
nué les  limites  des  erreurs  commises.  En  effet ,  cette  li- 
mite, qui  était  d'abord  -p^ ,  a  été  successivement  réduite  à 
0,008,     o,oo36...        ,, 

Pour  montrer  une  nouvelle  application  des  dernières 
formules,  considérons Téquation  différentielle 

dy  =  (xT  -H  yi)dxy 

et  supposons  que,  l'inconnue  y  =  F(jr)  étant  assujettie  à 
s'évanouir  avec  ar,  on  demande  la  valeur  de  y  cônes- 
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pondante  kx=  %,  Comme  la  fonction  dérivée 

^'W  =  |  =  -  +  r^=-'-f-[FW]^ 

sera  positive  tant  qu'elle  conservera  une  valeur  réelle, 
on  peut  assurer  que  la  fonction  F(x)  sera  toujours  croîs! 
santé  avec  or.  De  plus,  il  est  clair  que  si  Ton  fait  croître 
j  sans  faire  varier  x,  la  fonction  x*  -f-  ji  croîtra  elle- 
même.  Cela  posé,  Téquation  (a)  donnera 

ï^(')  =  T  +  [eF(i)l*, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même, 

{[0F{i)]^-i0}»=:i0  4.|e-; 
puis,  en  extrayant  les  racines  positives  des  deux  membres, 
et  observant  que  la  quantité  y/^  +  |  ®7  supérieure  à 
î0,  ne  peut  devenir  ^ale  à  j  0  —  [0F(i)ji,  on  trouvera 

[et  Wf  -  le  =  y/f^.     P(.)  =  I  + 1  +  ^/f7^. 

Or,  le  nombre  0  devant  être  compris  entre  les  limites 
o  et  I,  la  valeur  de  P(i)  déduite  de  Téguaiion  qui  pré- 
cède, restera  elle-même  comprise  entre  les  limites  cor- 
respondantes 

Pour  resserrer  les  limites  de  F(i),  il  suflira  de  substi- 
tuer les  équations  (i)  à  l'équation  (a).  Si,  pour  fixer  les 
idées,  on  parUge  la  différence  X  —  Xo  =  i  en  lo  élé- 
ments  dont  chacun  soit  égal  à  o,i ,  on  tirera  des  équa- 
tions (b)  les  valeurs  des  quantités 

F(o,i),    F(o,i),     F{o,3),...,     F(o,9),     F(i), 
T.  II.  ^8 
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et  Ton  reconnaîtra  facilement  qu'elles  sont  comprises 
entre  les  valeurs  de  j,,  j<^i,- . .,  y»,  Y,  fournies  par  les 
deux  systèmes 

Y-r9  =  lIi-(o,9)^]  +  o,iV^^^j^ 

y^z=z  o,oo5  +  7[(o,i)^]  -|-o,iV/o,ooa5-f-|(o,i), 

r»-~r.=o>oo5+|[(Q>a)' —  (q>')^] 

4-0,  iVo,oo254-j,4-t[(o,2)î— {o,i)«], 
Y— r9  =  o»oo54-|[i  —  (0,9)^] 

-hO,lV'o,00254-J^3  -hT[«  — K9)'L 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  entre  les  valeurs 

y^  =  0,02108,  x^  =  o,o74i3,    X3  =  o,i5i27,    /4  =  0,14^9^ 

Xs  =  0,36624,  X6  =  0,50089,     /7  =  0,65226,     /g  =  o,8oq6> 

X9  =  o»99>75>  Y  =  1,18879, 

et 

Xt  =  0,04143,  r«  =  0,17368,    X3  =  0,20935,     /4  =  o,3355j< 

^5  =  0,46041,  X6  =  0,61275,    j^7  =  0,78176,     xb  =  o>9^> 

j^5  =   1,16688,  Y  =  1,37687. 

Si  Ton  prend  pour  valeur  approchée  de  F(i)  la  demi- 
somme  entre  les  valeurs  précédentes  de  j^  savoir, 
1 ,  28 ... ,  Terreur  commise  sera  inférieure  à  la  demi- 
différence  JO9P9.  Ainsi  l'emploi  des  équations  (b)  avec 
la  division  de  la  différence  X  —  Xq  en  dix  éléments  a 
suffi  pour  déterminer,  à  moins  d'un  dixième  près,  Tune 
des  intégrales  particulières  de  Téquation 

dx  =  (arï  -h  r*)^f 

dont  l'intégrale  générale  en  termes  finis  ne  peut  se 
déduire  d'aucune  des  méthodes  connues. 
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flerue  <le  toutes  let  intégrales  paiticoHères  ou  singulières  qui  peuvent 
appartenir  à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  —  Pk-o- 
priétés  de  quelques-unes  de  ces  intégrales. 


176.  Toutes  les  fois  que  les  deux  fonctions  /(x,  j)  et 
X(jc,  y)  =  D^  /(x,  y)  restent  finies  et  continues  dans 
le  voisinage  des  valeurs  particulières  x  =  Xq,  y  z=zj^^ 
les  méthodes  exposées  dans  les  précédentes  leçons  four- 
nissent une  valeur  à.e  j  enx,  savoir,' j^  =  F(a:),  la- 
quelle étant  fonction  continue  de  x,  au  moins  entre  cer- 
taines limites,  l'une  inférieure  ,  l'autre  supérieure  à  Xq  , 
satisfait  à  la  double  condition  de  vérifier  Téquation  dif- 
férentielle dy  =  f{x,  y)dXy  et  de  se  réduire  à  j-^  pour 
X  =  Xq.  Cette  valeur  de  y  est  une  intégrale  particulière 
de  Téquation  proposée  et  elle  est  de  plus ,  dans  Thypo^ 
thèse  admise ,  la  seule  fonction  continue  de  x  qui  puisse 
remplir  à  la  fois  les  deux  conditions  énoncées.  Effective- 
ment, si  une  autre  fonction  F(x)  -f-  <f{x)  jouissait  des 
mêmes  propriétés,  on  aurait  non*seulement 

F'(a:)   =/[x,  F(x)],     F(xJ=ro, 

mais  encore  F(x^)  +  9(^0)  =yoy  ?(^o)  =  o^ 

F'(x)-4-^'{x)=/[x,  F(x)-t-^M] 

.  =/[x,F(x)]+^(x);^.[.r,F(x)4.0^(x)], 

28.. 
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0  désignant  un  nombre  inférieur  à  Tunité,  et  par  suite 

D'aiUeurs,  si  après  avoir  posé  a:  =  ar^  -f- 1  on  attribue  k 
la  quantité  tune  yalenr  infiniment  petite  ^  ou,  ceqoîre^ 
vient  au  même,  si  Ton  fait  converger  x  vers  la  litniteXo, 

la  fraction ~-^.  =   ;,  °   .    .!  finira  par  obtenir  •  comme 

son  numérateur,  des  valeurs  sensiblement  nulles,  tan- 
dis que  la  fonction  ^^[j:,  F  (x)  +  Oç(x)]  convergera  ven 
la  limite  x(^o  y  yo)S  o"  aurait  donc 

ou 

ce  qui  ne  saurait  s'accorder  avec  Thypothèse  admise. 

177.  On  peut  cependant,  même  dans  cette  hypothèse, 
concevoir  diverses  fonctions  de  x  qui,  étant  également 
propres  à  remplir  les  conditions  énoncées,  coïncident 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  a:  =  Xq,  et  di- 
vergent pour  ceruines  valeurs  de  x  sensiblement  diffé- 
rentes de  Xq.  Il  peut  même  arriver  que  plusieturs  de  ces 
fonctions  restent  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
Ainsi ,  par  exemple,  si  Ton  assujettit  la  variablej^,  i*  à  vé- 
rifier l'équation  différentielle  (X'^i)dj — (^-f-i)^=o; 
a°  à  s'évanouir  avec  x ,  les  deux  fonctions  continues 

satisferont  l'une  et  l'autre  aux  conditions  prescrites. 
Comme  le  radical  V^{x  +  i)'  est  censé  représenter,  daw 
tous  les  cas,  une  quantité  positive,  il  est  clair  que  la  se- 
conde valeur  dej-  coïncide  avec  la  première  tant  que  l'on 
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suppose  j?  -4-  I  positif,  et  se  réduit  k  jr  =:  -^  i  dans  le 
cas  où  a:  +  I  devient  négatif. 

Lorsqu'on  permet  à  la  variable  j^,  considérée  comme 
fonction  de  x,  de  varier  d^une  manière  bruscpie  pourcer- 
uines  valeurs  de  x,  il  devient  facile  de  la  faire  coïncider 
successivement  avec  plusieurs  intégrales  particulières. 
Soient  en  eSeï 

^  =  Fo(x),     7=F,(x),...,    ^  =  F«(x), 

plusieurs  intégrales  de  cette  espèce.  Si  Ton  veut  quejr 
coïncide  avec  la  première  de  ces  intégrales,  depuis 
X  =  —  00  jusqu^à  x=Xi'^  avec  la  seconde  depuis  or  =  Xi 
jusqu'à  X  =  Xi, . . .  •,  enfin  avec  la  dernière,  depuis 
X  =  x„  jusqu^à  X  =  +  00 ,  il  suffira  de  supposer 

.^  Fo  W  •+-  F^  W  ,  F»  W  -  F(x,)     4P  ^x,        . 

^  F,(x)  —  F^,  (x)      X— X, 

On  pourrait  admettre  que  les  fonctions  Fo(x),  Fi(x),.'.. 
représentent,  les  unes  des  intégrales  particulières,  les 
autres  des  intégrales  singulières  de  Téquation 

</jr=/(x,  x)dx, 

auquel  cas  la  valeur  précédente  dejr  coïnciderait  succes- 
sivement avec  des  intégrales  de  ces  deux  espèces.  Ainsi , 
par  exemple ,  étant  proposée  Féquation  différentielle 

on  reconnaitra  sans  peine  que  la  fonction 

coïncide,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,   avcr 
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Tintégrale  particulière  j^  z=zx^  et  pour  toutes  les  valeurs 
négatives  de  x  avec  l'intégrale  singulière  j^  =  o. 

Dans  le  cas  où  les  fonctions  Fq  (x)  ,  F|  (x), . . .  repré- 
sentent des  intégrales  particulières  y  la  fonction 

T  — -  '  T"  "  ^  .ii«^  .-^  "t"«  •  • 

doit  être  censée  comprise  dans  l'intégrale  générale  de 
laquelle  on  la  déduit,  en  attribuant  à  la  constante  arbi- 
traire une  valeur  plus  étendue.  Soient  en  efiêt 

r  =  F(^,  c) 

Tintégrale  générale  de  l'équation  djr  =  f(x,  j)dx, 
et  Co9  Ci,  Ct* . . . ,  Cm  les  valeurs  particulières  de  la  con- 
stante arbitraire  C  qui  font  coïncider  cette  intégrale  gé- 
nérale avec  les  formules j^  =  Fo(^),  /  ==  F,  (x), ..... 
Pour  réduire  l'équationy  =  F(x^  C)  à  la  fonunle 

_r,(x)-hF,(x)   .  r,(x)~.Fo(x)    x-^x,       , 

Y  —  •  "T"  ^— — — — — ^^—  — -.    ■  ■■  rrr.  -+-.••» 

il  suffira  de  prendre 


^   »/{x-xO""'"       ^     v/(x-*.r 

178.  Soit  maintenante^  =  F(x)  une.  fonction  quel- 
conque de  a:  propre  à  vérifier  l'équation  rf^=y(x,  y)Jx. 
Si  chacune  des  fonctions  /[x,  F(x)],  x[^>  ^Wl 
reste  finie  et*continue  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  x ,  ou  du  moins  pour  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  certaines  limites,  on  pourra  prendre  à  volonté 
Tune  de  ces  valeurs  pour  celle  que  nous  avons  représen- 
tée par  JCo,  et,  en  conséquence,  jr=F(x)  coïncidera, au 
moins  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  certaines 
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limites,  avec  Tune  des  intégrales  particulières  que  nous 
avons  déjà  considérées.  Donc  y  =  F(x)  ne  pourrait 
être  une  intégrale  singulière  ou  une  intégrale  particu- 
lière toujours  distincte  de  celles  dont  nous  venons  de 
parler  que  dans  le  cas  où  Tune  des  deux  fonctions 

F'(*)=/[*,F(*)].     J5[*,F(*)] 

cesserait  d'être  finie  ou  continue  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  de  la  variable  x.  Or  cette  condition  ne  peut  être 
remédie  que  dans  le  cas  où  cas  fonctions  deviennent 
constamment  infinies  ou  indéterminées^  et  comme  la 
fonction  F'(ir)  =  /[a:,  F(a:)]  ne  saurait  être  oonsum- 
ment  infinie  sans  qu'il  en  fût  de  même  de  F(a:),  nous 
devons  conclure  que  si  l'intégrale  j-  =  F  {x)  est  toujours 
distincte  de  celles  que  Ton  a  considérées  dans  leç  der- 
nières leçons,  et  si  l'on  n'a  pas  F(a:)  =  ±00,  quel  que 
soîtx,  la  fonction  F(a:)  vérifiera,  pour  toutes  les  va- 
leturs  de  a:,  l'une  des  conditions 

/(*,    jr)  =  |,      ;K[:r,   F(x)]  =  f,      ;t[x,   FW]=i; 

en  d'autres  termes,  l'intégrale  j^  =F(a:)  vérifiera  l'une  des 
éqoatious 

,         /(:r,    v)  =  ^,     ^(x.  r)  =  f,     ;^(^)=«- 

Si  l'intégrale  F(a:)  ne  devait  demeurer  entièrement  dis- 
tincte de  toutes  celles  que  nous  avons  considérées  dans 
les  dernières  leçons  qu'autant  que  la  valeur  de  ^  rest«r 
rait  comprise  entre  certaines  limites,  on  pourrait  encore 
affirmer  que  cette  intégrale  vérifie  l'une  de  ces  trois  équa- 
tions, mais  seulement  pour  des  valeurs  de  x^  renfermées 
entre  les  limites  dont  il  s'agit. 
Si  Ton  applique   ces   principes   généraux    aux  deux 
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équations  différentieUes 

OD  trouvera  successiveiiient 

/(«*»  ^)={~y»    «(*»  r)  =  — r-T> 

Les  quatre  fonctions  qui  précèdent  ne  deviennent  indé^ 
terminées  pour  aucune  valeur  de  la  variable  jr  considérée 
comme  une  fonction  dû  x ,  mais  la  seconde  et  la  qua- 
trième deviennent  infimes,  et  par  conséquent  Véquation 

— =  o  se  trouve  vérifiée  quand  on  attribue  à  cette 

variable  la  valeur  jr  =  o^  laquelle  est  une  intégrale  sin- 
gulière de  l'équation  djr  =  f  -  V rfr,  et  une  intégrale  par- 
ticulière de  Téquationdlr  =zy\ydpc.  Supposons  encore 
.  y*dx 

sm- 

y 

dans  cette  bypotbèse^  les  équations  de  condition  de- 
viendront 

a^  sm  -^  -h  cos  -  sm  »  - 

TT~°'         — ;    ""^-^ — ~ 1" 

sm~  sin»  -  arsm — h  cos- 

r  y  ^    r        y 

Les  deux  premières  ne  peuvent  être  vérifiées  qu'autant 
que  Ton  aura  -  =  zh  oo,  j^  =  o.  D'ailleurs,  si  Ton  pose 

7=±— ^. 


/HfH- 
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n  désignanl  un  nombre  entier  quelconque  et  c  une  con- 
stante indéterminée ,  on  aura ,  à  très-peu  près ,  pour  des 
valeurs  considérables  de  /i, 

.    sm-       n'jr*  sm  — -— - 

donc  la  valeur  de  y  correspondante  à  /i  =  od,  savoir, 
y  =  G,  produira  effectivement  une  valeur  indéterminée 

-  du  rapport  -^ — •  Il  serait  également  facile  de  prouver 
sin  — 

y 

que  cette  valeur  j*  =  o  vérifie  la  formule 

.    I  I 

orsin — h  cos- 


1 

sm»- 


Ajoutons  qu'elle  satisfait,  comme  intégrale  ^rticulière,  à 

Véquation  tfy  =  ^ ,  qui  a  pour  intégrale  générale 

sini      ^ 


^  I 

X  ^  Cz=z  cos-,     ou     r  = 


X*  a/ijr±:arcco8(a?  — C)' 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 


1 
sui»- 


Quant  a  la  formule — =  o,  on  en  tirera 

.11 

arsm--f-cos~ 

y  .      y 

sm-  =  o,     -  =±  /!«-,     ^  =±  — . 

Les  valeurs  de  j  fournies  par  cette  dernière  équation 

seront  des  intégrales  singtdières  de  Téquation  dy  =  ^ — . 

sin- 

y 
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On  doit  seulement  excepter  la  valeur  y  =  o,  qui  corrcs- 

poudàn=  00. 

Y*dx 
Si  l'on  avait  considéré  Tëquationrf^'  = — , 

^•sm «w- 

r        r 

la  formule  /(x,  y)  =  z  serait  devenue 


r'sin cos- 


On  y  satisfait  encore  par  la  valeur  j  =  o  considérée 
comme  limite  d'une  vejeur  de  la  forme 


X  = 


mais,  dans  le  cas  présent,  la  valeur  j^  =  o  est  une  inté- 
grale singulière  de  Tëquation  différentielle  proposée,  qui 

a  pour  intégrale  générale^  sin-  =  a:-H  C 

179.  Quoique  bien  différente  des  intégrales  particu- 
lières que  nous  avons  considérées  dans  les  précédentes 
leçons,  la  formule  y  =  o  peut  se  déduire  de  la  méthode 
fondée  sur  l'emploi  des  équations 

/,  —  7o  =  (««i  —  Xo)f{^o,  Xo)'  • .  etc. 

En  effet,  si  l'on  suppose  généralement  que  /(x,  /)  s'é- 
vanouisse quel  que  soit  x  pour  une  valeur  nulle  de  /,  on 
tirera  de  ces  équations,  en  prenant  jr^  =^  o^ 

Ji  =  ro  =  o,    jr,  =  ^,  ==  o,    Y  =  jr,_,  =  0, 

puis,  en  écrivant  j^  au  lieu  de  Y,  on  obtiendra  Tinte- 
grale  cherchée  y  =  o.  Ajoutons  que  cette  intégrale  se 
trouve  comprise  d»ns  la  formule  jr  =  J^  à  laquelk  <>» 
parvient  en  opérant  toujours  de  la  même  manière  dans 
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le  cas   où  une  valeur  nulle  de  y  rend  indéterminée  la 
fonction  J  {Xy  y). 

n  est  essentiel  d'observer  que  la  fonction  représentée 
par  xC^  >  y)  ®*^  précisément  ce  que  devient  le  coeiBcienl 

difierentiel-^  quand  on  y  considère  j^'  comme  une  fonc^ 

lion   de  x  et  de  j^  déterminée  par  la  formule 

y'  =  /(*,  y)- 

De  cette  observation,  jointe  à  ce  qui  précède,  on  conclut 
le  fait  énoncé  par  d'autres  géomètres,  queTundes  ca- 
ractères des  fonctions  singulières  était  de  rendre  infini 

dr' 
ou  indéterminé  le  coefficient  différentiel  -4-  • 

dx 

Remarquons  enfin  que ,  dans  le  cas  où  Téquation 

dy  -=f{3c^   y)dx 

a  pour  intégrale  singulière  la  formule  y  =  o  ^  et  pour 
intégrale  particulière  une  autre  valeur  de  y  qui  s'éva- 
nouit avec  X  —  Xq  9  sans  être  constamment  nulle ,  on 
peut  déduire  ces  deux  valeurs  de  y  des  équations 

r«  —  ro  =  {^i  —  «o)/(^o>  ro), 

etc., 

savoir ,  'la  première  valeur  en  prenant  pour  y^  une 
quantité  rigoureusement  nulle,  et  la  seconde  valeur  en 
prenant  pour  j^  une  quantité  infiniment  petite. 

180.  Si  l'on  proposait  d'intégrer,  non  plus  l'équation 

dy  =/(j?,  y)dxy 

mais  la  suivante  /  Ta:,  j,  ^  j  =  o,  il  suffirait,  pour  ob- 
tenir la  fonction  x  (x ,  y) ,  de  tirer  la  valeur  de  y'  en  x  de 
Véquation  /(x,  y,  y)  =  o.  D'ailleurs ,  si  l'on  désigne 
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par 

les  trois  dérivées  partielles  de  f{x^  y^  j-')  par  rapport 
aux  trois  variables  a:,  y  y  y\  les  valeurs  de  y*  ei  de 

—,  tirées  de  Téquation  /(x,  j-,  j')  =  o,  vérifieraient 

évidemment  Féquation 

dy              X(x,.  jr    7')    Ti  ,  .   I, 

ou  -^  =  —  —7 -A.  Far  conséquent,  si  Ion  pwse 

de  Féquation  «fy  =3^* (x,  jr)dxk  Téquation 
les  formules 

devront  être  remplacées  par  les  suivantes 

dans  lesquelles  il  faudra  considérer  y'  comme  une  fonc- 
tion des  variables  o:  et  j*  déterminée  par  réquation 

Concevons,   pour  fixer  les    idées,   que  cette  dernière 
écpiatiou  se  réduise  ky  =  xjr'  +f(y')y  on  aura 

4r'_ 


la  condition  f-  =  00  deviendra 


00  deviendra 
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et  rélimination  de  y  entre  celle  équation  et  Féquation 

donnera  les  intégrales  singulières  de  Téquation  proposée. 
181.    D'après  ce  que  nous  venons  de  dire ,  pour  ob- 
tenir les  intégrales  singulières  de  Téquation  différentielle 

il  suffit  de  chercher  les  yaleurs  de  ^  en  a:  qui  auront  la 
propriété  de  rendre  l'une  des  fonctions/(j:,  jr) ,  xi^^j) 

indéterminée  ou  de  vérifier  la  formule  — ; ?  =  o,  et 

qui  satisferont  en  même  temps  à  Téquation 

De  plus,  comme  les  valeurs  de  y  en  x  qui  rempliront 
cette  double  condition  pourront  être,  ou  des  intégrales 
singulières,  ou  des  intégrales  particulières,  il  faudra 
trouver  un  moyen  de  distinguer  ces  deux  espèces  d*inté- 
grales.  Cette  distinction  ne  présente  aucune  difficulté 
dans  le  cas  où  l'intégrale  générale  est  connue  ^  dans  le 

cas  contraire  on  peut  Teffectuer  à  Faide  des  propositions 

suivantes  : 

I*'  Théorème,  Pour  décider  si  une  valeur  j"  =  JF(x) 

est  une  intégrale  particulière  ou  singulière  de  Téquation 

il  suffit  d'examiner  si  ir  =  o  est  une  intégrale  particu- 
lière ou  singulière  de  Téquation 

dz  =z  {/[x,  F{x)  +  z]  -/[x.  F{x)]]djc, 

En  effet,  j'  =JF'(a:)  devant,  par  hypothèse,  vérifier  l'é- 
quation dj  z=f[x,  y)ffx,  on  aura 

d.F{x)  =z/[x,  F{x)]dx. 
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Soit  d'ailleurs  F(a:,  y)  =  C  Tintégrale  générale  de  l'é- 
quation donnée  ;  si  l'on  pose  dans  cette  équation 

y  =  F{x)  4-  z,        ■ 

et  si  Ton  a  égard  à  la  formule 

dF{x)  =  /[x,  F(x)]dx. 

'    on  obtiendra  Téquation 

dz  =    {f[x,  F{x}  -H  *]  -/[x,   F{x)]}dx, 

k  laquelle  on  satisfait  en  prenant  i?  =  a,  et  qui  aura  pour 
intégrale  générale 

F[x,  F{x)  +  3]  =  C. 

Or  il  est  clair  que  y  =  F(x)  vérifiera  l'équation 

F(ar,  r)  =  C 
lorsque  2=0  vérifiera  l'équation 

¥[x,  F{x)  -h  z]  =  C; 

c'est-à-dire  lorsque  la  fonction  F  [j:,  F{x)  +  jk]  se  ré- 
duira d'elle-même  à  une  quantité  constante.  En  d'autres 
termes ,  y  =  F^x)-  sera  une  intégrale  particulière  de  l'é- 
quation (i)  lorsque  z  =1  o  sera  une  intégrale  particu- 
lière de  l'équation 

dz  =   {/[x,  F{x)  -h  z]  -/[x,  F{x)]}dx, 

Cl  réciproquement.  Donc ,  etc. 

Corollaire.  Comme  il  est  indifférent  de  représenter  la 
fonction  inconnue  de  x  propre  à  vérifier  cette  dernière 
équation  par  la  lettre  z  ou  par  U  lettre  jr,  il  résulte  évi- 
demment du  théorème  qui  précède ,  que,  pour  détermi- 
ner la  nature  de  l'intégrale  jr  =  F{x)  appartenant  à  une 
équation  du  premier  ordre  entre  les  variables  x  et  j,  il 
suffit^de  déterminer  la  nature  de  l'intégrale  j^  =  o  appa^ 
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lenaiit  à  une  autre  équatioiu  différentielle  du  premier 
ordre  entre  les  mêmes  variables.  Ainsi ,  la  question  peut 
toujours  être  ramenée  au  cas  où  Ton  aurait  identique^ 
nieiit^(a:)=o;  ajoutons  que,  dans  ce  dernier  cas,  elle  se 
résout  immédiatement  à  Taide  des  théorèmes  que. nous 
allons  énoncer.       •  ' 

j^me  Théorème.  Soient  a  et  6  deux  quantités  infini- 
ment petites  dont  la  seconde  est  tellement  choisie  que  la 
fonction  f{x ,  y)  conse^e  constanunent  le  même  signe 
entre  Ics-limites  j^  =  a,  j^  =  6,  si  la  valeur  J^  =  o  vé- 
rifie comme  intégrale  singulière  Téquation 

IT^^ — ^'  prise  par  rapport  à  la  seule 

variable  y  entre  les  limites  dont  il  s'agit  aura  elle- 
même  une  valeur  infiniment  petite. 

Démonstration,  Représentons  toujours  par 

F  (j:,  r)  =  C 

rintégrale  générale  de  l'équation  dy  =  f  {x^  y)dx^ 
et  soient  d'ailleurs  4>  (a:,  y\  X(a:,  j^)  les  deux  dérivées 
partielles  de  la  fonction  F(ar^  y^  par  rapport  aux  deux 

du      du 

variables  x  et  j^.  De  l'équation  connue—  r=  -^ , eny  rem- 
plaçant u  par  F(a:,^),N  par  Tunité,  et  M  par — f{oc,y)^ 
on  tirera 

.  ^         •  /(^.   x) 
Cette  dertiière  formule  étant  identique ,  si  Ton  intègre 
ses  deux  membres  par  rapport  à  la  variable  y  entre  les 
limites  j^  =  «,  y  ==  S,  on  trouvera 

F(„C)'_F(x,.)=-/\(,.  ^)^^;- 


/: 
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si  d'ailleurs  on  représente  par  6  un  noinbre  inférieur  à 
Tunité ,  on  aura 

/><"  ^'/ii* 7; = ♦  ['■  --^ •" -'ir TlTTi' 

et  par  suite 

dx      _F(x,  ii)-F(x,  g) 

^/(*,  r)~  <!>[',  --hO(C-*)i" 

De  pluS)  ^  =  o  étant,  par  hypothèse ,  une  intégrale  sin- 
gulière de  l'équation  dy  =  /  (x,  jr)  dx^  ne  pourra  véri- 
fier Téquation  F  (or,  jr)  =  C'y- en.  d'autres  termes,  Tex- 
pression  F(a:,  0)  ne  pourra  obtenir  une  valeur  finie  et 
constante,  ou  bien  une  valeur  constamment  infinie. 
Donc  F(Xy  o)  devra  être  nécessairement  une  fonction 
finie  de  la  variable  x,  et  sa  dérivée 
^.         .  rfF(o,    x) 

se  réduira  elle-même  à  une  fonction  finie  dejc  ou,  tout  au 
plus,  si  la  fonction  F(a:,  o)  est  linéaire,  à  une  constante  finie 

différente  de  zéro.  Par  suite,  le  rapport  --~ — ^ j^^l 

s'évanouira  pour  6  =  a  =  o  ;  d'où  l'on  conclut ,  en  ad- 
mettant la  continuité  des  fonctions  F(j:,  j^),  ^(x,/) 
dans  le  voisinage  de  y  =  o,  que  le  rapport  dont  il  s'agit 

jr-^ — r  équivalent  à  ce  rapport,  obucn- 

dront,  en  même  temps  que  les  quantités  a,  S,  des  râ- 
leurs infiniment  petites. 

3""  Théorème.  Si,  la  formule  ^'  =  o  étant  propre  à 
vérifier    l'équation    dy  =r  /  (^5    y)d<c^    l'intégrale 

/     Yi \  ol>tîent  une  valeur  infiniment  petite,  j^=o 

sera  une  intégrale  singulièi^e  de  l'équation  difTérentiellc 
proposée. 
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Démonstration.  Supposons  en  effet  que  ceue  intégrale 
ait    une    valeur    infiniment   petite,    Tintégrale  définie 

t  ^.  ^  j,  que  l'on  déduit  de  la  première  en  substi- 
tuant ^  à  6,  ne  pourra  être  qu'une  fonction  finie  et  dé- 
terminée des  variables  x  et  ^,  et  Ton  devra  en  dire  au- 
tant de  l'intégrale   1     ^.       >,  que  l'on  obtient  en  rem- 

plaçaiït  la  quantité  infiniment  petite  a  par  sa  limite , 
c'est-à-dire  par  zéro.  Cela  posé ,  soit 


SlfWFr'^'^'^' 


/(*,  y) 

Désignons  d'ailleurs  par  ^  une  valeur  particulière  de  x, 
et  par  _y  =  F  (x,  C)  l'intégrale  générale  de  l'équation 
dy  =  f{Xi  y)dx,  on  aura  identiquement 

rfF(x.   C)  =/[x,  F(x,  C)]dx; 
puis,  à  cause  dej^  jnrT)  ~  '^*'  •'^^' 


rr     dy 

Jofîtr. 


-^  =  r(J,^).     m..)=j±yy 


et  par  suite  rff[Ç,  F(x,  C)]  =^^^-^J-^^dx.Onû- 

rera  de  cette  dernière,  en  désignant  par  h  un  accrois^ 
sèment  arbitraire  de  a: ,  et  par  Q  un  nombre  inférieur 
à  l'unité, 

f[«,   F(a:+A,    C)]-   f[5,   F(x,    C)] 

_,./[(^  4-  eh,  T{x  ^  Gh,  C)] 
""  /[f,   F{x  -h  ^/i.    C)]       ' 

T.  II,  29 
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puis,  en  posant  ^  =  x  +  ÛA ,  on  trouvera,  quelles  que 
soient  les  quantités  x,  h  et  C, 

Ç[x  4-  Oh,  F(x  4-  Oh,   C)]  -~  f[x  -+-  ÔA,  F(x,  C)]=h. 

Il  est  maintenant  facile  de  prouver,  que,  dans  l'hypo- 
thèse admise,  y  =  o  est  une  intégrale  singulière;  car, 
si  Ton  pouvait  déduire  cette  intégrale  de  la  formule 
jr  =  F(x,  C),  en  attribuant  à  la  constante  C  une  va- 
leur particulière  c,  il  suffirait  de  prendre  C  =  c  pour 
réduire  la  dernière  des  équations  qui  précèdent  k  la  sui- 
vante 

h  =  ({x  -+-  Ohy   o)  —  î{x  -h  ehy  o)  =  o; 

et  cette  dernière  ne  pourrait  évidemment  subsister,  h 
valeur  de  h  devant  rester  arbitraire,  qu'autant  que  son 
second  membre,  au  lieu  de  se  réduire  à  zéro,  comme  il 
arrive  toujours  quand  f  (x,  jr)  désigne  une  fonction 
finie ,  se  réduit  à  | ,  ce  qui  arrivera  nécessairement  si 

la  fonction  f  (x,  jr)  z=    f     j- r  devenait  indétermi- 

Jo  j  (Xy  X) 

née  ou  infinie.  A  la  vérité,  y  =  o  ne  vérifie  Téquation 
dy  =  /(x,  y)dx  que  dans  le  cas  où  la  fonction /(x,  o) 
obtient  une  valeur  nulle  ou  indéterminée  ;  et  comme 
alors  le  second  membre  deTéquation 

f[f,  F{x  4-  A,   C)]  -  f[f,  F(x,  C)] 

__     /[x  -h  Oh,  F(x  -h  Oh,  C)] 
~  /[f ,  F(x  -h  OhTW 

se  réduit  à  3 ,  il  semble,  au  premier  abord ,  qu'on  ne  de- 
vrait pas  étendre  l'équation 

f[jr-hflA,   ¥{x-\-eh,    C)]  — f[j:-hÔA,   F(x,   C)]=A 

à  une  intégrale  particulière  de  la  forme 

X  =  F(x,  e)  =  o; 
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niaist  pour  l'aasurer  que  cette  extension  est  légitime,  il 
suffil  d^observer  que  cette  équation  subsistant  pour  toutes 
les  valeurs  de  C  différentes  de  cne  cessera  pas  d'être 
vraie  tandis  que  C7  convergeant  vers  la  limite  e,  la  dif- 
férence C  —  c  deviendra  infiniment  petite;  d'où  il  est 
permis  ^e  conclure  que  cette  équation  subsistera  encore 
quand  la  différence  C  —  c  deviendra  rigoureusement 
nulle. 

482.  Il  suit  des  théorèmes  a"*  et  3"'  ,  que,  pour  dé- 
cider si  la  valeur  y  =  o  vérifie  comme  intégrale  sin- 
gulière ou  comme  intégrale  particulière  Téquation 

il  suffit  d'examiner  si  la  valeur  de  l'intégrale  définie  sin- 
gulière   /    -77-^— :,  X  étant  considérée  comme  une  con- 

stante ,  est  ou  n'est  pas  une  quantité  infiniment  petite  ^ 
a  et  6  sont  d'ailleurs,  conune  on  l'a  déjà  dit,  deux  va- 
leurs de  jr  infiniment  petites  telles  que  dans  l'intervalle 
S  —  a ,  la  fonction  f(x^  y)  ne  change  pas  de  signe. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  les  équations  diffé- 
rentielles rf^  =  f-jÉÈr,  dj  =  y\ydXj  déjà  traitées 
dans  la  précédente  leçon,  on  trouvera   que   l'intégrale 


^.        .se   réduit,    pour   la  première,  à  la  quantité 


infiniment  petite 

pour  la  seconde ,  à  l'expression  indéterminée 

'<  dx   ^  ,K 


^9- 
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donc  ^  =:  o  est  une  intégrale  singulTère  de  b  première 
de  ces  équations  et  une  intégrale  particulière  de  la  se- 
conde. C'est,  au  reste ,  ce  que  nous  avons  déjà  recoona 
à  Tinspection  des  intégrales  générales  de  ces  équations 
différentielles. 

Considérons  maintenant  une  équation  différentielle 
dont  Tintégrale  générale  ne  puisse  être  obtenue  sons 
forme  finie ,  par  exemple 

4r  =  (r  -+-  sinr)(x  -+-  1^)^/^, 

ou  aura 

Pour  que  la  fonction  comprise  sous  le  signe  y  ne  change 
pas  de  signe  entre  les  limites  jr  =  a,  jr  z=:  S  supposées 
infiniment  petites,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  ces 
limites  soient  deux  quantités  de  même  signe  :  supposons 
cette  condition  admise*,  on  aura,  en  vMtu  d'une  formule 
connue , 


y  désignant  une  valeur  à&  y  comprise  entre  les  limites 
a  et  S,  et  par  conséquent  très^rapprochée  de  zéro.  Or 
on  a  sensiblement 


X  X  siny 

ly  lo  '  y 
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Detic  rint^rale  définie  se  réduit,  à  très-peu  près,  à 

^Ip  ;  cette  dernière  expression  étant  indéterminée  pour 

des  valeurs  infiniment  petites  de  a  et  de  6,  ^  =  o  sera 
une  intégrale  particulière  de  Téquation  différentielle 
proposée. 

En  ayant  égard  au  premier  théorème  et  raisonnant 
sur  l'équation  dz  =  {f[x,  F (x)+z]—f[x,  F(x)] }  dx, 
comme  nous  venons  de  le  faire  sur  Téquation 

dy  =  /(x,    y)dx, 

on  établira  inunédiatement  la  proposition  suivante. 

4"*  Théorème.  Pour  décider  si  la  formule  y  =  F(x) 
vérifie  comme  intégrale  singulière  ou  particulière  l'é^ 
qnation  dy  =z  f  (x,  y)dx^  il  suffit  d'examiner  si  la  va- 
leur de  l'intégrale  définie  singulière 

/'«  dz 

est  ou  n'est  pas  une  quantité  infiniment  petite ,  x  éunt 
considéré  comme  une  constante  ;  a  et  ê  désignant  deux 
limites  infiniment  petites  de  z  entre  lesquelles  la  fonction 
comprise  sous  le  signe  /  ne  change  pas  de  signe. 

Corollaire  i***.  11  est  clair  que,  dans  ce  théorème,  on 
peut,  sans  inconvénient,  substituer  à  l'intégrale  ci-dessus 

l'intégrale  équivalente  j^^^^^^  ^.^___^__^^. 

goro//aire.-.Le  rapport  ^^^^^^^^_^^^_^^^^^^^^j. 
pouvant  être  considéré  comme  le  produit  des  deux  facteurs 


f[x,   F{x)  -+-  z]-/[x,   F{x)y     z' 
et  Tin  tégrale  singulière    /     —    étant  équivalente  al-. 


454  CALCUL    IMTteHÀL. 

Tintégrale  ci-dessus  peut  être  remplacée  par  l'expression 


A',  "M  +  01  -  /[«■  *■(')) 


^  désignant  une  valeur  infiniment  petite  de  z  comprise 

entre  les  limites  a  et  6.  Or,  la  quantité  1-  étant  indétei^ 

minée  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  a  et  de  6 , 
celte   expression   ne   pourra  devenir  infiniment  petite 

qu'auUBt  que  le  rapport^^^^  F(x)  +  Q  - /[x.  F (x)] 
deviendra  lui-même ,  ou  nul,  ou  indéterminé  pour  Ç =o: 
d'ailleurs ,  comme  ses  deux  termes  s'évanouissent  avec  ^, 
sa  véritable  valeur  correspondante  à  ^  ==  o  sera  é({iiiva- 

lente  à  celle  de  la  fraction  — = —r-r — ^ ,  c'est-à-dire  à 

la  quantité  -7 ^s^rKh'  Donc,  en  vertu  du  4™*  théorème 

y  =  ^(jc)  ne  pourra  satisfaire  comme  intégrale  singu- 
lière à  l'équation  dy  =^  f{x^  y)dx^  que  dans  le  cas  oà 

Fexpressîon  — = >,  .^    sera  nulle  ou  indéterminée,  el 

par  conséquent  dans  le  cas  où  l'expression  y  =z  F(x) 
vérifiera  l'une  des  conditions 

x{^»  r)  =  I, 


x(^i  y) 


Donc  ces  deux  équations  seront  les  seules  qui  puissent 
fournir  des  intégrales  singulières  de  l'équation  (Ûfleren- 
tielle  proposée  ,  et  dans  la  recherche  de  ces  intégrales , 
il  sera  inutile  d'avoir  égard  aux  valeurs  de  y  qui  pour- 
raient rendre  indéterminée  la  seule  fonction  f{x^  y). 
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lotégnitlon  dei  équations  différeotielleB  do  premier  ordre  dans  lei- 
qaellet  la  dérÎYée  est  élerée  à  des  puissances  entières  on  fractionnaires, 
positiTes  ou  négati?es.  —  Application  à  la  recherche  de  Inéquation 
d'une  courhe  lorsqu'on  connaît  la  relation  qui  lie  Tare  i  aux  coordon- 
nées x,^. 


183.  U arrive  souvent  que  dans  Féquation  différentielle 
du  premier  ordre,  les  différentielles /ir,  dy  ou  la  dérivée 

y  ^-^  soient  élevées  à  des  puissances  entières  ou  fraction- 
naires: dans  le  cas  où  tous  les  exposants  sont  entiers,  la 
forme  générale  de  Téquation  est 

(i)"-'-(ir-'-(ir— "i-^-=- 

F},  Ft, . . . ,  F„.i,  F„  désignant  des  fonctions  de  x  et  de 
j.  On  parvient  à  l'intégrer  dans  quelques  cas  particu- 
liers :  supposons  d'abcMPd  que  cette  équation  puisse  être 

résolue  par  rapport  à  ;^5  et  désignons  par  ^15/1,...,^ 

ses  n  racines,  on  pourra  lui  substituer  les  n  équations 
différentielles  du  premier  ordre 

que  l'on  intégrera  à  l'aide  des  méthodes  connues.  L'é- 
quation   différentielle    proposée   étant    équivalente    au 
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produit 

sera  vérifiée  par  chacune  des  intégrales  des  n  équations 
•différentielles  du  premier  degré.  Cela  posé,  soient 

ces  n  intégrales ,  la  formule 

renfermera  toutes  les  solutions  de  l'équation  donnée.  Od 
ne  restreindra  pas  la  généralité  de  cette  intégrale  en  dé- 
signant toutes  les  constantes  arbitraires  par  la  même  lettre 
C  ou  en  lui  substituant  la  formule  suivante 

'piC^,  y^  0^»(-^>  r>  ^)---^«(jf,  r,  c)  =  o. 

puisqu'on  égalant  tour  à  tour  chacun  de  ces  derniers  fac- 
teurs à  o ,  et  donnant  à  C  toutes  les  valeurs  numériques 
possibles ,  on  retrouvera  nécessairement  toutes  les  inté- 
grales particulières  que  chaque  facteur  de  l'intégrale  gé- 
nérale est  susceptible  de  fournir. 

i*'  Exemple  :  ^^  —  a*  =  o, 

A=«,     /.  =  —«,       0t{xy  X>   C,)  =  y  —  ax  -^  C,, 
^,{x,  j,    Ct)  =  X  -h   ax    -h-  C,. 

L'intégrale  générale  sera 

(X  —  a.r  -f-  C,)(7   -h  flx  -H   CJ  =  o, 

ou  (f  -^  ^y  —  û*-*'  ==  o. 


^me  JExemple  : ^  —  aj:  =  o, 

/,  =  \/âx,    /,  =  —  X/âx'i 

L'intégrale  générale  sera 

OU 

3~  Exemple '.-f-   -f-  7,^^  =^  i. 

En  résolvant  cette  équation ,  on  arrivera  aux  deux  équa- 
tions homogènes 

qu'il  est  facile  d'intégrer  par  les  procédés  connus. 

i84.  Lorsque  Téquation  proposée  ne  peut  pas  être  réso- 
lue par  rapport  à  ^  et  qu'elle  peut  Tëtre  par  rapport  â 
y  ou  or ,  on  retombe  sur  l'une  des  formes 

X  =  F(x,  y),    X  =  F(r,  yy 

Dans  Tun  et  l'autre  cas ,  la  différentiation  conduira  à  une 
équation  diiférentielle  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
variables  jr,  jr'j  ou  jr,  y*  en  admettant  qu'elle  tombe 
dans  la  catégorie  de  celles  qu'on  sait  intégrer,  il  suffira 
d'éliminer  jr'  entre  l'intégrale  obtenue  et  la  proposée 
pour  avoir  l'intégrale  cherchée. 
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Donnons  encore  quelques  exemples  : 
«""•  7  =  xr'  H-  *-/(j'); 

différentiant 

y'd*  =  fd*  +  «rfr'  H-  iM--'  /(r')dic  -+- j*rf/(/), 

on  «i/r'  -f-  «/(r')*^'*'*  +  *"<'/(/)  =  o; 

posons  3tff{y')  =  f  (/*)>  d'o* 


et  par  suite 


en  différentiant ,  on  aura 

,                           u           j          r'da  —  ttdy 
et  en  posant  o^  =tt,        ^=Z7»       "Jî= 7; » 

-=V  -H  aarfa  -f-  36tt</tf  -h  etc.  ==  o, 
485,  On  intègre  encore  fadlemeiit  l'équation 


lorsqu'elle  esl  homogène  par  rapport  à  jp  el  A  j.  Ea  fai- 
sant e&  effet  alors  ysi^tx,  xdt  rs  tdxy  on  aura 

(fy  =  tdx  -j-  xdt  =  {t  -^  z)dXy 
et  Téquation  proposée  deviendra 

(/-f  *)»-|-Tx{/H-«)«-'-hT.(f4-«)^*+...T^,(^4-«)4-T„  =  o, 

Ti,T«,...,  T„  désignantdes  fonctions  de  la  seule  variable  t. 
Cette  dernière  équation  donnera  an  certain  nombre  de 
valeurs  z  que  Ton  substituera  dans  Tëquation  du  premier 

dx        dt 
ordre  jcdt  e=  zdx^  ou  —  =  —  pour  en  déduire  par  l'in- 
tégration Texpression  de  x  en  t ,  et  par  suite ,  à  Taide 
de  Véquation  j^  =  tr  les  diverses  valeurs  de  jr  ou  les 
diverses  intégrales  de  Téquation  proposée. 

icin=3,  T,=— 4,  T.  =  l,  T,=  -l,  etTona 

on  (a(,  +  ,)  _  ,] L L  =  o, 

d'où  l'on  tire  a(«  +  z)  —  i  =  o.  i  +  t(t'+  z)*  =  o. 


=^-''  »=-'±^(-f)*' 


z 
djp         dt  de  dt  dx  dt 


11  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  les  trois  équations  et  à 

substituer-  à  t  pour  obtenir  trois  intégralesMc  Téqua-  j 
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tton  difCkentîdl^  proposée.  On  pourrait  aussi  reiiian{ifter  I 
simplement  qu'en  faisant  dans  Téquadon  homogène  i 
y  z=  tXj  y  et  X  disparaîtraient^  réquatîon  résultante    ' 

donnerait  la  valeur  de  ^  =  y  '  en  t.  Comme  on  a  d*ajl- 

leurs  dy  =  tdx  +  xdt  =  ydx^  on'aura  aussi 

dx  ^      di 

équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées ,  puisque 
y  s^exprime  en  fonction  de  t  seul  ;  on  en  tirera 

On  emploiera  Tune  ou  Tautre  des  deux  intégrales 

y'~e       J    7^111' 

suivant  qu'il  sera  plus  facile  d'obtenir  la  valeur  de^'  en  t 

ou  la  valeur  de  t  en  jr\  Si  l'expression  j  —, est  inté- 

grable  à  l'aide  de  logarithmes,  ou  si  l'on  a 


/?i-='- 


on  aura  lr=lC-f-lMî   x^^Cu.  y:=Ctu\  /sera  ex- 
primé algébriquement  en  x. 


Exemples  :  i°.         jdx  —  x\/dj*  +  dx^  =  o. 


ou       y  —  X  V^i  +y  =  o  ;       et  en  posant   /  =  /•'*' 
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D'ailleurs    y  =  r jc  =  arV^i  -f-y*. 


a**,     jr/ir  —  x(fy  =  /MC  \/</r*  -H  éfy*,      on  trouvera 

1 

«'  C(i— /i»)  ~"V         (7="^)         /' 

si«  =  I,  /■-»-4P"=:aCrj  si/i=  i,  j:"=o,  j:»H-7*4- aCr  =  o. 

186.  A  l'aide  des  considérations  qui  précèdent,  on 
peut  résoudre  divers  problèmes  intéressants.  Nous  en 
donnerons  quelques  exemples  : 

I.  Trouver  Téquation  d'une  courbe  telle  que  l'arc  s 
soit  exprimé  en  fonction  de  j:  et  de  y  par  la  relation 

5*  =  a:r^,  d'où  V^dx^  -^  dy^=  — Z_-2_^et  en  posant 


Jonc 


«' 


Mais  en  posant      j^'  =  — ,  on  a 
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j  y(i_/)  —    Jlf(l-l«»)(K*-^aa-I)     J  «         J  !-«' 

—4  fr-^ -_— sslu— 1 hKal-7= , 

*J  (iH-i)»--a  I  — «  j/a—i— « 

et  par  suite 

J  y—t      2    -^        2  2    i  — a      V/2    KÏ— I— a 

1-4- a  I     ,  y/S-f-t  4-g^ 

on  a  d'ailleurs 

•'^  2«  2«  ' 

et  par  conséquent 

y—/     4r     y—/    y— r      y— *  * 

donc,  en  substituant^  on  trouvera 

1*  =  C  —  l(i  H-  tt)  4- 1«  —  1[2  —  (l  -h  tt)*] 

I  l/2-hI+» 

=  lC-/[a-(.+a)']--— l.^-^— ;■ 
K2    V^a— 1— « 

et  en  ayant  égard  aux  équations 


X  zs 
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Cx 


X  —  y 


I 


v%-'.. 


telle  est  donc  Téquation  cherchée.  On  y  arriverait  plus 
facilement  en  procédant  comme  il  suit  :  on  a 

/  H-  7'  =  l/a/(i  -h/'*),       I*  4-  'itf  -f-  jr'«  =  21  +  2//S 
d'où 

^'  —  » .  K  ar  —  1 

jy— '    J(i^t)\/7t         ^    w(i— f)v/2r 


2flft»  I       .\-hv 


posons  «  :=  V*,  il  viendra 

/d!f  I        p    2flfe»     

et  par  suite 


»/i    i-VI 


et  à  cause  de  r  s:  ~, 
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Ce  même  procédé  d^int^ation  réuasira  toute  les  fins  qoe 
Tare  s  sera  une  fondion  homogène  des  variables  x  et/. 
Posons  en  effet  y  =^  tx^  5  =  uo:;  en  substituant  ces  va- 
leurs dans  Téquation  homogène  <f{x,  y^  5)  =  o,  x  sert 
éliminé ,  et  il  restera  une  équation  entre  t  et  u  qui  pe> 
mettra  d'exprimer  u  en  t.  On  a  d'ailleurs 

i/j=j'££r,      y'dx=ztdx^xdi^ 


ds  =  dx\/7 

-4-y>=:i«£r-hx£/i»,    . 

donc 

dx              dt 

£/tt 

x-/  - 

t     v^,-Hr'* 

—  « 

puisque 
viendra 

u  est   exprime 

en   f,    faisons  du,   =. 

vdt,   il 

V^i-t-j^'» 

1 

-^  j'»  =  (a  —  ( 

frf)»-^2P/C*  — 

pO  +«'•/*, 

,J  _  ''(«  -  ^f) 

-hV^(»~rt)*- 

-i-f-pr 

J   — 

1  — p» 

y 

-hW^(«-.pr)* 

—  I  +•• 

y 

1  -"P* 

1 

dx 

dt{x    - 

-P») 

"p« 

*           9U 

dî\9U    - 

-  Pf)«  —  I  -h 

-  ^  --  K(«  - 

-   Pi)»   —    I 

+  ''1 

I   -h  r*  —  a» 


Or,  puisque  u  et  k  sont  exprimés  en  e,  le  second  meiiil>re 
de  l'équation  qui  précède  est  ramené  à  la  forme  F{t)dty 
et  Ton  en  déduira  la  valeur  de  jc  en  f  ;  puis ,  en  ayant  égara 
à  la  relation  i^dt  =  du,  on  trouvera 

J  I  -4-  r»  — .  tt» 
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En  substituant,  dans  cette  dernière  équation,  poui'  u,  sa 

valeur  -,  on  obtiendra  l'équation  de  la  courbe  cbercbée. 

Ce|.te  équation  sera  algébrique  toutes  les  fois  que  l'inté- 
grale du  second  membre  pourra  s'exprimer  par  des  lo- 
garithmes» 

Si  l'on  avait  ds  =  Sdx  =  /(y'j  ^»  ")  ^^9  le  même 
pi*océdé  réussirait  encore.  Dans  ce  cas,  de  l'équation 

iix  ^_^        dt       du  du 

X   ■"*  j'  —  r        j/i  ^_  yf^  —  it  "^  S  —  « 

on  pourrait  tirer  la  valeur  dej^'  en  fonction  de  ^  et  deii , 
ou  simplement  en  fonction  de  f,  puisque  u  lui-même  est  ex^ 
primé  au  moyen  de  /,  et  l'intégrale  du  second  membre  de 

/dt 
, serait  une  simple  quadrature. 

x*""  Exemple.        s  =  ax-\-  by^      en  posan; 

y   •=!  tXy     s  =z  uXj 
on  aura 

u  z:z  a  -^  bi,     i^  =  —  =  6,     u  —  rt  =:  a^ 

dt\/a*  -H  b^- 


.,=,c-,^..,.-,..*„-/^iKjl-^ 


or. 


dt\/a^^  6»—  1    _  Ç (^»—  i)dt\/a*+  ^'  — ' 

"~"./[/(6»-i)+flA-V^fl*-4-è«-i][r(6»-i)-4 
_  ^  ^(^»  -—  i)t  -h  ab  —y/a*  ^b»^  t 


(^»  —  i)/  +  ab  H-V/«'  -+-  ^»  —  I 

Cela  posé,  en  substituant  à  f  sa  valeur -,  on  obtiendra 
l'intégrale  cbercbée 

x^-hX^—jax-hbxY  _  (^'—  i)/  •+-abx'^x{/a*^b'^i 

T.  II.  3o 
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mais,  en  posant 

(à*  —  i)x  -h  abx  —  X  l/irZfTÏTUT  =  M, 

il  vientMN  =  (i*  —  i)[(«r+ Ar)'  —  ^*  — r*l;  ^®^^' 
en  représentant  par  C  une  nouvelle  constante ,  on  aura 

MN  _  M 

et  par  conséquent,  ou  M  =  o,  ou  N  =  C;  rinl^alc 
générale  est  donc 

(b*  —  i)  ^  -h  abx± X  i/a»  -j-6»— i  =  C, 

et  représente  une  ligne  droite. 

a**  Exemple  :         5*  =  a:*  +  .y*  ; 
comme  on  aara 

u  =  v/r+1»,     p  =      >  ,     I  H-  r*  —  «»  =  o, 

il  faudra  recourir  aux  formules  non  transformées;  or, 

donc  r'  —  f  =  o,     ou     -^  —  -  =  o, 

et,  par  suite,  j^  =  Cx* 

3"*  Exemple  :      *•  =  y*  +  mx*  : 


i"h/*  —  ii*=:i  —  m,     a  —  ifizn  — -  ■ 
—  m 


P«  —  I  = 


f*  H-  wî 


*       fX'^y'x^'hnix*'' 


H 


Quand  on  aura =  n*,  ou  m  = ,     et  par 

suite  5*  =  jr«  -f-  — _ —  X*,  Téquation  de  la  courbe  sera 
algébrique ,  et  de  la  forme 


I     1  —  n 


x-«-«=r^jr  +  y/^.H,__j    ,     ou    r  =  ^ ^T- 

Si  /}  était  égal  i  -  ,  on  aurait  à  la  fois 


Exemple:  Siy  =  ^^^^,  s=  \/f-^  j. 


3o.. 
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TRENTE-UNIEME  LEÇON. 


Intégration  de  quelques  équationi  partieulièrei  et  plus  remarquaUet. 
—  Équation  de  Riccati ,  etc. 


187.  L*équatiou  différentielle  du  premier  ordre 

connue  sous  le  nomà'' équation  de  Riccatij  a  été  Tobjet  des 
rccherchesd'un  grand  nombre  de  géomètres  qui  ont  trouvé 
un  nombre  indéfini  de  cas  dans  lesquels  Tintégration  de- 
vient possible,  en  ce  sens  que  l'intégrale  générale  peut  être 
exprimée  à  Taide  des  seuls  signes  algébriq[ttes,  exponen- 
tiels et  logarithmiques ,  et  du  signe  /  de  Fintégration 
indéfinie,  ou,  plus  simplement,  en  ce  sens  qu'elle  peut 
être  ramenée  à  une  équation  dans  laquelle  les  variables 
sont  séparées. 

Le  plus  simple  de  ces  cas  est  celui  où  m  =  o^  alors,  en 
pSel ,  on  a  immédiatement 

dx  =  -, — '^ -,     X  =  — — =  arc tang  "^  V_  -f-  C. 

Posons    y  =  ^",    on  aura  dy  =  nz^'^dz^ 
et,  en  substituant  dans  Téquatiou  de  Riccati , 
nzf^'dz  =:  at^^dx  -|-  bx^dx  ; 
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cette  équation  tranfii^rméç  sera  homogène,  et  par  consé- 
quent intégrable ,  si  l'on  a 

n  —  I  =  2/1  =  m,     ou     n  =z  —  i ,  m  =  —  2 , 

et  deviendra  x^dz  +  bz^dx  +  ax^dx  =  o. 

Après  avoir  considéré  ces  deux  cas  particuliers,  passons  à 
la  recherche  générale  des  cas  d'intégrabilité.  Pour  arri- 

xer  plus  vite  au  but,  posons jr = —  ( 1 — ;  )  >  d'c 


lou 


dx        dz        7.zdx         ^ I  2;i         «* 

'^  ""  ^»  ~~  X»  "^  "?"*     -^   ~  fl»x?         ^  "*~  i^' 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation 

djr  —  {aj^  +  bjd^)dx  =  o, 
il  viendra ,  toutes  réductions  faites, 

x*€iz  =  —  bjif^^dx  —  az*dx^ 

ou ,  en  faisant     x  =  - ,  Ji;  =  (az*  +  iu~"'~*)É6i. 

Cela  posé ,  si  Téquation  de  Riccati  est  intégrable  dans  le 
sens  que  nous  avons  dit  pour  une  certaine  valeur  fx  de  m, 
elle  le  sera  encore  lorsqu'on  fera  m  =  —  jli  —  4  ?  car,  en 
substituant  pour  m  cette  valeur  dans  Téquation  transfor- 
mée 

dz  =  (/li?  -h  huT'^^)  duy 

elle  devient 

dz=i{az*  -h  buf^)du^ 

qui ,  par  hypothèse ,    est  séparable.  Or  nous  avons  vu 
que  Téquation  de  Riccati  est  séparable  lorsque  m  =  o  ; 
elle  le  sera  donc  aussi  lorsque  m  =  —  4  • 
Reprenons  Téquation 

dy  z=z  {ay^  +  bjf^)  dXy 
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et  faisons  y  =  —  -,  d'où  dy  =-,'û  viendra 

dz  =  bz^jc^dx  +  adx^ 

,  j  du 

et  en  posant    x^**  =  «,     x^rfa:  =  — -— , 

m 
dz  = t'du  H u  du; 

donc,  si  Féquation  de  Riccati  est  intégrable  pour  une  va- 
leur m  =  (x ,  elle  le  sera  encore  pour  m  = — -^car, 

en  substituant  cette  valeur  dans  Texpos^t ,  il  se 

réduit  à  fi.  Or  nous  avons  démontré  qu'elle  était  sépa^ 
rable  et  intégrable  pour  m  =:  —  4  9  elle  le  sera  donc  en- 
core pou^*  m  =  37-^ =  —  j.  Puisqu'elle  sera  inté- 
grable pour  m  =  —  \j  elle  le  sera  encore  pour 


4=-l 


a> 


et  par  coi^équept  aussi  pour  m  = ^  ,  '^    =— |,  Eii 

continuant  ce  calcul,  qui  repose  sur  ce  théorème  que,  si 
l'équation  est  intégrable  lorsque  m  =  fx,  elle  l'est  encore 

lorsquem  =  — /â — 49^^171=        ^   ,  on  en  conclura  que 

l'équation  de  Riccati  est  intégrable  lorsque  l'exposant  de 
la  variable  x  est  égal  à  l'un  des  termes  de  la  suite  infinie 

dont  le  terme  général,  à  partir  du  troisième  terme,  est 
•.  Si  l'on  fait  tour  à  tour  «  =  o  et  »  =  00,  ce 

2/lip  I 
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terme  général  donnera  les  deux  premiers  termes  de  la 
série  o  et  —  a. 

188.  Considérons  comme  cas  particuUer  Féquation 
dy  =  y^dx  H-  x*  ~  ^dx\ 

l'exposant  de  x  étant  —  |,  qui  est  le  cinquième  terme  de 
la  série ,  nous  sommes  surs  que  Téquation  donnée  est  sé- 
jMirable,  et  parce  que  l'exposant  —  \  occupe  une  place 
impaire  dans  cette  série,  nous  comparerons  la  proposée 
avec  Téquation  dz  =  (az*  •+-  bw"^^^)du^  ce  qui  nous  donne 

6  =  2.     iii-h4  =  T»     /»  =  — |,     a  =  i; 

sjubstituantdansréquation  dy=z(ajr^  +  bx^)Jxj  il  vient 

Comparant  cette  dernière  équation  avec  la  transfonnée 


dz  = z*da  H m.  du  , 


ou  trouvera 


a  b  m  IL 


d'où  a  =—  6,  i=  —  3,  m= —  4)  substituant  de  nou- 
veau dans  la  fonnule  dy  =  {aj^  +  haf")dxy  on  aura 

rfr.  =  —  6/ Jrfr,  —  JT^/ir,, 
équation  qu'il  faudra  comparer  de  nouveau  h 

dz  =  b  {az*  -H  a"""**)  ^fa, 
ce  qui  donnera  a  =  —  6,  i  = —  3,  m  =  o.  Substituant 
dans  Féquation  dj  =  (a)'*  +  bocr)dx^  on  aui*a 

rfjs  =  —  3  r/x3  —  &y\dxi ,  ou  f      /^^    ,  =  —f/j^a» 
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équation  ddnt  Tintégrale  e^t 

JC3  = —:  arc  lang  j3  V^  -h  C. 

3  K  2 

Mais  en  remontant  des  valeurs  de  x^  et  de  y^  à  celles  de 
X  et  de  y  y  on  trouve 

i  I  r 


d'où 


T  V/x'H-r»/?— 6. 

a^»=-8 — >    ^"3  = ; ' 

»/i  6(n-xr)i/i 

substituant  ces  valeurs  de  x^  et  de^s ,  on  aura  définitive- 
ment pour  l'intégrale  demandée 

i  I  ^       i/ii-h7»/j?— 6.      ^ 

-_ —  =__.arc  tang '^ T^"^  ^' 

Cet  exemple  indiquera  suffisamment  la  marcbe  qu'il  fau- 
dra suivre  dans  chaque  cas  particulier.  Si  l'exposant  de  x, 
dans  l'équation  proposée,  est  égal  à  l'un  des  nombres 
occupant  ime  place  impaire  de  la  série  (a) ,  il  faudra  la 
comparer  d'abord  avec  l'équation 

dz  =  b  [az^  -f-  ur"^^)duy 

pour  déterminer  les  valeurs  des  constantes  a,  &,  valeurs 
que  l'on  substituera  dans  l'équation 

dy  =  («/»  -h  bjo^)dx. 
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On  aura  ainsi  une  nouveUe  équation  qulil  faudra  com- 
parer à  la  formule 


m 


b  a  Ht  -i- 1 

dz  = z^du  H u  du  ; 

wi  •+-  l  m  -4*  I 

les  nouvelI/3s  valeurs  des  constantes  substituées  dans 

dy  =  (or»  -f-  bjf)dx^ 
conduiront  à  une  nouvelle  transformée  qu^on  comparera  à 

ei  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  équa- 
tion dans  laquelle  l'exposant  de  x,  qui  a  diminué  de  va- 
leur à  chaque  opération,  se  trouve  enfin  o*,  alors  on  n'a 

plus  qu'à  intégrer  l'équation  séparée  Jx  =  ,    .  \^* 

Si  l'exposant  de  x  dans  la  proposée  était  un  des  ter- 
mes occupant  une  place  impaire  dans  la  série  (a) ,  on 
commencerait  par  la  comparer  avec  l'équation 


dz  = «V«  H a  rfa, 

m  -f-  I  m  -H  I 

et  l'on  «^continuerait  à  opérer  comme  précédemment. 

189.  Les  cas  d'intégrabilité ,  ou  les  cas  dans  lesquels  les 
variables  de  l'équation  de  Riccati,  peuvent  être  séparées, 
sont  donc  très-limités;  on  les  a  obtenus  par  des  artifices 
particuliers , .  et  Ja  méthode  qui  les  a  fait  connaître  ne 
prouve  pas  qu'ils  soient  les  seuls  possibles.  M.  Liou- 
ville  a  démontré  le  premier,  par  une  analyse  exacte, 
qu'ils  sont  en  effet  les  seuls  admissibles  quand ,  pour  ex- 
primer j-  en  X,  on  se  borne  à  introduire  dans  le  calcul 
les  signes  algébriques,  exponentielles  et  logarithmiques, 
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et  le  signe  f  d'intégration  indéfinie  relatif  à  la  variable  x  : 
il  nous  est  impossible  de  donner  même  une  idée  de  la 
marche  qu'il  a  suivie.  Dans  ses  savants  Mémoires  sur  la 
classification  des  fonctions  ^  cette  même  méthode  Tavait 
conduit  k  la  solution  d'un  grand  nombre  de  questions 
jusque-là  vraiment  inabordables. 

Toute  équation  différentielle  de  la  forme 

djr  =  hy*afd:p  4-  ojf^dx^ 

dans  laquelle  n  représente  un  nombre  quelconque  diffé- 
rent de  l'unité^  pourra  ètrp  ramenée  à  l'équation  de 
Riccati.  En  effet,  posons  Tf^dx  =  dz^  d'où 


n  -h   I 

n 

X 

dx  =  ^ 

n  -»- 

'dz 

^-„^. 

9 

:[(«H-.)»r 


-4-   l 


\/{n  4-  i)» 

(en  substituant  ces  valeurs,  on  arrivera  immédiatement  a 
la  transformée 

n  —m    H^  m 

On  peut  encore  essayer  de   réduire  à  l'équation  de 
Riccati  l'équation  à  quatre  termes 

ay  =r  ay^dx  -H   hyafdx  -4-   cjf^dx. 

Pour  cela ,  posonsy  =  ^  +  ax*",  a  et  r  étant  deux  quan- 
tités constantes  et  indéterminées  \  on  en  tirera 

djr  =:  dz  -^  ruaf^^dxy 
fiz=:  —  rtuc^^dx  +  az^dx  +  7.az»afdx  H-  att^x^^dx 

-H  ^zx"d:r  -f-  bmaf^'dx  -h  cz'^^. 

Pn  pourra  rendre  homogènes  les  premier ,  quatrième  e) 
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sixième  termes,  en  posant 

r — i=2r  =  r-f-/i,     ou     r  =  —  i,     «  =  —  i; 
on  a  alors  Téquation 

di = (tf  «»+  àti  -h  m)x~*âx  -f-  {la»  -f-  b)zx''*dx  -h  az^dx  -h  cx^dx. 

Les  deux  premiers  termes  s'évanouiront  et  la  transformée 
coïncidera  avec  Féquation  de  Riccati ,  si  Ton  a 

0«'  +  6«  +  «  =  Oy     aa#  4-  6  r=:  Oy 
d*où 

«= ,     «= ,     ^ -h  I  =  -      ft= — a; 


et  il  en  résulte  que  les  équations  à  quatre  termes ,  de  la 
forme 

tfy  =  ajr*4^ î^-i  -f-  cx^dXf 

X 

peuvent  se  transformer  en  Téquation  de  Riccati. 
En  faisant,  dans  Téquation 

dX  =  ajr*x^dx  +  hyafdx  +  cxFdx^ 

^dx  =  dz,     d'où    0*+»  =  (iw  4-  i)«, 
n  *— m   n  —m 


p  — m  ;>— m 

on  la  ramène  à  la  forme 

p — m  p — m  n  —m      it— m 

que  Ton  pourra  réduire  à  Téquation  de  Riccati  si  Ton  a 


»(„H-.r-=-..  "^. 
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OU 


2 

et  par  conséquent  si  Téquation  proposée  est 

dy  =  ay^x        *    «2r  -h  hyx^^dx  -h  cof  rf». 

Cette  dernière^  en  effet,  se  ramène  à  TéquajiQD  de  Ric- 
cati^  en  posant 

dx  ,  I 

X      ^ 
Enfin ,  si  dans  Téquation  de  Riccali  on  pose 

y  = — ,     a6  =  — A, 

az  dx 

d*z 
elle  devient  j-^  =  Azx^^  cette  dernière  équation  Je-  j 

vient  à  son  tour 

d*z        ^n  dz       ^  ^     d*a       nin —  i) 

1 =  Bz,     et     -; i — ' uzzzBu, 

dt*  t   dt  '  dt^  f 

quand  on  fait 

m 

X  =f,      n=z—. ; — r,     B=- ri>  ''  =  '• 


s-) 


Nous  montrerons   plus   tard   comment  on  peut  ciîpn- 

mer ,  à  Taide  d'une  simple  quadrature ,.  une  înlégralc 

particulière ,   et  quelquefois  l'intégrale  générale  de  ïé- 

d*z  i 

quatioû  linéaire  du  second  ordre  -^  =  Az x",  et,  w 

Téquation    de  Rîccati  que   Ton    en  déduit  en  posant 
190.  Dans  le  dernier  cahier  du  Journal  de  Crpilf- 
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M.  Jacobî  a  donné  Tintëgrale  générale  de  TéqqatitaR 

(A  -h  K'x'^k''y)[xdy  — /dar)  — (B-f-  *'jp  -+-  B'»rfr 

-H  (C-f-C^c  4-C/)fltr  =  o, 

qui  renferme,  comme  cas  particulier ,  l'équation 

jdlr (tf -{- /ïj:)— rfr  (j^ -h  fl -H  *« -h /î*^  ==  o, 

traitée  très-élégamment  par  Euler  dans  le  premier  vo- 
lume de  ses  Institutions  de  calcul  intégral j  page  345. 
Nous  croyons  devoir  reproduire  ici  la  méthode  suivie  par 
riUustre  géomètre  de  Kœnigsberg,  parce  que  ,iious  n'en 
doutons  pas,  elle  sera  aussi  féconde  qu'elle  est  ingé- 
nieuse. Posons 

^  j^b'x-^  c'y  a"  -f-  h"x  -h  <r 

a  -h  ^j:  -h  <:r  '  a-^hx-^r  cy 

et  faisons ,  pour  abréger,       ^  =  a  +  Jo:  +  cj^, 

on  trouvera 
ir  +  r/  =  o,     a-'^  +  ftC"  -f-  cy'^  =  o,     aV  -h  hV  4-  ^r'  =  ^, 

z»rf^   = —  en!  {xdjr  —  ydx)  -^  b'dy  —  y'dx. 

Si  dans  Téquation  proposée  on  substituait ,  pour  x,   y^ 
Jx,  Jj,  leurs  valeurs  en  m,  v^  du^  dv^  elle  deviendrait 

Vidu  -h  ^dv  =  o, 

ou,  en  mettant  pour  du^  dv  leurs  valeurs, 

«  -  •'N)(xdrr  —  /<^)  —  (5"M  —  a^dy  4-  (y"M  —  yN)rfx  =  o. 
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Comparons  cette  dernière  équation ,  nmltipliëe  par  x , 
avec  Téquation  proposée,  et  disposons  d'une  indétermi- 
née S',  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

zf^^'M  --  «'N)  ^.  S'  =r  A  -H  A'x  H-  ATy, 
z(C^M  ^  C'N)  -+.  S'x  =  B  4-  B'ar  -h  B^, 
«(y''M  —  y'N)  H-  S>  =  C  4<  Cx  +  C*y. 

En  ayant  égard  aux  équatiotis  qui  lient  entre  eux  la 
coefficients  a,  a ,  a\ . . . ,  a,  a ,  ol\ ,  etc. ,  on  ti- 
rera de  ces  dernières 

—  J^N -h  S V -+-**  + <r)  =  Ail' 4- B3' -h  (V  +  (AV -*- B'^' H-Cc^ 

•     -f-(AV-hB'^  + 

—  J»M+  SK-*-^"*-«-  ^'»  =  Afl"-h  B^''-f-Cc^-4-(A'a-'-hB'6''H-C'c^x 

4-(A''a'-f.BV^ 

Or ,  on  satisfera  à  ces  trois  équations  si  Ton  a 

—  irN  =  (S''  — S')  «,         irM=  (S''  -  s>, 
(A— S>  4-B3  -h  Ce  =o,A'fl  4-(B'— S')^  -f-C'c  =o,A"fl  +B''^  -HC-S' 
(A~S'')a' H-B^' 4-Cc' ==;o,AVh-(B'---S'')^' +CV  ==:o,AV +B'*'H-((r-S' 
(A— S>''-hB^''+Cc^=o,AV'+(B'~S*)6''4-C'c''==o,AV'+B''*'H-((r-S 

et,  pour  que  ces  dernières  équations  soient  satisfaites,  il 
suffit  évidemment  qu'après  avoir  pris  pour  S',  S',  S'  les 
trois  racines  de  Téquation 

(A  —  S)(B'  —  S)(C''  —S)  — B"C'(A--  S)  —  CA"(B'  — S)  —  A'B((r-S 

-4- AVC-fA'BCm 

.      1         1  j  b     c     b'    ^ 

on  en  Ure  les  valeurs  des  rapports-,  -,  -7,  -7,  etc.,  re 

qui  est  toujours  très-facile. 

Cela  posé,   l'équation  Mrfw  -+-  Isdv  =  o,  identique 
avec  la  proposée,  devient 

(S*'  —  S')  vda  —  (S"  —  S')ttrf«'  =  o, 


et  a  pour  întégrale  générale 
ou 

On  arrive,  de  cette  manière ,  à  la  proposidon  suivanlc  : 
Etant  doonëo  réqualioti  diflïrentîelie 

(A  4-  A':r  ^  A'»  {^dj  —jdr)  —  (B  -t-  B'x  4-  B'»  4r 

on  résoudra  réquatîon  du  troisième  degrë 

(B'  —  S)  (C  —  S)  —  WV  (A  —  S)  —  C  A"  (B'  —  S)  —  A'B(C''—  S) 

+  A'B^C  +  A^'BC'J  ^  o, 

puis,  en  désignant  par  S',  S",  S*  les  trois  racines ^  et  po- 
sant ,  pour  abréger  j 

-  ra  ^  D,     C'A"  —  C^'A'  =  D%     A'B"  —  A''W  =  D",     B'  ^  C"  ^  E, 

oo  aura  pom^  rintegralc  générale  cherchée, 

[D  ^  ES'+S"H-  {D'-hA'S>-h  {D*'~h  A"S'>]^'^-^^* 
X  [D  —  E  S"-t-  S'^-~h  {D'^-A'S^jxH-  (D''+A"S"i>'P'-^* 
X[D-»ES"'-hS'"*+  (D'-hA'S^)xH-{D"+A''S>f '-^'  —  €. 

Scolie.  Comme    les  étpiatîons  de  condilion   donneui 
seulement  les  valeurs  des  rapports 

Iroîs  des  neuf  quanti  tes  rî,  b^c^...  resteront  arbitraires,  et 
la  Iransformatiou  pourra  s'eiTectuer  d'une  infinité  de  ma- 
nières- La  méthode  suivie  par  M.  JacoLi  diiïèrc,  du  tout 
au  tout,  de  celle  d'Euler,  qui,  poyi  séparer  les  variables 

*hm  IVqnatîon 

jd,T  (r  -H  fir]  —  dr  (y  -|-  ^  +  Lv -{-  nx^)  =  o, 


J 


(A) 


1 
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posait 2  =  — --^^-^ .-—^ -,   et  arrivait  ainsi  a  h 

transformée 

dz  dx 


que  Ton  devait  intégrer  par  les  méthodes  connues.  Enler 
concluait  de  son  analyse  que  le  facteur 

I 
/ij^-h  {ina  —  bc)y^'^  n{b  —  ac)  x^*-h  {na  +r* —  bc){a  -h  bx-^ni); 

rend  le  premier  membre  de  son  équation  une  difléren- 
tielle  exacte. 

191.   Comme    dernier  exemple,  nous  considérerons 
Téquation 

dx  dr 


y/aox^-ha^x^-ha^  -ha^x  -4-04       V/aoJ^-l-<'.r*4-«,r*-f-«3r+'» 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées  et  dont  Tinté- 
grale  générale  est  une  fonction  algébrique ,  tandis  que 
les  intégrales  des  deux  membres  pris  séparément  n'ont 
jamais  pu  être  déterminées  exactement  à  Taide  des  fonc- 
tions  connues,  algébriques,  logarithmiques,  circulai- 
res, etc. 
Posons 

j/flpX*  ■+■  a^x^.  -+-  «.je»  -h  a^  -H  «4  =  V/â, 
V^aoX^-h  a^jr^  -h  a^  -H  «3/  -I-  «4  =  V^> 
dx  =  dz  l/7t,     dy  =  dz^/ç^ 

et   considérons   z   comme    variable    indépendante',   il 
viendra 

du  =  (^at^  -\-  3ûiX*  -+-  2a ^  H-  03)r/r, 
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dx*              dr^        ,         ^dxd^x         ,        ^drd^y 
«  =  -— ,      «>=:-f-,     duz=. ; ,       rfp  =  — :-- — ^, 

r  vtd*Y 

-  =  «  —  f  =  ûTo  («*  —!r^)  -I-  a,{x^  —  j^).-h  ûi(^  — r")  +  «3  (x  —  r), 

Posons  encore  x  —  j^ = j ,  x  •+'y  =  ty  et  par  conséquent 

dx  —  djr  :=  ds,     dx  -h  df  =  dt: 
les  deux  dernières  équations  deviennent  alors 

eu  les  retranchant  et  multipliant  la  différence  par^—  , 
on  aura 

I    f%dtdU     ndsdi^\  1     ^di* 

et,  par  suite,  en  intégrant, 

ï  **  ^      dt  ^  y — 

n  ne  reste  plus  qu'à  substituer  dans  cette  équation,  à  la 
dt 


place  de  5,  t^-r-y  leurs  valeurs 


T.  II.  3i 
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pour  obtenir  Tintégrale  générale  chercliée 


=  (x — j)  v/flo(^+/)'  -4-  «.(*  +  r)  -+-  ^. 

Si  Ton  donnait  les  équations 

dx  djr 

V/Aa««-h  A.x4-f-  A.x»-h  A3  ""  V^Aor«H-A,7^+Ao^H-A3  ' 
d!ar i(f 

xV/A«a?"-f-A,x»-hAa  ""  jV^Aor"-+-A,/'+A/ 
on  ferait,  pour  la  première, 

*»={,      7»  =  9,       d'où      c/ar=r— — ,       £/j  =_-:.; 

pour  la  seconde , 

j-=:f,  ^  =  9,  d'où  i£r  =  -  ç    "  €^,  £//  =  i|r    *  *, 

et  on  les  ramènerait  ainsi  immédiatement ,  ou  a  la  fo^ 
mule  déjà  intégrée,  ou  k  ce  que  devient  cette  formule 
quand  on  y  fait  a^  =r  o.  On  trouvera,  de  cette  manière^ 
que  Tint^rale  de  la  seconde  des  équations  données  est 

«»V/AoX**-f-Ax*"-l-A,  -i-r"V^Ao/»"-HAi/"+"A"^ 

=  («•  —  y*)\/A^jf  -h/*)»  ■+■  A.  (j:»  -hy)  +(7. 

La  métliode  qui  nous  a  conduit  à  Tintégrale  de  Véqast" 
tion  (A)  ne  s'étend  pas  à  Téquation  plus  générale 

dx 4x 

car  lorsque  »  >  4?  Téquation  auxiliaire  correspondante  à 
I       £/^* 
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contient ,  dans  son  second  meHibre^  des  termes  affectés 
de  )a  variable  5,  et  ne  peut  être  inté^^  gënëralement 
qu^autant  qu'on  égale  â  o  les  coefficients  des  variables  de 
et  jr^  élevées  à  des  puissances  plus  grandes  que  4* 

M.  Richelot  a  donné,  dans  le  Journal  de  Crelle,  une 
méthode  un  peu  différente  de  celle  que  nous  avons  sui- 
vie. Il  pose 

a^  -+-  a^a^  -4-  «,*■  4-  <i3*  +  ^4  =/(*); 
Téouation  proposée  devient  alors  — .         =  — .        ,  et 

Ton  peut  supposer  que  x  et  j- sont  deux  fonctions  d'une 
nouvelle  variable  z^  déterminée  par  les  équations 

Posons  de  plus 
on  en  conclura 

^;  =  i[/'(x)  +/'(r)]. 

Mais ,  en  faisant 

tI/' W  +  /'(r)](*  -  /)  -  [/(*)  -/ W]  =  ^W' 

on  en  tirera 

et,  puisque  la  fonclion  F(x)  s'éTanouit  ainsi  que  ses  dé- 
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rivées  première  et  Seconde  pour  ^  =  j^,  elle  sera  divisible 
par  (x  —  jry,  et ,  parce  qu'elle  est  d'ailleurs  du  qua- 
trième degré  au  plus ,  on  aura 

F(x)  =  (x  —  xYicia:  -h  ?r  -f-  y)- 

En  comparant  cette  nouvelle  expression  de  F(x)  à  la 
première,  on  trouvera 

m  =  C  =  Oof     y  =  -i-  a, , 
et,  par  suite, 

OU  2  —  rf-i-  =  aa^tdt  4-  a,<if.  L'intégration  immédiate 
donne  dès  lors 


(jfj  —  aoO  +  a,t  =  C, 


et  enfin 


c'est  l'intégrale  déjà  trouvée. 

Si,  dans  l'équation  différentielle  ■    ..        =  —;==., on 

1  11, 

remplace  a:  par  -,  j  par  -,  et  qu  on  pose 

aj^x^  -h  a^x^  -h  a^x*  -+-  «iJ?  -h  flo  =  ^W  > 

elle  deviendra 

fZr     dx 
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et  aura  pour  intégrale 

oomme d'ailleurs,  par  une  nouvelle  transformation  de  x 
en  -,  de  j^  en  -,  cette  dernière  équation  devient 

On  obtient,  sous  une  seconde  forme ,  Tîntégrale  de  l'é- 
quation différentielle     ,         =  — ^  Ces  deux  formes 

doivent  être  au  fond  identiques,  puisqu'une  équation 
différentielle  ne  peut  avoir  qu'une  seule  intégrale  com- 
plète 5  et,  en  effet ,  si  après  les  avoir  retranchées  Tune  de 
l'autre ,  on  substitue  pour  f  (j?).,  /(y)  leurs  valeurs ,  on 
arrive  à  une  équation  identique  o  =  o. 

192.  Dans  ses  leçons  à  l'Ecole  polytechnique,  M.  Cau- 
chy  est  arrivé,  d'une  manière  toute  différente,  a  l'inté- 
grale de  l'équation  — ^         =^  -  ^     ■   .   Il  considère  d'a- 

y7W)    yTix) 

bord  le  cas  particulier 

dx  __  ffy 


et  il  cherche  si  une  équation  du  quatrième  degré ,    déjà 
symétrique  par  rapport  hx  etkj-y 

A,x»j»  +  A,(x»  -h  7*)  4-  'iAyxjr  —  1  =  a  =  o, 

ne  pourrait  pas  vérifier  l'équation  proposée.  Pour  cela, 
remarquons  que  u  peut  se  mettre  sous  les  deux  formes 

ii=r(A,/»-f-A,)*»-|-2A3r-^  +  (A,7»^i)=Y.r»-|-7X.r  H-Y,, 
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d'où  Ton  déduit 

d'aîllears ,  de  rëquatâon 

a  =  Yx»  H-  aT.«  -h  Y,  =  o, 

on  tire 

TV  -4-  aYY.x  h-  Y^  =  YJ  --  YY., 

ou  Yx  -h  Y.  ==  |/y;  -YY.; 

on  trouvera  de  même 

Xj  +  X.  =  V^X;  -h  XX,; 
Téquation  u  ==  o  entraine  donc  h.  suivante 

^  =  ^r 

l/Xî  —  XXa       i/yj  ^  yy/ 

que  Ton  identifie  avec  la  proposée ,  en  posant 

A\  —  a;  -f-  a,  =  a,A„     A,  =  —  ifo. 

De  ces  deux  équations,  on  tirera  les  valeurs  de  deux  de» 
coefficients  As,  A^,  Ai*,  le  troisième  restera  indéterminé 
et  sera  la  constante  de  l'intégrale  générale  cherchée. 
Si  Féquation  proposée  éuit 

dx £(^ 

y/a^  -4-  a.x^  -H  a^  -h  «ix  -4-  «4       V^a^  -h  /i,/^  +  a^y*  -f  113/  -f-  «♦ 

on  ferait 

fi  =0  =  (tfx*  -h  2ÎX  -h  y)  j*  -f-  2(«'x»  -h  aC'x  4-  y')  ^  -I-  *''x»4-af*+7' 

=  («r*  -h  2«>  -h«'>'  -4-  2(ffr'  -h  a^r-f-  e")x  -hxr*  +2y!r  +>'» 

en  supposant  6  =  a',  y'  =  6",  •/  =  «",  afin  que.  11  éunt 
symétrique  par  rapport  k  x  et  k  y,  le  nombre  des  oon* 


stantes  soit  réduit  à  6.  On  aurait,  dès  lors  , 

u  =  Xj»  -^  tlI^.x  -h  X,  =  T4?«  -è-  aY,x  -f-  Y„ 
et,  par  suite, 

^  =  îi(Yx+Y.X    g  =  2(Xj.  H-  XJ, 
X»r>  -h  aXxXjc  Hr  Xî  ==  X;  —  XX» 

xjr  -K  X.  =  v/x;— XX.,   Y*  -f.  Y.  =i/y;  -  yy, , 
^         —         <(r 
\/x;-tXx,"^  v^y;  —  yy/ 

çt  il  ne  restera  phis  qu'à  identifier  le  polynôme  du  qua- 
trième degré  XJ  —  XXt  avec 

a^  4-  a,x5.  4-  «aJc*  4-  ««  H-  «4, 

pour  que  u  se=  o  satisfasse  à  Téquation  proposée.  Une  des 
six  constantes  restera  indéterminée,  et  u  =  o  seraPinté- 
grale  générale  cherchée. 

L'intégration  des  expressions  de  la  forme. 

dx 


a  été,  dans  ces  dernières  années  surtout,  Tobjet  des  re^ 
cherches  des  plus  illustres  géomètres.  Nous  sommes  forc^ 
de  renvoyer  â  uxi  appendice  Tanalysç  de  ces  travaux  et 
la  théorie  complète  des  fonctions  elliptiques. 
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iDtégration  d«t  équAtioni  diffiércotielles  totales  du  premier  ordre, 
fermiint  nn  nombre  quelconque  de  Tariables. 


i93.  La  forme  la  plus  générale  de  ces  équations,  (piand 
les  différentielles  sont  du  premier  ordre ,  est 

Mdx  -h  Nrfr  H-  Prf»  -H  Qiir  H-  etc.  =  o. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  Técpisition,  ne  renfermant 
que  trois  variables ,  se  réduit  à 

U  peut  arriver  que  Ton  reconnaisse  immédiatement  dins 
le  premier  membre  la  différentielle  exacte  d'une  certaine 
fonction  u  =F(x,  j%  z),  de  telle  sorte  que  Téqnation 
proposée  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

du  =  iff{x,  jr,  z)  =  o; 

dans  ce  cas,  il  est  évident  que  son  intégrale  générale  sera 

u  =  /(x,  j,  z)  =  a 

Mais  l'expression  Mrfr  +  Nrf^  +  Vdz  peut  être 
la  différentielle  exacte  d'une  fonction  m  =  F(x,  jr,  z)^ 
sans  qu'on  reconnaisse  immédiatement  quelle  est  cette 
fonction.  L'intégration,  dans  ce  cas,  est  cependant  sûre 
et  facile,  parce  qu'on  peut  toujours  déterminer  la  fonc- 
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tion  u.  £ii  effet,  on  ne  peut  avoir  identiquement 

=  rf«  =  ^rfr  +  -rfr+-A, 
sans  quç  l'on  ait 

M  =  — =  ^(x,7,z),     N  =  — =  ;k{x,^,  z), 

rfM        rfN        i/N        €/P        rfP        rfM  ^       j, 

et,  par  suite,  ^=-,     -=-.     _  =  _.Or,dès 

que  ces  conditions  seront  remplies,  on  calculera  facile- 
ment la  fonction  u  en  procédant  comme  il  suit.  Puisque 
u  a  pour  dérivée,  par  rapport  à  x ,  M  ou  y  (jc,  j^,  z)^ 
on  devra  avoir 


V  désignant  une  fonction  des  seules  variables  j^  et  r  5  de  là 
on  tire 

<r        J  x^  dy  djr      J^^  dx  dy 

Mais—  doit  être  égal  à  )j(x,  y^  z) ,  on  devra  donc  avoir 
dç  py 

^—  ;«(•«?•,  y,  a)  =0,    P  =J   ;t;(xo,  /,  z)rfr  -+■  w; 
^v  étant  une  fonction  de  x  seul ,  on  a  donc 

u=  f  (p(x,jr,z)dx-h  f    xi^o,  y,z)dy^wi 
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en  différentiant  par  rapport  a  x ,  on  troave 

fi»      J  X.  dz  Jy^  dz  "^    •   A  ' 

or 

dz  '^  dx         '  dz         ^         dy        ' 

on  aura  donc 

dz       Jxo         dx  Jy^         dy  -"       dz' 

et ,  en  effectuant  l^intégration  et  réduisant  y 


dz 
di 


dt&  dtp 


mais  ^  est  ëgalà<p(jr,  y^  z),  donc 


^  =  +(*o,  yot  »),  «'=  /   4'(*o,  yoj  z)dz  -h  C, 
et, par  suite. 

Telle  est  l'inlëgrale  générale  de  Téquation  proposée 

M^  -h  Nrfr  -4-  P*  =  o. 
Exemples  : 

I.  {y  +  »)d:a:  -h  («  -H  »)<r  4-  (x  -f-  /jr^î 

rintégrale  est      zydiç  +  -^J^^^  +  ^^  =  C- 
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\      .  |/>»  H-  «V 

^=  (^r ■  -H  4«*»') ',    >;  =  (^^ — ^,  +  3r  -f-  ax»)/, 

4^  =r  (42»  -»-  îfljr*  H .  )g; 

les  conditions  aoiit  donc  remplies,  et  parce  que 
Tintëgrale  générale  cherchée  sera 

«  =  x«7»  -h  ûx^s»  +  r^  +  z^  -f-  v^7»  -h  «•  +  c. 

194.  Lorsque  pour  conyertîr  le  premier  monbre  de 
Véqoation 

Udx  -h  Nifr  H-  Prfs  =  o 

en  une  différentielle  exacte,  il  suffit  de  la  multiplier  par^ 
un  facteur  connu  i^y  ou,  en  d'autres  termes,  lorsqu'on  a 
identiquement 

V  {Mdx  4-  Nrfr  -H  P<&)  =  du, 
Véqoation  proposée  peut  se  mettresous la  fonne~<ft<  =  o, 
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et  Ton  y  satisfait  soit  en  prenant  liii  =  o,  u  =  C ,  soit 
en  prenant  -  =  o.  L'équation  m  =  C  est  l'intégrale  gé- 
nérale, et  les  valeurs  de  z  en  a:,  y^  tirées  de  TÀjuation 
-  =  o,  seront  des  intégrales  particulières  ou  singulières. 

Mais  V  (M.dx  +  N^  4-  ^dz)  ne  peut  pas  être  une  dif- 
férentielle exacte  sans  que  Ton  ait 

ou ,  en  développant , 

p(D,P    —  D,M)  =   MD.f»—  PD,!^. 

Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  P,  b 
seconde  par  M,  la  troisième  par  N,  et  qu'on  les  ajoute, 
i^  disparaîtra  et  l'on  arrivera  à  l'équation  de  condition 

{a)  P(  D,N  —  D,M)  -h  N (D,M  —  D,P)  -h  M  (D,P  —  D Jî)  =o, 

qui  devra  nécessairement  être  vérifiée  pour  que  le  fac- 
teur qui  rend  le  premier  membre  intégrable  existe  réel- 
lement. 

195.  Réciproquement,  si  cette  condition  est  vériGée, 
l'équation  proposée  sera  réellement  intégrable ,  en  a^ 
sens  que  son  intégration  sera  ramenée  à  rintcgration 
d'une  équation  à  deux  variables.  En  effet,  mettons  Té- 
quation  McJr-|-  Nrf^  +  Prfz  =r  o  sous  la  forme 

N  .  M. 

rfz  =  —  jprfr  —  p^, 

et  remaixjuons  que  si  l'on  connaissait  la  valeur  de  z  en 
X,  y  et  qu'on  la  substituât  dans  les  fonctions  M,  N,  F  » 

M  TV 

dx^  — -pffy,  seraient  identiquement  les  dérifécs 
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partielles  de  z,  par  rapport  à  jr  et  à^.  Donc ,  si  Ton 
chercbe  d'abord  la  fonction  la  plus  générale  de  z,  qui  sa- 
tisfasse à  la.  condition  que  sa  dérivée  par  rapport  à  y 

soit  —  —  df^  X  étant  considérée  comme  une  constante, 

la  valeur  cherchée  de  z  sera  renfermée  dans  celle  que 
Ton  aura  ainsi  déterminée ,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  assu- 

jettir    cette   dernière  à  l'autre   condition  d'avoir  —  — 

pour  dérivée  partielle ,  par  rapport  à  x,  ou  de  vérifier 
réquation  proposée.  Il  faut]donc  chercher  d'afcord  l'inté- 
grale de  l'équation 

Celte  intégrale  existe  dans  le  cas  où ,  comme  nous  le  sup- 
posons, les  fonctions  M,  N,  P  sont  continues.  Cela  posé, 

appelons  qp  le  facteur  qui  rendrait  dz  -^  -dy  ime  difTé- 
renûelle  exacte,  iv  la  fonction  qui  a  pour  dilTérentielle 
\dz  '\'  -dyy^^i  tiy^  une  fonction  de  x.  L'intégrale  cher- 
chée de  l'équation  dz-^r-^dy  =  o,  sera  w  ==:  ^  7  ^^  ^' 
faudra  déterminer  ;(  de  telle  sorte,  que  Téquation 

dw  .  dw  ,  dw  ,         dz  , 

3-  rfa:  4-  nr  ''r  -f-  3-  <3fe  —  T^  û?x  =  o, 

dx  dy  '^         dz  dx 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  , 

/^         N  ^  \  d(P  ^         dz  ^ 

soit  identique  avec  l'équation  proposée,  multipliée,  si 
l'on  veut,  par  un  certain  facteur,  par  exemple,  par  5. 
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Or,  ]a  comparaison  des  denz  éqoatioiis 


^rfz-hp4r+  p^j^  =  o, 


,                                 dx         dtv  M 

donna  J^  ^ ^1^^ 

dx        dx        ^V 

Cette  dernière  équation  sera  évidemment  intégrable,et 
il  en  sera  par  conséquent  de  même  de  la  proposée  sî,  en  ; 
substituant  pour  z  sa  valeur  tirée  de  Téquation  fv  =;(, 
y  disparait;  alors,  en  effet,  cette  équation  ne  renfer- 
mera plus  que  deux  variables  x  et  x*.Donc  la  conditioo 
d'intégrabilité  de  la  proposée  se  réduit  à  ce  que  la  diffé- 
rentielle ,  par  rapport  kj,  de  Pexpression  ^r  — ?  p-»^ 

laquelle  on  considère  j"  conmie  une  fonction  de  z,  déter- 
minée par  Téquation  tv  =  ;(,  soit  identiquement  nulle, 

de  sorte  que  Ton  ait  D^f—  — 9p)  =^  ^*  ^»  ^  ^^^ 

loppant  cette  équation  de  condition ,  on  trouve 

d-w  ^  d-iP  dz  (     MM    dt  \ 

dJ^^dJ^dp-^^V^'v-^^'F-d^J 

M /dp        dpdz\ 

mais  en  vertu  des  équationa 

(dz  -H  p4rj^  =  0,    w  z=  X7 

dont  la  première  est  une  différentielle  exacte,  et  h  ^ 
conde  l'intégrale  de  la  première  ,  on  a 

dw  _     N      ^_        î^  — _?      i»_^'^F. 
rfJ""^P'     di'^*'     dy^      P»     dx'^    dz   ' 
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^^"^  5i^=^'^P=p5i-*-^^'p' 

ii*t¥     dz  H    dp      dp       ^  d(p  ^  N 


djcd^' dy"      V'dx'     dx^V  dz^^     'V' 

En  substituant  ces  valeurs,  réquatîon  de  condition  de- 
viendra 


D, D»  — I —  D. Di  -  =  o, 

*  p  •'^  p       P       P       P       P 

ou     P(D,N  — D^M)  4-  If  (DJtf  —  D,P)  -4-  M(D^P  -^  D,N). 


Or,   c^est  Fécpation  de  condition  déjà  trouvée  (a). 
Donc,  en  effet,  lorsqu'elle  est  satisfaite,  Téquation 

Vdx  -+-  Vdf  -H  Fdz  =  o 

est  intégrable.  Son  intégration  se  ramène  à  l'intégration 
successive  de  deux  équations  à  deux  variables. 

196.  En  remarquant  que  les  trois  variables  x,^,  je, 
étant  liées  entre  elles  par  une  équation  unique ,  deux 
seulement,  x,  j^,  doivent  être  considérées  çonmie  indé- 
pendantes, Téquation  de  condition  (à)  pourra  prendre 
tour  i  tour  les  formes  suivantes  : 


4  M_rf.  N 
rfr  P  ""^P' 

dz 

IVWN        M</P  —  PéÛli        PrfN  —  N^n? 
^             dx            '             dlr 

..,ï   ...»  „4 

Vdz      ^     fidx     ^     Mdx   '^  ®' 

dM 

^N         dF        dM        rfN         dV 

M 

N           P          M           N           P 

=  o; 


PA  •         Nrf^  •         Mdx        ■"  ^' 


49^  CALCUL  INTÉGRAL. 

et  en  posant 

A  — —  — ^      B— — — —       C— —  — ''^ 
dy        dz*  dx        dz  *  tix        dy' 

AM  4-  BN  -f-  CP  =  o. 
Appliquons  cette  méthode  à  quelques  exemples. 

y» 

Exemples,  i®.         fdx  —  xdy  —  —  A  =  o, 

2 

M  =   r.     N  =   -  X,     P  =  -   ^; 

la  condition   (a)  est  satisfaite.  Supposant  x  constant, 
^/o:  =  o ,  on  aura 

r*    ,  dy      dz  ^         y 

différentiant  et  comparant  à  la  proposée  divisée  par/,  on 
trouvera 

y^dx  =  o,       X  =  C; 

rintégrale  de  la  proposée  est  donc 

y 

Téquation  de  condition  est  satisfaite.  Regardante  comme 
constant,  on  a  à  intégrer 

(r*  -+■  y^)dx  -^{xz  -h  z^)dy  =  o, 
ou 

dx  dy 


ou 

^x         ^         <^r 


Z(j:-h  2)  2^-  2  (/   -i-  2) 
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et  enfin 

dx  dy  dy 

X  -Ha         y  f  -+-« 

LHntégrale  de  celle  dernière  équation  est  — ^  =  ;[. 

Différentiant  par  rapport  à  x,  j^,  z,  et  comparant  avec 
Téquation  proposée ,  on  trouvera 

{X^'¥rt)dx-^{xt-^z*)dy-^{y^^xy)dz_^ 

et  par  suite  y^=sC,  L'intégrale  cherchée  est  donc  défini- 
tivement — =  C.  Si  Ton  avait  supposé  d'abord  y 

constant,  on  aurait  eu 

dx  dz 


y^  —  xy       y^  -hyz 
ou 

dx  dz      >*  -H  2 

(y*  ^yz)dx^  (xy  ^jrz)dy  -h(y'-xy)dz        , 
y(y-^xy  ~^>^' 

-    _        (jy -\ry^dy -f- (JTZ -h a*)4r  _   ___  {x^z){y-^z)dy 

Si  Ton  élimine  r  au  moyen  de  Téquation =  y^^  on 

y  "^^x 

trouvera 

r  A^Cx  — 0  r 

Tinlégrale  cherchée  est  donc 

T-f-«  y  xy  -{-  yz  ^ 

^  —X        y  --  C  y  -f-« 

T.  II.  32 
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3®.       tlx[ax  —  bz)~^djr  [cz  —  ax)  4- dz [bx  —  cy)  =  o  ; 

on  a 

M  =  flj  —  Az,      N  =  cr  —  ûx,      F  zn  bx — cj, 
A  =  a<:,     B  =  2ft,      C=2flr,     AM -hBN4-CP  =  o; 

regiardant  z  comme  constante ,  il  viendra 
dx  dy  I  ay — bz 


— ~L-=«'     Z =  a;; 


c«  —  ax        ay — bz         '       a  cz  —  ax 
en  difTérentiant 

dx{ay  —  bz)-\-dy{cz  —  ax)  -+-  dz  (bx —  cy)  _ 

et  comparant  avec  la  proposée 

^a;  =  o»      X  ^  C, 
l'intégrale  cherchée  est  donc 

^^^    ^   =rr    Cy        OU      flr  -h  CflX  —  (^  -{-  Ce)  »  =  0; 
CZ  —  ax 

si  ou  la  mettait  sous  la  forme  nix  +  «y  +  |iz  =  o,  on 

devrait  avoir  me  +  «i  +  />«  =  o.  Le  facteur  7 -- 

rend  le  premier  membre  une  différentielle  exacte <//; il 

en  serait  de  même  des  facteurs  7 j— r-,  77 r-,  eif . 

[ay  —  bxY^   [bx  —  cyY 

4<».  dx(^>-|->'z-hz')  -f-4r(z*-hzj:-4-x*)-+-^(x»-|-xr-hr^^=o: 
!VI=^'-f-j3  4-z',       N  =  3*-f-zxH-x»,        PrrjT'-hxr-f-;', 

A  ==2Z-h* — X — 2J=2(z— r),    B=(2J?-f-/— / — 2Z}=2(J— 21. 
C  =(2;--f- z— z  — ax)  =  2(7  — X), 

AM-f-BN-+-CP=2(zî— 73)^2(j,3_,3)_^a(r'-x*)  =  o. 
Regardant  z  comme  constant,  il  viendra 

dx  dy 

X'  -H  z.r  +  z'        y^  -{-zy-\-z^    ■ 


liViLi,  ^11  intégrant, 

2  jfV/3  i  r\/%  -^ 


im  pouna  faire 


=  --■    ^  iire tao^ V  ^  ./    - — !ii^ =  f { s) , 

1  W^ï  ^='  -»-  -''-  +  >'-  —  -^^        ^  ^ 


7.3*  -+-  J3    -f-  J3  —  J^J    ~^    ^  ' 

dmereulîani 

ei  remarqua Qt  cjue  rétjualîoii  proposée  donne 

d.T  (  jr  *  +  js  +  3' )  +  rf^(  s>  +  sj-  -I-  X»)  ^  —  rfs  ù*  -t-  J^^  -^/*}, 

on  aura,  en  substituant, 

*^$dz(jr^  H-  jj  +  j')  —  2,rfi3  (a'  -H.r^  H-  J  ')  —  ^r^5{j'  -h  &r  -h  jf' )  _ 
^^^"^  ^3ï5*  4-  5j  -f  jr^  —  ^r1'  "  '~  ^  ^' 

ou 

(21'  -4-  zx  -f-  r3  —  JryY 


~~  f^î»  ^-  54?  H-  1  z  ^  jrr^'  ^     '^ 


mais 

^      JEf  4-   i-ï^  -h  .v-^ 

<»n  devra  donc  avoir 

^  rf^  _  arfg(3:  H"  .>•  4-  z) 

Z^  ,rj  ^^ix  H-  j£  ' 

l***  léquation  qui  donne  /  un  tire 

_      ^2*  -}-  7 s^  '^    3 ï  l  ^- ;ï;  ^  25  (r  -h  ^■^'  -h  î  ' 

't,  par  ronséqiU'Ht, 

32. 
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don 

x(«-+-X)  X       «+a;       «' 


iii^  +  ic=b,    ?,=  '■*■* 


X     ' '    c-    X   '   *-.-c 

L^intégrale  cherchée  sera  donc 

a«»  H-  &r  H-/Î  —  xy       s  —  C' 
ou 

xy-  4-  zx  -f-  jrz  z=:   C(jr   4-   /    H-  »). 

Oh  voit  immédiatement  qu'en  diflférentîant  réquation 

asy  -h  9X  -^  X^ 


X  -f-  /  -f-  2 


=  C, 


on  retrouve  la  proposée,  dont  le  premier  membre  devient^ 
par  conséquent,  une  différentielle  exacte  quand  on  le 
multiplie  par  un  des  deux  facteurs 


(x  H-  j  -f.  «)»•       (ay  -f.  zx  -H  yzy 

Cet  exemple  montre  qu'il  est  quelquefois  assez  difficile 
de  calculer  la  fonction  ;(;  on  y  serait  arrivé  plus  t6t  en 
procédant  comme  il  siiit  :  de  Téquation  >^ 


on  tire 


et,  en  différentiant ,   pour  comparer  avec  la  proposée. 

_  jy  -f-  ^  -4-  zr  _  ^ 
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z 
M=*»— ^»+»%     N=— *S     P=s(y— x)-i-î(^'— x"), 

C  =  —  ?jr,      AM  -+-  BN  -h  CP  =  o. 
En  posant  dz  =0j  on  aura 

^  («■  —  7*  -I-  «*)  —  ^*^r  =  o; 

on  satisfait  à  cette  équation  en  faisant  y=x.  Cherchons. 

si  Tintégrale  générale  pourrait  étrej>'  =  x  H —  ;  en  dif-n 

féren liant  et  comparant,  on  trouvera 

,           aitordlr 
au ; —  =  flfcp; 

multipliant  par  e    '* ,  intégrant  et  substituant  pour  u  sa 
valeur 


r-*' 


il  viendra 


Il  reste  â  diiTérentier  cette  dernière  équation  pour  Tiden-e 
tifier  avec  la  proposée  ^  on  aura,  de  cette  manièrje  , 


c      *"  fùv  -h^-^  f  e      ^V</x 


-%^       idz    r 

A  Taide  de  l'intégration  par  partie  ,  on  réduira  l'intégrale 
définie  du  premier  membre,  dans  laquelle  on  considère  z 
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comme  consUDt  ^  on  a ,  en  effet, 

—  fl  -  îl  _  il 

ou,  puisque 

_fl  _fl  -^ 

En  substituant,    on  aura  définitivement  à  comparer  à 
l'équation  proposée  la  suivante 

—  ir/  ,  dz         zdz    \       v£& 

\  «       J— ^/         « 

x« 
""^f  'JMJz  z*djr  z^dx        %xdx       7x*dz'\ 


OU 


—  gtfdx  [y  -f-  x)  z'fltr  z^dy  zdz         x{y  -4-J^''<^j^ 

—  » 

z 

OU,  enfin, 


î-ljj[^(j.»-a--  z>)-+- *'.//-  «f«(r~x)  -  ^(r'-'"  ] 


Il  résultera  de  cette  comparaison  que  Ion  devra  avoir 

^x  —  x^^  =  o, 
et  par  conséquent 

X  —  ^2- 
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5o3 


L^intégraU'  cherchée  sera  dnjic 


^'dx  =  ' 


x  —  ^ 


Cz. 


Euler  remarque  avec  raison  que  la  ni  que  riiitegruiion 
nVst  pas  elViU'luée,  celle  intégrale  générale  rcsie  ambif^ue 
et  indéterminée,  parce  que  la  conslanle  rësuhanl  de  rin- 

tëgrale  indéfinie   je     *  fl,r^   dans  laquelle   -  est  coosi- 

Aéré  comme  conslaui,  doil  èlre  nue  fonction  de  z.  Ou 
peul  ïieureuscmeni  faire  dJsparailre  celle  ambignilé  en 
divisant  les  deux  membresi  de  T m légrale  trouvée  par  ;;  ei 

^iQ&anl   -  :z^  14^^  elle  devient  alors 


'V«  -h  C  =  £f" 


L  inté^raUoD  qii  il  resle  a  eileelui*r  est  relative  a  une 
seule  variable  et  n'amène»  a  qu  une  simple  cousianle  ar- 
bilrAÎre  qui  s'ajoutera  à  6\  Pour  éviter  l'ambiguïté  doTii 
nous  venons  de  parler,  arrivés  à  ref|uation 


./■■ 


doc  :=: 


nous  aurions  pu  l'écrire  immédiatement  sous  la  forme 


l 


X  —  ^ 


^K^ 


et  puisque  Tintégrale  reste  la  même,  que  z  sojl  constiuii 
ou  varialile,  t#n  aurait  ^u  didéieuiier  jmmédialeraenl , 
par  rap|ïori  à  toutes  les  variables  X,  y,  *,  pour  comparer 


5q4  calcul  intégral, 

avec  réquation  proposée  ;  ce  qui  aurait  donné 


X* 

e 


x« 

~"«^r  ^^         zdx-zdy       ^xdx  2x*dz     "1 

d'où 

et,  par  conséquent, 

^X  =^  o,     X  =^  C,  etc. 

196.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  i®  que  l'éqnation 
du  premier  ordre  n'est  pas  toujours  intégrable ,  c'est4- 
dîre  qu'elle  ne  peut  pas  toujours  être  considérée  comme 
la  différentieUe  d'une  équation  à  trois  variables^  a^qne 
^intégrale  générale,  quand  elle  existe,  renferme  mie 
constante  arbitraire;  3?  que  l'intégration  est  possible 
seulement  quand  l'équation  de  condition  (a)  est  satis- 
faite ,  et  qu'alors  elle  est  ramenée  i  l'intégration  de  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre. 

Si  la  condition  (a)  n'est  pas  satisfaite,  l'intégration  de* 
vient  impossible^  l'équation  proposée 

ne  peut  p]us  être  considérée  comme  l'équation  différeu- 
tielle  d'une  certaine  surface  ;  mais  il  sera  toujours  vrai  de 
dire  qu'elle  sera  vérifiée  par  l'ensemble  des  deux  équations 

quelle  que  soit  d'ailleurs  la  fonction  arbitraire  y.  L'é- 
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quation  proposée  exprime  alors  une  propriété  commune 
à  une  infinité  de  courbes  à  double  courbure  représentées 
par  ces  deux  équations. 
Exemples  : 

M=s(x-a)-hr(r-*),    N  =  -r(x^c), 

P=~,(,^c). 

L'équation  de  condition  (a)  n'est  pas  satisfaite  :  en  faisant 
(p  =  z ,  on  trouvera 

Téquation  propose  sera  donc  vérifiée  par  Tensemble  des 
deux  équations 

a*.  /<fc  -4^  (a  —  x)ify-  -+-  (x  —  8)di  =  o  ; 

M=/,     N  =  «  —  X,     P  =  x — *; 

la  condition  (a)  n'est  pas  satisfaite,  on  a 
la  proposée  sera  vérifiée  par  le  système 

3^.  L'équation 

wdx  -f-  x«fr  -H  ydz  =  o 

est  vérifiée  par  les  deux  équations  réunies 

z^  x\y  =  ;c(x),    ^^^^^  =  x'W. 
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Mongc  a  eu  le  premier  Tidée  de  ehercher  dansTensemblr 
de»  deux  équatiouâ 

.  .      fiw  M  -,  . 

la  solution  de  la  question  proposée. 

197.  On  trouve,  dans  la  Mécanique,  que  certaines  pro- 
priétés remarquables  n'ont  lieu  qu'autant  que  le  trinôme 
X^  +  Ydjr  +  Zdz  est  une  diiTérentielle  exacte,  et  Ton 
est  ainsi  amené  à  chercher  dans  quels  cas  cette  conditiou 
est  remplie.  Or,  M.  Cauchy  est  parvenu,  depuis  plus  de 
quinze  ans,  à  mettre  ce  trinôme  sous  une  forme  telle 
(ju'on  puisse  reconnaître  immédiatement  s'il  est  ou  n^est 
pas  une  différentielle  exacte.  En  effet,  considérons  X, 
Y ,  Z  comme  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus 
(les  angles  a,  6,  y,  qu'une  droite  mobile  fait  avec  les 
axes,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

cos  « ces  C  cos  y ,  I  i 

"X""-"1^  -"Z^^  —  i/x >  4-  Y»  -F  2^  "  R • 

et  concevons  qu'après  avoir  tracé  pour  chaque  point 
M(x^  y-y  z)  la  droite  qui  lui  correspond  ,  et  pris  sur 
imede  ces  droites  une  longueur  arbitraire  Mm  =  r,  on 
puisse  construire  une  surface  normale  à  toutes  ces  droi- 
tes^ on  trouvera  facilement  que 

Xiix  -h  Ydf  -^  Zdz  =±:  Kdr. 

En  effet ,  considérons  deux  points  consécutifs  M(x,  jr^  z) 
etM'(^  +  Aa:,  j+  Ay,  z  +  Az),  et  soient  m,  m'  les 
points  correspondants  sur  la  surface  orthogonale  ;  en 
menant  par  le  point  M  un  plan  parallèle  à  la  ligne  wiw'. 
on  formera  un  triangle  rectangle  MM'N  dans  lequel  l'hy- 
poténuse MM'  est  égale  à 

^s  =.  \/^àx*  -h  Ar'  -h  A2*, 
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tandis  que  le  côté  opposé  à  l'angle  Mest  précisément  Tac- 
croissement  Ar  de  la  longueur  r,  et  Ton  aura  évidemment 

Ar      ^.   X  Ax  j^  Y  Ar  _,   Z    Az 
cosM=-  =  ±- — ±5-— ±^  -, 
^s  K  ^s       K  ^s      R   a^ 

vx  en  passant  à  la  limite , 

Xdx  -f-  Yrfr  +  Zai  =  ±  Rrfr. 

Telle  est  la  forme  très-simple  qu'on  peut  donner  au  tri- 
nôme du  premier  membre;  on  en  conclura  immédiate- 
ment que  ce  trinôme  sera  une  différentielle  exacte  s'il 
existe  un  système  de  surfaces  qui  coupent  à  angles  droits 
les  directions  déterminées  par  l'équation 

cos« cosC cosy. 

"x"~"^y""'"z"' 

et  si  en  chaque  point  la  quantité 

R=|/X'  -H  Y>  -f-  Z* 

est  une  fonction  de  la  distance  r. 

M.  J.  Bertrand,  qui  ignorait  sans  doute  ce  que 
M.  Cauchy  avait  écrit  à  ce  sujet  et  ce  qu'il  avait  en- 
seigné dans  ses  Leçons,  a  repris  cette  transformation  dans 
le  Journal  de  F  École  Polytechnique  :  il  démontre  que  le 
trinôme  Xdbr  +  Ydy  -|-  7jdz  ne  sera  tuie  différentielle 
exacte  qu'auUnt  que  la  quantité  V^X*  -|-  Y'  -|-  Z*  sera 
en  raison  inverse  de  la  distance  de  deux  surfaces  ortho- 
gonales consécutives.  Dans  quelques  circonstances  parti- 
culières, cet  énoncé  sera  peut-être  d'un  emploi  plus  facile. 

198.  Lorsque  dans  l'équation  différentielle  à  trois  va- 
riables, les  différentielles  tJx^  dy^  dz  seront  élevées  à 
des  puissances  supérieures ,  on  devra  la  regarder  comnu^ 
impossible  toutes  les  fois  qu'elle  ne  sera  pas  décomposabK» 
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€n  facteurs  du  premier  degré  de  la  forme 

car,  en  effet,  si  rëquation  avait  une  intégrale,  c'est-à- 
dire  si  Ton  pouvait  la  considérer  comme  résultant  de  la 
différentiation  d'une  équation  à  trois  variables 

on  devrait  pouvoir  l'identifier  avec  la  différentielle 
<:ompléte 

dF  dF  dF 

il  faudrait,  par  exemple,  qu'après  avoir  tiré  de  cette  der- 
nière équation  la  valeur  de  dz  pour  la  substituer  dans  la 
proposée,  résolue  par  rapport  à  dz^  on  arrivât  à  une 
équation  identique  o  =  o  :  or  c'est  ce  qui  n'aura  jamais 
lieu  si  les  différentielles  dx^  dy^  entrent  sous  des  radi- 
caux, ou  sont  élevées  à  des  puissances  fractionnaires 
et  négatives. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

mda?^  -h  ndy^  -^pdz*  -h  ^dxdy  -f-  %rdxdz  -h  2sdydz  =  o  ;. 
en  posant,  pour  abréger, 

r*  —  mp  z=ik^     n  —  /i^  z=:  B,     *■  —  npz^iC, 
on  trouver^ 


—  rdx-^  sdy±:  \/Adx*  -4-  ^xBdxdy + Crf/" 

dz  =  —  '    1 

et  Ton  611  conclur£(  que  l'équation  pix)posée  sera  absurde 
ou  non  intégrable,  tant  que  la  quantité  sous  le  radical 
ne  sera  pas  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  tant  qu'on  n^aura 
pasB*=AC. 


TRENTE-DEUXIÈMB    LEÇO^f.  So^ 

199.  Disons  seulement  un  mot  des  équations  diffëren* 
ti elles  à  plus  de  trois  variables,  ou  de  la  forme 

Mdr  -f-  Nrf/  H-P<&  4-  Q^  -h  R^  -f-  etc. . . ,  =  o, 

IVI,    N,  P,  Q,  R,.*«9  étant  des  fonctions  des  variables  x, 
jr^  jSj  <i,  f^,...,  dans  le  cas  où  Ton  pourra  regarder  cette 
écjiiation  comme  provenant  d^une  équation  primitive 

F(x,  r,   «,   a,  p.  ..)=  o; 

ime  quelconque  des  variables,  z  par  exemple ,  devra  être 
conûdérée  comme  une  fonction  de  toutes  les  autres  qui 
demeureront  indépendantes,  et  Ton  aura 

ib  dz  dz  dz 

dz'=^'^dx-\-'-rdY  -^  -r  du -^  -^  dv -\-  etc.  ; 
dx  dy  du  dv 

mais  de  Téquation  proposée  on  tire 

M^       N^        Q  ,        R^ 
A  = -.-dr-«-rf>  —  ^É&r  —  -  i/ir-Hetc.; 

donc 

dt  _        M 
/ir"""P' 

rftf  "■        P' 
et ,  par  conséquent , 

I>r?=D-?,     D.?  =  D-|,       D,-^=D,J 

En  développant  ces  équations,   et  substituant  pour 

-—,  -r-,  -7-,...,  leurs  valeurs,  on  obtiendra  les  conditions 
dx     dy     du" 

auxquelles  devront  satisfaire  les  fonctions  M,  N,  P,Q,..., 

pour  que  Téquation  proposée  soit  întégrable.  Si  le  nom- 


dz 

N 
F' 

dz 
dp  "• 

R 
P' 

etc. , 
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bre  de  variables  se  réduisait  à  trois ,  il  n'y  aurait  ([u'nne 
seule  équation  de  condition , 


M        ^  N 


il  y  en  aurait  trois, 


^M      ^N       ^M       ^Q       ^N       ^Q 
I>rp=I>xp,     I>.p=I>x^,     I>.p  =  Dr^» 

s'il  y  avait  quatre  variables,  or,  y^  z^  u.  En  général ,  si  « 
est  le  nombre  des  variables ,  le  nombre  des  équations  de 
condition  sera  égal  au  nombre  des  combinaisons  deux  à 
deux  des  (» —  i)  dérivées  D,z,   D^r,  D„2,...,    c'est-à- 

dire  à  i"-')^"-")- 

a 

Dans  le  cas  où  le  premier  membre  de  Téquation 
Mrfr  4-  Nû[r  +  Prf»  -h  Qdu  -f-  Kdv-h  . . .  =  o 

a  été  ramené  à  être  une  différentielle  exacte,  ce  qui  a 
lieu  lorsqu'on  a 

PyM=DxN,     D,M=D,P,...,     D,M  =  DxR, 
D.N   =  D^P ,     D,N  =  D,P , .  . . ,     D,Q  =  D.R,..., 

on  trouvera ,  en  posant 

M  ==  F,(x,  Xy  2,...,  p),     N  ==  F,{xy  jTf  »VM.  «'j? 
P    =  F3(x,  X,  a,...,  c),     Q  =  F4(x,  Xf  «»— »  ^^— » 

et  procédant  comme  dans  le  n^  193,  que  Tintégrale  gé- 
nérale de  l'équation  proposée  est 

/    F,(j:,/,»,.,.,p>£r-+'/    F,(j?o,r,  2,..m  •')'(r 
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9O0.  Alors  même  que  le  premier  membre  de  Téquation 
proposée  ne  pourrait  pas  être  ramené  à  une  différentielle 

exacte  sî  les  ^ ^-^ équations   de  condition  sont 

satisfaites,  on  pourra  l'intégrer  en  suivant  une  marche 
toixt  à  fait  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée 
dans  le  cas  de  trois  variables.  Supposons,  par  exemple, 
qix'îl  faille  intégrer  Téquation 

Les  fonctions 

satisfont  aux  équations  de  conditions;  dès  lors,  pour  in- 
tégrer ,  supposons  un  instant  que  u  et  z  sont  constants , 
c'est-à-dire  posons 

</tt    =    O,       dz    Z=:    Oy 

Téquation  deviendra 

dx  dy 

^•^.      .^        =  o; 

et  aura  pour  intégrale 

^-±^  =  ^=/(z,  a); 

U    —    X 

en   dillérentiant  par  rapport  à   x,   j,   z,   a,   on  trou 
vera 

(j--f-  z)dx-h{u—x)djr-h{u'—x)dz—{y-^z)du  _ 

{u  —  xV  ^  "^  '  ^' 

Mais  de  Téquation  proposée,  on  tire 

/      .     \/     .  /          \j        x(u-'x)dz---r{r-hz)du 
{X  -{-  z)rAp-4-  (a  —  x)dx  =  ^ '- ^ ; 
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donc 


ou 


«   X  \u  —  x) 


"  -^  '^^     •  *  =  r+-c' 


l'intégrale  de  Téquation  proposée  sera  donc 


U   X  u 


c 
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De  riotégration  d'uo  tyêtème  de  n  équations  simultanées  du  premier 
ordre,  à  fi  4-  i  différentielles,  ou  à  n  dériva. 


soi.  Nous  avons  fait  voir  comment  on  pouvait,  dans 
tous  les  cas ,  intégrer,  soit  exactement,  soit  par  approxi- 
mation, Téquation  différentielle  du  premier  ordre  et 
du  premier  degré 

dy  =  /(x,  y)dx. 

Supposons  maintenant  qu^on  donne  n  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  entre  'i  +  i  variables  t^ 
^9  y  9  ^y >  ^9  ^^  leurs  n  -|-  I  diflërentielles  dt^  i/r, 

dy^   dzj.,.^  dt^,  ou  les  n  dérivées -r-,  -^,   -rv»  :r«La 
^  al     at       eu  dt 

forme  générale  de  ces  équations  serait 


L^  4-  }^^  -h  ^ndy  -H  P«^  -t-. . .  -h  R.rfi'  =  o; 

mais  on  peut,  dans  tous  les  cas,   les  ramener,  par  une 
simple  élimination,  à  la  forme 

d:r  =  F.(f,x,  7,  »,...,  p)</^      <fe  =  F,(f,  x,/,  «,...,  ♦')^f,..., 

et  il  s'agit  de  prouver  qu'il  existe  réellement  un  sptème 

de  valeurs  j:  =  f ,  (/),    -s  =  f ,  (/), . . . ,    p»  =  f„  (/)  ,  qui 
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jouissent  de  la  double  propriété  de  vérifier  les  équations 
proposées,  et  de  prendre  pour  t  =  t^  des  valeurs  dëtei^ 
minées  x^,  y^^  z^^ . . . ,  i^q.  Or  il  est  facile  de  démontrer 
Texistence  de  ces  valeurs  dans  le  cas  où  les  fonctions  Fi , 
Fi9  F|, . . . ,  F„  restent  finies  et  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  par  rapport  à  x,  j,  ^, . . .,  t^,  DJFi,  D_^i,.-? 
D^Fj,  DJFt?  •  • . ,  DJF, ,  etc.  Pour  y  parvenir,  il  suffit  de 
procéder  comme  dans  la  vingt-sixième  leçon  et  de  calculer 
n  quantités  X,  Y,  Z, . . . ,  V,  à  Taide  des  équations 

*i— *o  =  (r,  — ro)F,(fo,Xo,...,  Po),      JPi  — JPi  =(<«  — ^)F,(f„  X„...,r,,. 

J'i^Jo  =  (^--A.)F,(/o,j:ov-><'oj,  r«  —  .r«  =  ('>— ^)P«{^>'=^«•••»^«'• 
car  les  quantités  X,  Y,  Z, . . . ,  V,  tirées  des  équations 
qui  précèdent ,  jouissent  des  trois  propriétés  suivantes  : 
I.  Elles  sont  des  fonctions  continues  des  constantes  jt^, 
Joi  • . . ,  •'oï  cï^  ce  sens  que ,  pour  des  valeurs  déterminées 
de  ces  constantes,  elles  prennent  une  valeur  unique  et 
déterminée ,  et  que  les  variations  qu'elles  subissent  quand 
on  fait  croître  ou  décroître  les  constantes  d'une  quantité 
très-petite  ,  sont  elles-mêmes  très-petites.  II.  Les  quanti- 
tés X,  Y,  Z, . . . ,  V,  convergent  à  mesure  que  les  élé- 
ments de  la  différence  T  —  Tq  diminuent  indéfiniment 
vers  des  limites  finies 

III.  Les  valeurs  a:,  j,...,  i^,  des  quantités  X,  Y,...,  V, 
correspondantes  à  T  =  f ,  c'est-à-dire  les  quantités 

vérifient  les  équations  différentielles  proposées,  et  se  ré- 
duisent ,nour  r  =  /jj,  aux  constantes  ou  valeurs  initiales 
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des  variables,  x^^  ^ovm  ^o*  Mettons  tour  k  tour  en  évi- 
dence ces  propriétés  remarquables. 

902.  V*  Propriété.  Les  quantités  X,  Y,  Z,.**,  V,  sont 
des  fonctions  continues  des  constantes  x^^  jr^,  Zq,  • .  • 
Donnons  à  ces  constantes  des  accroissements  très-petits 
^o9  ^o»  7ov9  fP^i^o^^poi^^i^'Q^^^^  sousla  forme' 

Éto=poCOSAo,       Co   =   poCOSf^o,       7»  =  P.OOSfo....  , 

en  assujettissant  le  module  p^  et  les  angles  ou  paramètres 
^o9  f^y  Vov  k  vérifier  les  équations  de  condition 


Po=V^«î-+-^;-hyo-H--,«>**^-»-cosVo-t-co8»»o-l-...=  i- 

Les  accroissements  des  quantités  x^^  j^^  ^^mv»  ^y  Y, 
Z,...,  pourront  être  représentés  par  des  expressions  de 
même  forme 

P^COSA,.,      p»C08/Si»      Pi.C0Sy«,..., 

P.COSA.,     p«cos/6ii,     p>cos»«, 

Comme  on  a ,  d^ailleurs , 

en  cbangeant  Xo9  ^o9  -^ow  e»  ^o  +  «o?  JTo  +  ^o, 

«*+.  -f-  P«H->  C05>ii,+,  —  *«,  —  p»  COSA^ 

=  (^.-|..  —  ^»)  F,  (/»,  or.  -I-  F-  cos A»  -f- . . .  ), 

et,  en  faisant 

P«f«  =  F, (t^,   x«-4-  P«cosA»,  7^  4- P«cos/^  -+-...) 

—  F, (lj«,  x^y  .T*»'")» 

p^^,COSA«+,    =   pi»[C0SA«   +    f«(^-+-    —   ^-)]- 

£n  posant 

Pai»a=:F,(r«,  x«-f-p«cosA«,...)— Fa(/«„X«,...),  Pi» Çi»=F3 (...)* 

33.. 
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on  trouvera  de  même 

P.+1  COS^„+,  =  P«[C0S^«  -h  nm  {tm^i  —  U)], 
Pm+t  COSF«+,    =  P»[C0SV.  -H  Ç«(/«+,  --  ^i)], 

et  en  carrant ,  ajoutant,  et  ayant  égard  à  Téquation 

COS  *Xfn  -f-  OOS»^  -f-  C08  «r.  4-.  .  .  =   1  , 

p«+.  =pî.[»  +  a(r«+x  —  ^-.)(5«cosA.-4- ir«cos/si  -h.. .; 

-h(r.+.  — ^.JlÇi-h^i-l-.^Ol- 
Or,  la  valeur  maximum  (^)  de  la  somme 
(mCOSA.  4-  iï«cos^«  4-... 


(«)  En  effet,  si  Ton  aà  la  fois 

COS  'X  -I-  COBV  -I-  COS  *s  -h...  =  I, 
il  =  a  COS  X  +  ft  cosr  ■+-  c  cosfl  -h...  y 

on  anra  évidemmeiit 

a»  -+-  b*  -4-c* -+-...=  (tf  cosx  -4-  t  cosj'H-ccos^-h...)* 
-HC«cosr-&  cosx)*-+-(ii  cos«-cco8x)«-h...-h(*  COS* -ccoir)»-h.^ 
tt*  =  «*-4-&*  -ho"-»-..-—  (flcosr  — *  cosx;*—  (acoss  — ccosx)*-... 

Donc  la  plus  grande  valeur  numérique  de  u'  sera  a*  ■+■  t*-he%...}  ell» 
plos  grande  valeur  de  u,  l/a* -+-*» -»-c*-h..7;   v  d'ailleurs  atteindra  loa 
maximum  quand  on  aura 
acosj  —  fccosx  =  o,    Acosf  — CC08X  =  o,     ècosr— ccos/so,.. , 

ou 

COSX   __  COSJ' COS  s  

a  b  c  *" 

Or,  de  cas  dernières  équaUons  on  tire 
acosx-<rtcosr-t-ccoss-h.. .  __  u 

V^COS  *lt  -h  C08  '6  -h  COS  '>  -h...   _ 


et ,  par  suite , 

Cest  bien  la  valeur  maiimum  trouvée  directement. 
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est  v/4'  H->î^+... ;  donc 

Désignons  par  Çi,  Xt»  4'ivm  Ti?  X»i  4'«v-  ies  dérivées 
des  fonctions  Ft,  F,,  F,,...,  prises  par  rapporta  x,  y, 
2,...;  on  aura,  en  vertu  d'une  formule  connue  de  calcul 
différentiel, 

P-if  m  =Ft(^„  x^-hf>i»  cos  A«,/«r+- p«  cos^,. ..) --F,{r.,  x.,/,,  .^  ) 
=  f«cos>«^,  {Uyx^  H-^r-cosA.,  j-^i+Op^cos^,...) 
4- f»,  cos^  ;Ca  (•••)-+■?«  cos  »«  4.  (...)..  . 

Le  se<M>nd  membre  de  cette  équation  est  évidemment  une 
valeur  moyenne  de  la  somme 

-hP«COSf«4'i('>  J?î  Ji  »,.-)» 

qui  est  toujours  plus  petite  que 

P«  V^P]  +  ;kÎ  -h  4Î  4-...; 

donc ,  si  entre  certaines  limites  ^o  ^^  ^o  +  '^  '  ^^s  dérivées 
fi)  Xi9  4^19  *  *  -  i*cstent  continues  et  finies  et  ne  dépassent 
pas  une  limite  fixe  1 ,  on  aura ,  en  désignant  par  N  le 
nombre  de  ces  fonctions,  (m<CNl'î  on  trouverait  de 
même,  en  désignant  par  m,  n,...  les  limites  finies  supé- 
rieures des  fonctions  dérivées , 

<P>i  a:.»  4'»! . . . ,     <Pî»;c3,43»-.»     »i<Nm%    Çi<Nn»; 
donc 

fi  +  n!n  -f-  a-+-.     <N(1*  +  m»  4-  n>  -4-.  . .), 
et ,  par  conséquent , 

P«+.  <p4i  4-  (r„+.  -  /•)]Nîl/l*-f.m«-hn»  -h./. , 
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OU,  en  posant 

P|îi/l>-Mn«-|-n*-h...  =  K,   p«^..  <  Pm[  i  4-  K(W«  —  '-)1; 

en  faisant  tour  à  tour  dans  cette  équation,  m  =::  o,  m  =  i, 
m  =  2,...,  m  =  n,  on  trouvera 

et ,  en  multipliant , 

P«<Po[i-hK(/.~/o)][i-hK(/.-rO]...[H-K(T-r^O]- 
On  prouverait  facilement  que  le  produit  du  second  mem- 
breest  inférieure Texponentielle  e^  ""  '•%  quantité  finie, 
que  nous  pouvons  représenter  par  L  :  donc /9„<<L/9o;donc  le 
rapport  de  pn  &  po  ^^  réellement  une  quantité  finie  \  dooc 
X,  T,  Z,...,  qui  d^ailleurs  pour  chaque  valeur  attribuée 
aux  constantes  Xq,  ^09  ^oy-  prennent  une  valeur  unique 
et  déterminée,  croissent  ou  décroissent  de  quantités  très- 
petites  p^  cos  X„,  p„  cos  /x„, . . . ,  quand  on  fait  croître  ou  dé- 
croître Xq,  j^o»  -^ov»  de  quantités  très-petites  pocoslo, 
p^  cos/Xq,...,  et  sont,  par  conséquent,  des  fonctions  conti- 
nues de  ces  mêmes  constantes. 

903.  n*  Propriété.  À  mesure  que  les  éléments  de  la 
différence  T — ^0^11^^^^^  indéfiniment,  X,  T,  Z,... 
convergent  vers  des  limites  finies 

En  effet,  quand  on  suppose  ces  éléments  réduits  à  un  seul 
qui  est  cette  différence  elle-même ,  on  a  simplement 

X  =aro-f-  (T  — /o)F.  (fo,  *o,7o,  •  .  .)« 

Y  =/o-+-(T— /„)F,(ro,  JPoj/o»- . .)« 

liOrsqu'au  contraire  la  différence  T  —  fo  est  parUgée  en 


trente-thoisième  leçoit.  Sip 

n  éléments  t^  —  £<,,  tt  —  ^ ,.••?    T  ^"  ^n-i »  on  a 

et  parce  que  le  second  membre  est  évidemment  compris 
entre  les  limites  — (T  —  fo)A,  +  (T  —  QA,  A  éunt 
la  plus  grande  des  valeurs  de  Fi(^,  x,  y,  z,,..)  entre  les 
limites  t^,,  T,  il  s^ensuivra  que  X  sera  compris  entre  les 
limites  x©  —  A(T  —  t^)^  Xq  +  A  (T  —  £o);  on  prou- 
vera de  la  même  manière  que  Y,  Z,...  sont  comprises 
entre  les  limites  j^o  h=  B(T  —  t^),  Zo  q:  C  (T  —  fo)»--» 
B,  C  désignant  les  valeurs  maximum  des  fonctions 

U  en  résulte  immédiatement  que  toutes  les  valeurs  que 
prennent,  entre  les  limites  t^  etT,  les  fonctions  Ft,Ftv"j 
sont  des  valeurs  particulières  des  expressions 

F.[r„-hÔ(T-g,  ^oi^.ACT-fo),  r«±e,B(T-ro)...], 
F,[/o-hO(T-/o),    a:o±0.A(T~/o),  /o±0.B{T-ro),..]» 

dans  lesquelles  ô,  ^i,  di,  ...représentent  des  nombres  com- 
pris entre  o  et  i .  On  a  d^ ailleurs  évidemment 

F,[r„-+.ô(T-/o),  XodzM(T-g,  ro±«.B(T-ro)...] 

€}  désignant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  la  diffé- 
rence T — îq  ;  et,  puisque  les  différences  X — Xq,  Y — -jr^^ . . . 
sont  égales  au  produit  de  T — t^  par  une  valeur  moyenne 
des  fonctions Fi,  Ft,...,  on  aura 

X  =  xo  4-  (T  —  l'o)F,  (fo,  J^o,  Xo, ...)-+-  (T  —  ^o)i« , 

et  Ton  en  conclura  que  Teffetde  la  division  de  Tintervalle 
T —  t^  en  n  éléments  t^  —  f^,  f,  —  ^i,...,  a  pour  effet 
d'ajouter  aux  valeurs  de  X,  Y,  Z,..,,  des  termes 

(T  —  Oi.>     (T  —  ro)i,,..., 
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dans  lesquels  les  coefficients  et,  e,,...  s'évanouissent  eux- 
mêmes  avec  la  différence  T  —  t^.  Supposons  maintenant 
qu'on  divise  à  leur  tour  les  intervalles  t^  —  f^»  U  —  <i?— 
en  de  nouveaux  éléments,  et  ne  considérons  d^abord  que 
Télémeut  tx  —  to\  les  quantités  Xj,  jj,  ^i, . . . ,  x„  j„ 
^t)  •  •  •  9  subiront  des  variations  analogues  a  celles  qu'é^ 
prouvaient  Y,  Z, . . .  dans  la  division  de  Tintervalle 
T  —  fo>  et  deviendront 

En  posant 

chacun  des  nombres  e\e''y...  pourra  être  représenté  par  une 
expression  de  la  forme  |o'  cosX',...  On  en  conclura  que  la 
somme  des  accroissements  de  x^'^ju  ^iv  ^^^  inférieure 
au  produit  p  {u  — ^0)9  p^  étant  un  nombre  qui,  ainsi  que 
e',  e",...,  s'évanouit  avec  t^  —  t^^  et  Ton  prouverait,  en 
raisonnant  comme  nous  Tavons  déjà  fait ,  que  la  subdi- 
vision de  l'élément  fi  —  /^  ferait  varier  X  d'une  quan- 
tité inférieure  à  l'expression  Vp' (ji  — <o)9---  La  subdi- 
vision des  éléments  U  —  ^19  ^s  -—  ^f,.-«  fera  de  même 
croître  ou  décroître  X  de  quantités  inférieures  aux  ex- 
pressions L*  p"  (f  1  —  r,),  h^p"  (f I — ^j)9 . . . ,  dans  lesqueUes 
les  coefficients  p*,  p*, .  •  •  s'évanouissent  avec  les  différences 
f,  -—  f],  ^9  —  Uy'"  Dès  lors,  la  variation  totale  que  la 
subdivision  de  tous  les  éléments  r,  —  ^0,  1%  —  f,,...  fait 
subir  à  X ,  et  par  conséquent  aussi  à  Y,  Z,...,  sera  nne 
expression  de  la  forme 

p  éunt  une  moyenne  entre  les  coefficients  p\  p',  /^^— 1 
et  s'évanouissant  avec  les  éléments  de  la  subdivision. 
Donc  on  n'altère  pas  sensiblement  les  valeurs, de  X,  Y, 
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Z,...  correspondantes  à  un  mode  de  division  dans  lequel 
les  éléments  de  la  différence  T  —  Iq  ont  des  valeurs  nu- 
mériques très-petites,  si  Ton  passe  à  un  second  mode 
dans  lequel  chacun  dé  ces  élémçnts  se  trouve  std)divisé  en 
plusieurs  autres.  On  étendra  facilement  .cette  conclusion 
au  cas  où  les  éléments  du  second  mode  de  division  ne  se- 
raient plus  des  subdivisions  du  premier ,  et  il  restera  dé- 
montré par  là  que,  lorsque  les  éléments  de  la  différence 
T  —  t^  sont  très-petits,  le  mode  de  division  n'a  qu'une  in- 
fluence insensible  ;  et  que,  par  conséquent ,  si  Ton  fait 
décroître  indéfiniment  les  valeurs  numériques  de  ces  élé- 
ments en  augmentant  leur  nombre,  les  quantités  X,  Y,  Z, . . . 
convergerontversdfôlimitesfixesyi  (T,  /q,  o:©,  Jo?  -^o,.-)' 
ft  (T,   ^09  ^oî  J^ov-Ovv  dépendantes  uniquement  de  la 
forme  des  fonctions  Fi,  F|,..,,  et  des  constantes  T,  /q, 

204.  m*  Propriété.  Si  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,... 
on  remplace  T  par  r,  on  obtiendra  des  fonctions  x, 
y^  z,...,  de ?, 

qui,  pour  «  =  ^q,  se  réduiront  à  JC©?  Jo>  -^ov  et  vérifie- 
ront les  équations  différentielles  proposées.  En  effet,  nous 
avons  trouvé 

'     X  —  xo  =  (T  —  /o)F,(/o,  J^o,  ro,...)  4-  (T  —  ro)io 
Y   —  r«  =  (T  —  OF,(/o,  xo,  7o,...)  4-  (T  —  fo)la, 

et  l'on  en  conclura,   en  changeant  T  en  f,  et  faisant 

X  —  Xqj      y   •=!  y^^      z  —  2© »  .  •    • 

De  plus,  le  raisonnement  qui  nous  a  conduit  aux  va- 
leurs précédentes  des  différences 

X  —  .ro,      Y  —  7o,-  .  . 


s 22  CALCUL    INTÉGRAL. 

nous  aurait  donné  ^équation  suivante  : 

dans  laquelle  f„'  désigne  une  valeur  de  t  comprise  entre 
^o  ^^  ^o  +  '^*  Or,  si  dans  ces  équations  on  fait 

U  =  t,     T=t-hh,     *  =  £,(/),     J=:f,(/),..., 

on  aura 

x«  =  ftW,     X=f.(/-hA), 

et  il  viendra 

f.(f -4-  A)-  f.(f)  =  ^F.[^,  f.  W,  f.W*.  -  .]-H  -'A, 
f.(/  4-  A)  -  f,(r)  =  AF,  [r,  f,  (/),  f.  (r).  •  •  •]  -H  ."A, 

et  si ,  après  avoir  divisé  par  A,  on  passe  à  la  limite,  on 
trouvera 

f  ;  W  i// = rf  f  ;  W  =  ^r  =  F,  (^  X ,  7 ,  » , . . .  ) , . . . , 

et  ces  dernières  équations  expriment  évidemment  que 
les  fonctions 

X  =  t(r)  =  /.  {t,  xo,  ro,...)»  r  =  f» W  =  /> ('»  'o,/«.4 

vérifient  les  équations  différentielles  proposées. 

205.  Lors  donc  qu'entre  les  limites  t^  et  t^  +  r,  les 
fonctions  Fj,  Fj, . . .,  ainsi  que  leurs  dérivées  par  rap- 
port k  Xj^j  «Z)-  •  «9  restent  finies  et  continues,  il  existe 
des  fonctions  x,  y,  z,..,  de  t  et  des  constantes  f^,  Xo« 
J^o»  -^ov»  qtii  vérifient  les  équations  différentielles  pro- 
posées et  prennent  pour  t=tQ  les  valeurs  initiales  don- 
nées jCo,  yo,  Zq,....  Mais  il  peut  arriver  qu'entre  les  L'- 
mites  fo  et  t^  +  t,  les  fonctions  Fj ,  F,,...,  et  leurs  déri- 
vées, ne  soient  finies  et  continues  que  pour  des  valeon 
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de  JET,  j^,   ^ , .  • . ,  comprises  entre  des  limites  déterminées 

Xo  et  jfoifl,  /oCtjoi^»  Zo  et  Zo±c^., ,  : 
or  les  propriétés  que  nous  venonsd^énoncer  pourront  con- 
tinuer de  subsister,  même  dans  ce  cas,  pourvu  qu^en  ap- 
pelant A,  B,  C,...  les  limites  des  valeurs  absolues  des 
fonctions  Fj,  Ft,...,  F„,  on  choisisse  T  de  manière  à  sa- 
tisfaire aux  inégalités 

T— /o<r,     A(T-ro)<fl,     B(T^fo)<^...; 
Alors,  en  effet,  la  valeur  de  J^i,  déterminée  par  Téquatiou 

comprise  entre  les  limites  x^  ±  A(ti  —  to),  sera  com- 
prise, "à  plus  forte  raison ,  entre  les  limites  x^dbaj  et  il 
en  sera  de  même  de  x»,  X|,...,  x„_i,  X.  Les  quantités  j^,, 
/iv-M^n-iî  Y-,  ^1,  ^îv5  ^«-i>  Z,...  seront  aussi  respec- 
ûvement  comprises  entre  les  limites  y^^b^  ^^  di  c, . . . . 
Déplus,  si,  en  désignant  par  «o,  Sq»  7ov  ^^s  accrois- 
sements des  valeurs  initiales  x^,  ^09  'Z^ov?  <>^  assujettit 
T  à  vérifier  les  inégalités 

A(T— /o)-+-«o<tf,   B(T-ro)-f-Co<*,  C(T— 0-Hyo<^, 

les  nouvelles  valeurs  de  Xt,  ^1,...,  x„,  j^„,...,  détermi- 
nées par  les  équations 

*x  =  Xo -f- tf  o -+- (f,  — •fo)ri('o,J?o-h«o>.  •.)»•••'      X,  =..., 

ri  =ro  -f-  5;  -h(r,  —  f„)F,(^o,  Xo-h«o, - .  ),  /.=...» 

seront  elle»-mèmes  comprises  entre  les  limites  x^±l  a^ 
Jo^h.,,,  Donc  puisque  toutes  les  valeurs  de  x,  y^  Zy. 
que  Ton  considère  dans  les  théorèmes  dont  il  s'agit  sont 
l'enfermées  entre  les  limites  x©  ±  a,  jo  —  *  v  •  »  les  fono- 
tionsFi,Fi,...,  ainsi  que  leurs  dérivées,  resteront  finies  et 
continues  pour  toute  valeur  de  t  plus  petite  que  to  +7. 
Or  c'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
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propriétés  énoncées  continuent  de  subsister.  Donc  alors 
encore  on  pourra  calculer  exactement,  ou  par  approxima- 
tion, les  quantités /i(T,  t^,  Xo,...)» /î(T,  «o»  Xo,...)i 
et,  par  suite,  les  valeurs /i  (^,  fo,  Xq,.  .  .)»•••  ^®  ^>  Jy  ^'^ 
propres  à  vérifier  les  équations  différentielles  proposées. 

206.  Supposons  que  les  valeurs  x  =  o,  j^  ==  o,...,  vé- 
rifient les  équations  proposées ,  on  aura  nécessairement, 
dans  cette  hypothèse, 

F,(^  0,  o,  o,...)  =0,     F.(/,  0,0,0,...)  =0,    .., 

c'est-à-dire  que  les  fonctions  Fi,  Fi,...  s'évanouiront 
pour  X  =  o,  j^  =  o,  z  =  o,...,  quel  que  soit  f.  Alors 
aussi,  en  faisant  Xq  ==  o,  j^^  =  o,  z^  =  o,. . .  dans 
les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,...,  on 
trouvera 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  o,..,, 

et  par  conséquent 

X  =  lim.  X  =  o,  7  =  lim.Y  =  o, . ..  , 
si  les  fonctions  F},  Ft,...  sont  continues  et  finies,  ainsi 
que  leurs  dérivées  par  rapport  à  X,  jr,  r,....  Noua  avons 
vu  en  effet  que ,  dans  ce  cas ,  les  quantités  X,  Y,  Z  étaient 
elles-mêmes  des  fonctions  continues  des  constantes  Xof 
JTo j  -^o  V  •  •  Donc ,  sous  la  seule  condition  que  les  fonctions 
Fi,  F„...  sont  continues  et  toujours  finies,  on  déduira 
les  valeurs  x  =  o,  j^  =  o,...  des  intégrales  générales 
en  donnant  aux  constantes  arbitraires  x^,  y^y  Xq^*"  ^ 
valeurs  particulières  Xq  =  o ,  j^^  =  o, . . . ,  ce  qui  démontre 
que  X  =  o,  j^  =  o,...  sont  des  intégrales  particulières 
du  système  d'équations  différentielles  proposé. 

207.  Reprenons  les  équations 

ou  simplement 
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dont  rensemble  satisfait  aux  équations  différentielles 
proposées ,  et  forme  ce  que  nous  pouvons  appeler  un  sys- 
tème d'intégrales  générales  de  ces  mêmes  équations.  Il 
sera  impossible  d'éliminer  entre  ces  intégrales  les'  con- 
stantes jc^^  ^ov  ®^  d'arriver  à  une  relation  de  la  forme 
?(^9  ^y  y^  -^v**)  indépendante  de  ces  constantes;  car, 
en  faisant  t  =  t^^  on  aurait 

et,  par  suite,     . 

ce  qui  est  absurde,  puisque  les  constantes  fo9  ^ov  sont 
entièrement  arbitraires.  Si  Ton  faisait 

Xq  ^  C, ,     y  fi  ^  t/a  , . . . , 
le  système  d'intégrales  générales  deviendrait 

*    z=^  Jx\t^     C, ,    Ca,...,   CJ   =    O, 

y   z^z  J^\ty    Ci,    Ca,  •  •  .  ,   Cm)    =    O,..., 

et  il  sera  toujours  possible  de  le  ramener  à  la  forme 

Mi,  Kf,...,  Un  étant  des  fonctions  des  seules  variables  f,  a?, 
j^,...  En  effet,  supposons  que  de  Tune  des  équations 

X:^/,(r,    Ci,   Ca,...},       J^=.A(^>C,,     Ca,  ...),..., 

on  tire  la  valeur  de  Ci ,  pour  la  substituer  dans  toutes  les 
autres  :  on  arrivera  nécessairement  de  cette  manière  à 
n  —  I  équations  renfermant  n  —  i  constantes,  car,  s'il 
y  avait  moins  de  /»  —  i  constantes ,  on  pourrait  les  élimi- 
ner et  arriver  à  une  relation  de  la  forme 

^('»  -ï-,   y,..,)  =  o, 

ce  que  nous  avons  démontré  impossible. 

De  même,  si,  entre  les  n  —  i  équations  restantes ,  on 
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élimine  Ct,  il  restera  nécessairement  n  —  a  équations 
avec  n  -—  a  constantes.  En  continuant  ainsi,  on  arriven 
à  une  dernière  é<{uation  renfermant  une  seule  constante 
Cn,  et  qui  donnera  Cn=^  Un^  u«  étant  une  fonction  des 
seules  variables  r,  x^  J^vm  ^^9  ^^  remontant  de  proche 
en  proche ,  on  aura 

donc  le  système  d^intégrales  générales  des  équations  difle- 
rentielles  proposées  peut  réellement  être  mis  sous  li 
forme 

«,  =  C,     «,  =  C,,     Ui  =  C3,...,     «.  =  €;; 

Cl,  Ct,.*-  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Réciproquement ,  si  Ton  tire  de  ces  dernières  équations 
les  valeurs  de  a?,  jr,  ^9'-*j  elles  vérifieront  les  équatiom 
différentieUes  proposées,  et  de  plus,  ces  valeurs  de  x,  7, 
z,...  ne  pourront  satisfaire  à  aucune  équation  de  condi- 
tion indépendante  des  constantes  arbitraires  Ci,  Ct,..-) 
car  si  en  effet  elles  pouvaient  satisfaire  à  une  équation  de 
la  forme 

il  s'ensuivrait  que  cette  dernière  ne  serait  qu^une  com- 
binaison des  équations 

et  pourrait  être  substituée  à  Ttme  d'entre  elles.  On  arri- 
verait donc  aux  mêmes  valeurs  de  a:,  j^,  ^vv  ^î^  qu'im 
les  déduise  du  système  Ui  =:  Ci,  Uf  =  Ci,...  de  ;»équt- 
tions  renfermant  n  constantes  distinctes ,  soit  qu'on  les 
détermine  à  Faide  de  n  — ^  i  équations  renfermant  n  —  i 
constantes  auxquelles  on  joindrait  Téquation 

Or  cette  conclusion  est  évidemment   absurde,  car  les 
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premières  valeurs  de  a?,  y^  z,...  renfermeront  n  oon- 
stanles ,  tandis  que  les  secondes  n'en  renfermeront  que 
n  —  I .  Il  est  donc  yrai  que  Tensemble  des  équations 

«I  =  C,,     a,  =  C, . . . ,     ««  =  C, 

fonne  un  système  d'intégrales  générales  des  équations 
proposées,  parce  qu'il  jouit  delà  double  propriété  de  ren- 
fermer n  constantes  arbitraires,  et  de  fournir  des  valeurs 
de  j;,  j^,  z,...  qui  vérifient  les  équations  données ,  sans 
satisfaire  à  aucune  équation  indépendante  des  constantes. 
Pour  montrer  combien  cette  dernière  restriction  est 
essentielle,  considérons  le  système  suivant  d'équations 
différentielles 

{*  —  t)dx  =  (x  —  y)dt,     (z  —  t)dy  =  (x  —  y)dt, 
dz  z=i  (x  —  y  -^   %)dt\ 

on  y  satisfait  immédiatement  en  faisant  a:  =j^»  2  =  f , 
ou,  ce  qui  revient  au  même ,  en  posant 

'  =  ^W»    r  =  ^W»    *  =  ^ 

quelle  que  soit  d'ailleurs  la  fonction  f ,  qui  demeure  en- 
tièrement indéterminée  et  peut  renfermer  autant  de  con- 
stantes arbitraires  que  l'on  voudra;  mais  l'ensemble  de 
ces  trois  équations  ne  forme  pas  un  système  d'intégrales 
générales  des  équations  différentielles  proposées ,  préci- 
sément parce  qu'il  établit  entre  les  variables  des  relations 
indépendantes  des  constantes  arbitraires.  Cherchons  les 
intégrales  générales  ;  en  retranchant  la  seconde  équation 
de  la  première ,  on  trouve 

dx  —  dy  •=z  o^     d'où     x  =  /  -f-  (7,. 
Cette  valeur,  substituée  dans  la  troisième ,  donne 

€fe  =  (C,  -f-  \)dt,     z  =  (Cx  -f-  \)t  -f-  C, 
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d'où 

z  -^  t  =  Ctt  -h  C,, 

et  par  coiisëquent ,  en  substituant  dans  la  seconde  équa- 
tion, pour  z  —  f ,  X  —  y,  leurs  valeurs, 

y    ==   l[C,t  -h    C,)    -f-   (73, 

et,  par  suite, 

X  =  \{C,t  -h  Ca)  -h   C,  -h  C3  : 

or  Fensemble  des  trois  équations 

X  =  \{Ctt  -h  C,)  -h  C,  4-  (75,     r  =  l(C.f  H-  C)  4-Cj, 
«  =  (C,  -h   i)f  4-  (7., 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  résolvant  par  rapporté 
^1  )  Ct^  Ciy...  y  des  trois  équations 

(7x  =  x  — /,   C,=  z  — («  — / -^  i)x,  C3=/  — !{»  —  /, 

forme  un  système  d'intégrales  générales,  précisément 
parce  qu'il  renferme  trois  constantes  arbitraires,  et  qu'on 
n'en  peut  tirer  aucune  équation  indépendante  de  ces 
constantes. 

206.  Revenons  au  cas  général,  et  cherchons  si  unmèmf 
ensemble  d'équations  dififérentielles  données  peut  ad- 
mettre plusieurs  systèmes  d'intégrales  générales.  Suj^ 
sons  que,  par  une  méthode  quelconque,  nous  soyons  ar- 
rivés au  système  suivant 

Uj  =  C,     M,  =  (7,,     «3  =  C3,...,     u^  =:  C; 

on  en  tirera 

r/a,  =  G  =  h^dt  H-  Mtdx  -f-  N,rfr  4-  •  •  • , 
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)t9 


L,    +    M. 


Ht 


.N. 


dy 
dt 


U   +   M,—  +  N,-<-  -h.  .  .    =  o, 

Pat  m 

djc  dy 

t-i ,  en  substituant  pour  -j- ,  ^, .  - ,  leurs  valeUi's  tî  rées  des 

équa lions  dîflerenlielles  proposées,  il  viendra 

Ces  équations  sont  nécessairement  identiques,  ou  se  ré- 
duisent à  o  =:o,  car,  saijs  cela,  elles  établiraient  entre 
les  variables  des  relatious  indépendantes  des  constantes, 
ce  qui  ne  peut  être,  puisque,  par  hypothèse,  Tenseinble 
des  équatiouâ  u^  =  C,,  «»  =  C,,...,  forme  un  système 
,  d'intégiales  géuéraks  des  équations  données.  Cela  posé, 
I  toutes  les  valeurs  de  x,  j,  r,.,.,  qui  vérifieront  les  équa- 
tions diflerenlielles  proposées,  devront  évidemuient  rendre 
identiques  les  équations 

"it*^— F«(^x,r,  *,...)]-+- î«, [^7— F,{f,jp,j,  z,...]]  +  etc.  ^0, 

à  moi  us  qu'elles  ne  rendent  infinis  un  ou  plusieurs  des 
coefficients  Mt,  Ni,...,  M»,  Nt,...^  ces  dernières  équa- 
tions se  réduisent  d  ailleurs  a 

"L.dt  4-  M,r/jr  -h   N,f/j  -f- .  .  ,  =   dii^   i^  o,- 
LW#  H-  M.^x  -h  N,^r   -h..,=:  dïi^  —  p, 

<^u  venu  des  équations  identiques 

L,  4-  M,  F.  (/,  X, 7,  *,...)  4-  N,  F,  {t,x,  y,  s,...) 4-  etc.  =:=  o..^f 

donc,  à  moins  qu  elles  ne  rendent  infinies  ou  indétermi- 
nées, et  par  eouséquent  dist  ontinues,  quelques-unes  des 
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quantités 

du,  €Ùi,  du. 

L.   ~    ■^,      M.   -.  — .      N.   ~^>.-., 

toutes  les  valeurs  de  x,  jr,  ^i*--)  qui  satisferont  aux 
ëcpiations  difTérentielles  données,  vérifieront  aussi  les 
relations 

lAl,    =   O,      <il«a    =   O,...,      ou      II,   =    C, ,       ««   =    ^v- 

Donc  9  puisque  Tensemble  de  ces  écjnations  détermine 
complètement  les  valeurs  de  x,  jr,  z,...,  en  fonction  de 
I  et  des  n  constantes ,  il  est  le  seul  système  d'intégrales 
générales  des  équations  proposées. 

309.  Les  systèmes  de  valeurs  de  jr,  y^  -^j^-m  que  ïm 
obtient  en  rendant  infinies  ou  indétermioées  les  quantité 
L,  M,  N,...,  ou  quelques-unes  d'entre  elles,  et  qui  réri-      | 
fient  les  équations  proposées  san^  qu'on  puisse  les  déduirr 
des  équations  I 

II,  =  C,     a*  =  C,,...,  I 

sont  ce  qu'on  appelle  des  intégrales  singulières.  JD  est  érn      ' 
dent  qu'elles  ne  seront  jamais  renfermées ,  comme  cas      ' 
particuliers >  dans  les  intégrales  obtenues  par  la  méthode      ' 
générale  que  nous  avons  exposée  ,  puisque  cette  métbodf 
suppose  essentiellement  que  les  fonctions   Fi,    F,,.... 
ainsi  que  leurs  dérivées  par  rapport  à  a:,  y,  x,  etc.. 
sont  finies  et  co\itinues,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  les 
quantités  L,  M,  N,.*-,  ou  quelques-unes  d'entre  elles, 
étaient  infinies  on  indéterminées. 

Éclaircissons  ce  qui  précède  par  un  exemple.  Le  sptème 
d'équations  différentielles 

a  —  r)d:»  =  (x  —  y)dt,     («  —  t)dx  =  (x  —  y)dt. 
dz  =:  (x  —  y  ^    tjdiy 
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a ,  comme  nous  Tavoiis  vu ,  pour  intégrales  générales 

on  a ,  par  conséquent ,  dans  ce  cas , 

L,  =  o,     M,  =   I,     N,  =  —   I,     P,  =  G, 
L,  =  j  —  X  —  I  •     M,  =  —  r,     N,  =  r,     P.  =  i  , 


L3   =    ; -,       M3    =    O,       N3    =    I  ,       P3    = ;; 

deux  de  ces  quantités  seulement,  L,,  P^y  peuvent  devenir 
infinies,  et  le  seront  réellement  si  Ton  a  z  =  f  :  .comme 
d'ailleurs  Fhypothèse  z  =t  donné  t  =  j*,  et  que  ren-* 
semble  de  ces  deux  équations  vérifie  les  équations  pro- 
posées sans  que  la  première  puisse  se  déduire  des  inté- 
grales générales,  en  donnant  aux  constantes  C| ,  Ci ,  Ct , 
des  valeurs  particulières,  cet  ensemble  ne  peut  être 
qu'une  solution  singulière. 

Nous  avons  vu  que  les  valeurs  particulières  a:  =  o, 
7=0,...,  formaient  un  système  d'intégrales  particulières 
toutes  les  fois  que  tes  fonctions  Fi,  Fi,«..,  étant  finies  et 
continues,  ainsi  que  leurs  dérivées,  on  avait,  quel  que 
soit  f, 

F,(r,o,o,..-)  =  o,     F.(/,  o,  o,.,.)  =  o,...j 

elles  ne  pourront  donc  être  des  solutions  singulières 
qu'autant  que  les  conditions 

M,  =r  00,     M,  =  5,...,     N,  =  00,     Nf  =  7,..., 

ou  du  moins  quelques-unes  d'entre  elles,  seront  vérifiées* 
210.  Supposons  que  les  valeurs 

forment  un  système  d'intégrales  singulières  des  équations 

dx  =  F.(f,  X,  r, .  . .)»     ^jr  =  F,  (r,  X,  y ,...),... , 
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et  posons 

les  écpiations  ^  =  o,  »  =  o  seront  des  intégrales  siogu- 
lières  des  nouvelles  équations  obtenues  par  cette  substi- 
tution et  qui  sont: 

^'(t)di  H-  rff  =  F.[r,^(r)  -f.  (,x{t)  H-  •...!, 


En  retranchant  de  ces  équations  ce  qu'elles  deviennent 
quand  on  y  fait  |  =  o,  on  trouvera 

Or  ^  =  o,  Y}  =  o,...,  ne  seront  des  solutions  singu- 
lières de  ces  dernières  équations  qu'autant  que  les  coeffi- 
cients de  dtj  ou  du  moins  quelques-uns  d'entre  eux,  de- 
viendront infinis  ou  indéterminés  pour  Ç  =  o,  17  =  o,..., 
ce  qui  n'aura  lieu  qu'autant  que  les  fonctions 

F.^i^W»  ;t:W.-l»    F.[^^W,  AsW»-l. 

et  leurs  dérivées,  deviendront  eUes-mèmes  infinies  et  in- 
déterminées ;  donc*  enfin,  les  valeurs 

ne  pourront  former  un  système  d'intégrales  singulières 
des  équations  différentielles  données,  qu'autant  qu'elles 
rendront  infinies  ou  indéterminées,  quelques-unes  an 
moins  des  fonctions  Fi,  Fs,...  et  de  leurs  dérivées. 
Cette  discontinuité  est  une  condition  indispensable,  mais 
elle  n'est  pas  suffisante,  en  ce  sens  que  certaines  valeurs 
qui  rendront  discontinues  les  fonctions  Fi,  Ft,...,  et  leurs 
dérivées ,  pourront  n'être  que  des  intégrales  pardcn- 
lières ,  comme  on  Ta  vu  dans  le  cas  d'une  seule  équation 
différentielle.  Nous  n'essayerons  pas  de  préciser  les  cârac- 


F.  =  F,  =  ^ ^,     Vi  =  X  —  X  +  i. 
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tères  distinctifs  des  intégrales  singulières ,  ce  problème 
est  trop  complexe  et  trop  peu  pratique  dans  le  cas  de 
plusieurs  variables.  U  sera  plus  facile,  dans  chaque  cas 
particulier,  de  chercher  si  les  intégrales  dont  la  nature 
est  encore  inconnue,  peuvent  se  déduire  ou  non  de  va- 
leurs particulières  attribuées  aux  constantes. 

Exemples  :  i^.  Reprenons  les  équations  différentielles 

dx  =  "LJZLldt,     dy  =  ^  "  ^dt, 
z  —  t      ^      '^  z  ---  t      ^ 

dz   =  (x  —  7  -+-    i)^,    • 

En  posant 

F.  =  00,     ou     F,  =  I, 

on  trouvera 

X  =  jr,      z  =z  i; 

ces  équations  satisfont  aux  équations  proposées ,  et  sont 
réellement  des  intégrales  singulières,  parce  que,  pour  les 
déduire  des  intégrales  générales,  il  faudrait  nécessaire- 
ment faire 

C.  =  o.     C,  =  r»     Ci  =  Xf 

ce  qui  est  impossible. 

a«.        dx=:yidt^     dy  =  a^dt^     F,  =/',     F,  =  *•; 
ces  fonctions  ne  peuvent  devenir  ni  infinies,  ni  indéter- 
minées, leurs  dérivéessont{j^"%  ï^c"   ,  et   deviendront 
infinies  pour  x  =  o,  j^  =  o  ;  ces  deux  valeurs  satisfont 
d'ailleurs  aux  équations  différentielles  données. 

Cherchons  les  intégrales  générales  :  on  a  d'abord  ,  en 
éliminant  £//, 

x^/ir  =  T^dy,     d'où    r  =x^ -\-C,     y<  =  (xî—  (^\ 


534  CALCUL    IRTÉGRAL. 

cette  valeur ,  substituée  dans  la  première  éipiation,  doime 
dx  _  ç*       dx 

On  tirera  des  deux  équations 

Il  f       dx 

^t=X.^C,,  i=zC,-hl        -7-. -77, 

les  valeurs  de  Ci,  C^  en  fonction  des  variables  ]  elles  sont 
donc  les  intégrales  générales  des  équations  données.  Cela 
posé,  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  x  =  o,  jr  =  o^ 
sont  des  intégrales  singulières  ;  en  effet,  pour  les  déduire 
des  intégrales  générales,  il  faudrait  faire  d'abord  d  =  o, 
ce  qui  donnerait 

^        f  dx       ^  1 

r=C,-h  /      -r  — C,  =  2x', 

et  pour  a:  =  o,  Cl  =  r ,  ce  qui  répugne  i  la  nature  de  la 
constante  arbitraire. 


TREMTE-Ql'ATniÈMF.    LSÇOM.  535 


TRENTEM^UATRIÈME  LEÇON. 


liitégrAiion  det  cfquatioot  linéaires  simnlUnées  du  premitr  ordre,  et  do 
quelques  autres  équations. 


21 1 .  On  appelle  équations  linéaires  simulianées  celles 
qui  ne  renferment  les  variables  dépendantes  x,  jr^  -^v) 
et  leurs  dérivées,  qu^au  premier  degré  seulement.  La 
forme  générale  de  ces  équations  est 

iix 

"i>  *i5»«»ï  "nî'-»»  \J*»*">  x*»»"*?  l-iï»»»?  T,,,..,,  étant 
des  fonctions  de  la  seule  variable  indépendante  t.  On  ne 
sait  pas  les  intégrer  en  général,  on  n'y  parvient  que  dans 
quelques  cas  particuliers. 

Considérons,  sous  une  forme  un  peu  dijOTérente,  les 
deux  équations 

M.^  -f-  N,J/  -4-  (P,^  -h  Q,r)rf/  =  r,dt, 
lUdx  -t-  N,^jr  -h  (P,x  -f-  q^y')dt  =  T^dt. 

Multiplions  la  seconde  par  d,  ajoutons-la  à  la  première , 
et  posons 

M.  4-  M,e  =  m,     N,  -f-  N,ô  =»  /i,      P.  -^  Vfi  =  p, 
Q,  -4-  Q.O  =  1/,      T,  -h   T.Ô  =  T, 
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il  viendra 

mdx  -4-  ndjr  4- 

/?x  -f-  «r  = 

r  Tdi, 

ou 

m(dx  -f- 

i^)^,{,^i, 

•)= 

Or,  si  en  posant 

X  -h 

on  avait 

dx  -f- 

y  =  "■ 

T<//. 


Téquation  précédente  se  trouverait  ramenée  à  ne  plus  être 
qu'une  équation  linéaire  à  deux  variables 

que  nous  avons  déjà  intégrée.  L'équation  de  condition 

d.^'L^  =  d(.^li) 
sera  satisfaite  si  Ton  a 

p  m  p  p         m 

p  m  p 

En  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations,  pour 
m,  n,  Pj  g  y  leurs  valeurs ,  et  éliminant  entre  elles  6,  on 
aura  la  condition  à  laqueUe  les  coefficients  de  FéquatioD 
proposée  doivent  satisfaire ,  pour  qu'elle  puisse  être  ra- 
menée à  une  équation  linéaire  à  deux  variables.  Si  ces 
coefficients  sont  constants ,  la  seconde  équation  sera  im- 
médiatement vérifiée,  la  première  deviendra 

M, -4-M,g_  P,  -h  P.g 
N.  -h  N.9  ~  Q.  -4-  Q,«' 
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€t  donnera  pour  0  deux  valeurs  0^^  9, ,  qui  conduiront  a 
deux  é<piations  linéaires 

du   -4-  iîi«  =  Ildiy     du  -k-  —  u  z=  —dt, 
ifij  fiii  ut}  fn^ 

que  l'on  intégrera  immédiatement.  En  substituant  dans 
ces  deux  intégrales,  à  a,  sa  valeur  x  +  -  y,  on  obtien- 
dra deux  équations  entre  a:,  y  y  et  deux  constantes  arbi- 
traires Cl,  Cl  qui  seront  les  intégrales  générales  cher- 
chées. Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  les  deux 
valeurs  de  0  sont  réelles  et  distinctes,  nous  examinerons 
plus  tard  le  cas  où  ces  valeurs  seraient  imaginaires  ou 
égales. 

212.  Considérons  maintenant  le  cas  où  Ton  aurait  à 
int^rer  n  équations  linéaires  à  coefficients  constants. 
On  peut  toujours  supposer  que  chacune  de  ces  équations 
ne  renferme  qu'une  seule  dérivée,  ou  qu^elles  sont  de 
la  forme 

dy  -h  {a^  -h   b^y  -f-  c^z  4-...)d5f  =  T,A, 

Multiplions  la  seconde  par  0,,  la  troisième  par  0s  v  m 
ajoutons -les,  et  faisons 

fl,    -f-    «A   -4-   «3^3   -1-...=   ô, 

T,  4-  ^,T,  -h  O3T3  -f-..    =  T, 
il  viendra 

dx  -h  O^dy  H-  Bidz  -f-  .  .  .ôx 

+  [(^i4-Mj-l-M3-4-..0/-H(<?x-4-c,ôa-hC3Ô34-...>-+-...K=T£/A 

Or,  cette  dernière  équation  deviendra  une  équation  li- 
néaire à  deux  variables 

du  -4-  ^udt  =  Tdt, 
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€t  aura  pour  intégrale 

Si  Ton  choisit  &,,  d„  9,,...,  de  manière  à  satisfaire  aui 
équations 

*.  -4-  M.  4-.  Ma  -h  . . .   =  «0.» 

e.  4-  c,Ô,   -h  C3Ô3  -+-...=  0©|, .  . , , 

qu'on  peut  écrire  comme  il  suit 

{K  -  0)B,  -h  Ma  -h  ...   =-  *., 

<^a^i  -h     [ci    —    ô)Ô3      -f.     ...     =—    C,  ,  .  .  .  , 

la  formule  x  =  __~ — *.    °"\  que  nous  avons  rappelée 

n?  107,  montre  immédiatement  que  le  dénominateur 
commun  de  6|,  0^^...  comprendra  le  terme  irréductible 

(*.  -  0)(c,  -  6){d,  -  ô) 

qui  est  du  degré  n  —  i,  par  rapport  â  0  ^  et,  par  consé- 
quent ,  en  substituant  pour  ces  coefficients  indéterminés 
Ofy  0iv  leurs  valeurs  dans  la  relation 

fl.    -h   fl.Ô,    -f-   ^3^3    4-...=    ^, 

on  obtiendra  une  équation  dans  laquelle  entrera  le  pro- 
duit 

qui  sera  du  degré  /i,  et  donnera  pour  0  n  valeurs.  Â  cha- 
cune des  valeurs  de  9  correspondra  un  système  unique 
de  valeurs  de  6^,  S,,  64,....  Ces  n  systèmes  substitués 
avec  0  dans  l'intégrale  obtenue,  fourniront  n  int^rale^ 
avec  n  constantes  arbitraires.  On  mettra  facilement  ce5 
intégrales  sous  la   forme  m»  =  6\  m,  =   C,...,  cl  elle? 
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formeront,  par  leur  ensemble,  les  intégrales  gëaéralesdes 
équations  diiTérentielles  proposées. 

Si  Ton  veut  que  pour  f  =  o,  a:,  y^  z,...  prennent 
les  valeurs  particulières  j^o»  /oj  ^o»"">  ^^  aura,  pour 
déterminer  les  constantes  Ci,  Ctv»  ^  équations  que 
Ton  déduira  de  l'intégrale  générale  en  faisant  t  =  tp,  et 
donnant  tour  à  tour  à  9  ses  n  valeurs.  Ces  équations  se- 
ront toutes  de  la  forme 

et  la  valeur  générale  de  C  sera 

C  =  e^Vo  -H  ^.Jo  -4-  Ô3Zo  4-..0J 

en  mettant  dans  l'intégrale  générale  pour  C  sa  valeur, 
elle  deviendra 

et  en  appelant  ô',  fl",...,  ô^"^  les  n  valeurs  de  6,  le  sys- 
tème des  n  intégrales  générales  des  équations  différen- 
tielles proposées  sera 

/(^,  ^,  y  y  .,    ^o,  ^o,  7o,... ,  ô')  =  o, 

SI  3.  Mais  ces  n  équations  ne  seront  distinctes  et  ne 
formeront  réellement  un  système  d'intégrales  générales 
qu'autant  que  les  «  valeurs  de  0  seront  réelles  et  inégales; 
voyons  ce  qui  arriverait  si  elles  éuient  imaginaires  ou 
égales.  Supposons  d'abord  que  deux  seulement  de  ces  va- 
leurs 9'  et  d"  soient  imaginaires,  comme  elles  sont  ra- 
cines d'une  même  équation,  elles  seront  conjuguées,  et 
si  l'on  a 

on  aura 
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Dès  lors,  si  la  première  des  intégrales 

^i (^  *,  r,  •  •  • ,    ^o,  ^o,  r..  • . .  »  ^)  =  o 
devient  i'  -H  w  W^— i  =  o ,  la  seconde  deviendra 


et  elles  se  réduiront  ensemble  aux  deux  équations  t^  =  o^ 
iv  =  o  ^  en  se  confondant,  elles  se  dédoublent ,  de  sorte 
que  leur  ensemble  formera  encore  deux  équations.  S'il  j 
avait  4)  6,  8, . . .  racines  imaginaires,  2,  3,  49-  •  •  inté- 
grales se  dédoubleraient ,  et  leur  ensemble  formerait  tou- 
jours un  système  de  n  équations  renfermant  n  valeurs 
initiales  ou  n  constantes  arbitraires. 

Voyons  maintenant  ce  qui  arrivera  si  deux  racines  de 
Féquation  qui  donne  0i  étaient  égales  entre  elles.  Comme 
le  premier  membre  de  l'intégrale  générale 

peut  être  représenté,  pour  abréger,  par  ^(0),  on  aura, 
en  désignant  par  ffetQf  =  Sf+h  deux  des  valeurs  de 9, 

et  par  conséquent  (f(ff)  =  o,  dans  le  cas  où  0*  devenant 
égal  à  d' ,  on  aura  A  =  o.  Ainsi ,  lorsque  deux  racines  sont 
égales  entre  elles,  deux  des  intégrales  se  confondent 

mais  on  voit  alors  apparaître  une  équation  nouvelle 

et  l'on  a  toujours  n  équations.  L'ensemble  de  ces  n  équa- 
tions formera  le  système  d'intégrales  générales  des  équa- 
tions différentielles  proposées.  Considérons  une  troisième 
racine  0*"  d'abord  égale  kff  +  h:  dans  le  cas  où  0"  =  ^« 
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OU  aura  i  la  fois 

p(V)  =  o,    ^'(V)  =  o, 

^(©'-f.  A)  =  ^(0')+*^'{e')-»-  ^  ^(C  +.A)  =  o, 

et  par  consÀjuent 

(p"{9'  -h  ih)  =  o. 

Donc  si  ff'  devient  aussi  égal  à  ff^  c^est-à-dire  si  A  =  o, 
on  aura  nécessairement  f^  (6^)  =  o.  Trois  des  intégrales 
se  confondent ,  mais  on  a  deux  équations  nouvelles 

^'((K)  =  o,     ^"(6')  =  o. 

On  prouvera  évidemment,  en  poursuivant  ce  raisonne- 
ment,  que  si  m  racines  ffy  9^v>  S^*'  sont  égales,  on 
aura  m  —  i  équations  nouvelles 

ç'((/)  =  o,      ^-(Ô0  =  o,...,      ^C-x)(ô/)  =  o, 

elles  remplaceront  les  m —  i  intégrales  qui  se  confondent 
avec  la  première ,  de  sorte  que  Ton  aura  toujours  n  équa- 
tions renfermant  n  valeurs  initiales  ou  n  consUntes  ar- 
bitraires. Si  dans  Tintégrale 


*-+- 


e.r+M^-...=  ^"^'[c^-y'VI-^T.o.-h...)^*'^^], 


on  ne  mettait  pas  pour  C  sa  valeur  en  fonction  des  don- 
nées initiales  et  de  0,  f\6)y  f 'C^)»*  •  -  seraient  remplacés 
par 


544  CALCUL    ISTÉG&AL. 

mant  chacun  une  constante  -,  Tenscmble 

formé  de  l'addition  de  ces  n  systèmes,  sera  le  système 
des  intégrales  générales  cherchées.  Pour  passer  de  ce  <:as 
plus  simple  à  celui  où  les  fonctions  Ti,  T,,...  ne  seront 
plus  nulles,  il  suffit  de  substituer  dans  ces  équations,  aux 
constentes  Ct,  Ci,...,  des  fonctions  de  x  tellement  choi- 
sies qu'elles  continuent  de  vérifier  les  équations  avcjc  leurs 
seconds  membres.  Or,  si  Ton  différentie  les  valeurs  de 
X,  rj  ^7-««  ^^^  1®®  substituer  avec  leurs  différentielles 

^     ^,   —  dans  les  équations  données,    et  qu'on  ex- 

prime  qu'elles  sont  satisfaites ,  on  trouvera 

C,.'.'^  +  C..V^-  +  ...=T. 

dt  dt 

et  ces  n  dernières  équations  donneront,  en  fonction  de  t^ 
les  valeurs  de  ^,  ^»  •  •  •  »  ^^  ^'^^  int^rera  par  de 
simples  quadratures,  etc. 

216.  Appliquons  ces  principes  à  quelques  exemples. 

,•.  dx^{a^x-^hrx)diz=1rdi,  dy^{a^x^b^y)dtz=z'ï,dt, 
multiplions  la  seconde  équation  par  ôj ,  ajoutons  et  posons 
a,  -h  fl,6,  =  ©,     *i  -h  M,  =  Ofl., 

il  viendra 

dx  -h  B^x  -h  ©(*  +  «.r)*  =  (T,  -h  e,T,)rfr, 
d'où  l'on  tirera,  en  intégrant, 
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9  est  d*ailleurs  donne  par  Fëquation  de  second  degré 
(a,  ^- 6)  (ft,  —  6)  =  a^bij  qui  fournira  les  deux  var- 
leurs  6'j  6",  et  par  suite  deux  intégrales 

Si  les   deux  racines  ff^   V  étaient  égales,  on  n'aurait 
«pi'une  seule  intégrale,  mais  on  lui  joindrait  Téquation 

que  Ton  obtient  en  différentiant  Fint^ale  unique  par 
rapport  à  fi',  et  C  considéré  comme  fonction  de  0\ 

On  pourrait  aussi ,  en  mettant  l'intégrale  unique  sous 

la  forme 

«  -h  Cj  =  f  (/), 

en  tirer  la  valeur  de  x,  x  =  9(f) — 6y ,  pour  la  sub- 
stituer dans  la  première  des  équations  données 

dx  -h  (fl,x  -h  h^y)dt  =  Tjdif, 
qui  deviendra 

Or,  cette  dernière  équation  est  linéaire  et  s'intégrera  im- 
médiatement. 

Exemples  :  Les  deux  équations 

4d:r  +  9<(r  +  (44*  -+-  49/)  ^'^  =  ^^t, 

Wr  -h   nrfjr  -+-  (34ar  H-  38/)  rf^  =  e'dt, 
ont  pour  intégrales 

:c='4t-  ^C+  Ce-^   -  Ce-'  -  ^, 
3  7  9 

73  9 

T.  II.  35 
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les  deux  racines  6^=  6,   ^  =  t  sont  inégales. 
Les  deux  équations 

Zdx  -f.  ^rf^r  -H  (  8x  4-  a4/)£i^  =  <?»'//!f. 
donnent ,  au  contraire  ,  d'  =  d'  =  4?  et  ont  pour  intégrales 

-  —  zL^t  i9  #.»/  C  te"**  -4-   C  e"*' 

*~25  36  '  ^      '        ' 

Pour  les  deux  équations 

4é£r  -h  gcTr  -4-  (2x  -f-  3ij^)dt  =  e'dt, 

3d:r  -h  74r  -h  (  «  4-  24r)^  =  3rfr, 

^  =  4  +  ^ — i»  9"  =  4  —  V — *  sont  imaginaires î  les  inté- 
grales générales  seront  données  par  Téquation 


r(cosr-V/rïsiiir)(4^7V/^f  p^'cosirff^V/.i  P**® 


iW^MX^'cos^dSf+l/Ii  p4'sin fa^Vc,+cy 
on  a  d^ailleurs 

c/  »7  •/  "7 
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Intégratioii  d*uno  équation  différentielle,  d^ordre  quelconque,  à  deux 
▼arUbles.  —  Principes  généraux.  —  Conditions  d^intégrabilité  d^une 
semblable  équation. 


217.  On  appelle  équation  différentielle  de  Tordre  n, 
a  deux  variables ,  Técpiation  qui ,  avec  les  variables ,  ren* 
ferme  leurs  dérivées  jusqu^à  celles  de  Tordre  n  inclusive- 
ment. La  forme  générale  de  ces  équations  est,  en  sup- 
posant qu'il  n'y  ait  qu'une  seule  variable  dépendante , 

ou ,  en  résolvant  par  rapport  à  -y^ , 

« 
^y  ^f(^     ^     dy     d-y^  d^2y\ 

d^  ""-^V  ^'   ilx*''"'  lùF^J' 

Ejk  joignant  à  cette  équation  les  n  '—  i  relations  connues 

dx=ydx,  dy'=fdx,  df  =zy^dx,...,  dyC^*)  =y('^-)dx, 

on  aura  un  système  de  n  équations  différentielles  simul** 
tanées  du  premier  ordre 

dy  =  y'dx,     dy  =  y"dx, .  .  . ,      rf/-"»  =  y^'^^^^dx. 

En  int^ant  ce  système  d'équations  par  les  méthodes 
que  nous  avons  indiquées ,  on  obtiendra  les  valeurs  des 
Yf  y^'j  J"^""*^  6^  fonction  de  n  constantes  arbitraires} 

35.. 
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la  valeur  ainsi  obtenue  pour  j^ 

y   =  (p{x,    C,    C,    C3,...,    C), 

sera  Tintégrale  générale  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée \  on  en  tirera 

318.  n  est  facile  de  prouver  que  Tintégrale  générale 
renfermera ,  en  réalité ,  n  constantes ,  c'est-à^lire  toutes 
les  constantes  que  renfermaient  les  intégrales  des  équa- 
tions simultanées.  En  effet,  si  Tune  de  ces  constantes,  C, 
par  exemple ,  manquait  dans  la  valeur  dey,  elle  manque- 
rait aussi  dans  les  valeurs  dey,y,  j^f""*^ ,  et ,  par  consé- 
quent, elle  ne  ferait  pas  partie  des  intégrales  générales 
des  équations  simultanées ,  ce  qui  est  contre  Thypothèse. 
En  supposant  qu'on  donne  les  valeurs  y^^  y\^  J^»*--» 
y^o"^*\  de  y  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées,  corres- 
pondantes à  Xo,  on  pourrait  déterminer  exactement,  ou 
par  approximation,  en  fonction  de  ces  valeurs  initiales, 
les  intégrales  des  équations  simultanées,  et,  par  suite, 
l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  de  l'ordre 
n\  on  en  conclura  que,  dans  cette  dernière  intégrale, 
on  peut  regarde!*  les  constantes  arbitraires  comme  étant 
les  valeurs  initiales  de  la  fonction  cherchée  y  et  de  ses 
dérivées.  De  plus,  comme  les  équations  simultanées  n'ad- 
mettent qu'un  seul  système  d'intégrales  générales,  il  en 
sera  de  même  de  Téquation  différentielle  de  l'ordre  n.  H 
résulte  de  ce  qui  précède,  1°  que  l'intégrale  générale  d'une 
équation  différentielle  de  l'ordre  n  renferme  nécessaire- 
ment n  constantes  arbitraires  \  %^  que  toute  équation  en- 
tre X  ^l  y  qui  satisfait  à  une  équation  différentielle  de 
l'ordre  n,  en  est  l'intégrale  générale  quand  elle  renfenne 
n  constantes  arbitraires. 

219.  Les  divers  systèmes  d'intégrales  singulières  de  ces 
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mêmes  équations  simultanées  fourniront  les  intégrales 
singulières  de  Téquation  de  Tordre  n.  Gomme  pour  ces 
équations  simultanées,  les  fonctions  Fa,  F^,...  (n°  901), 
sont  précisément  la  fonction  y  et  ses < dérivées  j^',  y',..., 
y^"^^^^  que  nous  supposons  finies  et  continues,  elles  ne 
pourront  devenir  infinies  ou  indéterminées,  et  par  con- 
séquent les  intégrales  singulières ,  si  elles  existent ,  ne 
pourront  être  que  les  valeurs  de  y  qui  rendront  infinie 
ou  indéterminée  la  fonction  y  [x,  y^  JK'vj  J^^"*"*^]?  ^^ 
ses  dérivées  par  rapport  à  y^  y\ .... 

Nous  avons  vu  que,  dans  certains  cas,  les  solutions  sin- 
gulières des  équations  simultanées  étaient  plus  étendues 
que  les  intégrales  générales,  qu'elles  pouvaient  renfermer 
un  plus  grand  nombre  de  constantes,  et  même  des  fonc- 
tions arbitraires^  il  n'en  sera  pas  ainsi  dune  équation 
difierentielle  de  Tordre  n.  En  efiet,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire ,  les  intégrales  singulières  de  ces  équations 
devront  toutes  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme 


^[*,  r,  r',-..,  r^*"'>J 


ou 


c'est-à-dire  qu'elles  seront  une  solution  particulière  ou 
singulière  d'une  équation  difiSérentielle  de  Tordre  n  —  i , 
et  ne  pourront,  par  conséquent,  renfermer  plus  de  con- 
stantes que  n'en  comporte  l'intégrale  d'une  équation  dif- 
férentielle de  Tordre  n  —  i . 

En  poursuivant  ce  raisonnement,  on  descendra,  de  de- 
gré en  degré,  jusqu'à  l'équation  diiférentielle  du  premier 
ordre  dont  l'intégrale  renferme  au  plus  une  constante,  et 
il  sera  démontré  que  les  solutions  singulières  de  Téqua- 
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don  différentielle  de  Tordre  n ,  ou  ne  renferment  pas  de 
constantes  arbitraires,  ou  en  renferment  moins  de  n. 

390.  n  résulte  de  ce  qui  précède  y  que  dans  le  cas  oà  la 
fonction  f  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  déri?ées 
par  rapport  à  y,  y\  J^"vî  H  existe  une  fonction  jr  de 
X  qui  vérifie  Féquation  différentielle  de  Tordre  n, 

et,  de  plus,  prenne,  ainsi  que  ses  dérivées,  pour  x=:Xo, 
des  valeurs  déterminées  y^^  y\y  J^v  Mais  on  peut  se 
proposer  un  autre  problème  :  on  peut  rechercher  les  ca- 
ractères auxquels  on  reconnaîtra  que  la  fonction 


d^\ 


• 


»  !/*•; 


est  la  dérivée  exacte  d'une  certaine  fonction  primidre. 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  quelles  sont  les  condidons 
d'intégrabilité  de  cette  fonction.  Euler  a  le  premier  ré- 
solu ce  problème-,  le  premier  il  a  démontré ,  par  des 
considérations  tirées  du  calcul  des  variations,  ce  théo- 
rème remarquable  :  pour  que  la  fonction 

F[^.  y.  y.  y\  r^*"'>],... 

soit  une  différentielle  exacte,  il  est  nécessaire  et  il  sufEt 
qu'en  posant   M  =  D,F,   N  =  D^F,  P=D^,F,...,  ou 

on  ait     fN  —  DJ>  -+-  DiQ  —  DJR  +  . . .  =  o, 
ou       D^F  —  D,D^/F  —  D;D,-F  — . . .  =  o. 

LexeU,  Lagrange  et  Poisson  semblent  avoir  ignoré  qu^ih 
1er  avait  établi  non-seulement  que  cette  condition  était 
nécessaire ,  mais  encore  qu'elle  était  suffisante,  et  ils  ont 
essayé  d'y  suppléer.  La  démonstration  de  Lagrange  sup- 
pose Temploi  de  séries  très-compliquées  et  dont  ricu  n« 
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prouve  la  convergence.  La  formule  de  Poisson  scmA're  des 
exceptions  nombreuses^  enlèvent,^  k  la  métUode,  la  gé«^ 
néralité  qu'il  lui  attribuait.  M.  Bertrand^  aspirant  ingé^ 
nieur  des  Mines ,  vient  de  publier,  sur  les  conditions  d'in- 
tegrabilité,  un  Mémoire  remârquablo  qui  fait  partie  du 
XXVUT"^  cahier  du  Journal  de  f  École  Polytechnique. 
Après»  avoir  reWvë  Terreur  historique  de  Lagrange  et  de 
Poisson,  et  modifié,  de  manière  k  la  mettre  à  Tabri  de 
toute  objection,  la  démonstration  qu*Eu)er  avait  déduite 
du  calcul  des  variations,  M,  Bertrand  établit»  par  un  pm- 
G^é  simple  et  ingénieux,  la  formule  de  Poisson. 

M.  Binet,qai  avait  remarqué  les  inconvénients  de  cette 
formule,  est  parvenu  à  les  éviter  en  établissant,  à  Tafidc 
d'une  méthode  qui  repose,  en  partie,  sur  le  [wocédé  em- 
ployé par  M.  Bertrand,  une  formule  nouvelle  qui  ren- 
ferme celle  de  Poiss<m>  quand  cette  dernière  n'est  pas  en 
défaut* 

Daps  la  fonction  F  on  F[a:,  j,  /',  y ',...,  y^"^\  faisons 
y  =3:  a  +  PP^9  u.  et  ^  étant  des  fonctions  indéterminét^s  de 
.r,  dofUt  nous  pourrons  disposer  plus  tard,  et  a  une  nou- 
velle variable  indépendante  de  x,  nous  aurons       * 

yasT/Z-f-iM;';,        y=:a"-f-*i^,...,         ^(«^  =:/t(-;  ~h  «i*  "% 

En  difSèrentiant  par  rapport  à  a^  et  désignant,  pour  abré- 
ger, par  F(«t'),P(«p'),...  les  dérivées  de  F,  prises  pai- 
rapport  ^  w  -I-  «>',  u'-f-«fV',...,  on  aura 

on  intégrera  cette  équation  depuis  «  =  o,  et  Ton  aura 

«/o 

Si,'(hiM  cette  denrière  ë«{aaUoii,  après  ftv<^r  fait  «ae  i, 
on  raaiarqne  que  , .       .      .     < 

/{i)=  F{.r,rt  -H .-,•«'  +  f',, . .),  */(o)  =  Vlx,  H,  «',...),  . 
T.  II.  35* 
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on  trouvera 

L'exactitude  de  cette  formule  suppose  seul^nont  que  les 
fonctions 

F  (j:,u,  «',...),  F'(^..),    F'(«.'),.,.,r{^(M,..-' 
restent  finies  et  continues,  par.  rapport  à  a,  entre  les  limi- 
tes o  et  I  :  or,  on  pourra  toujours  satisfaire  k  ces  condi- 
tions en  choisissant  convenablement  la  foncticm  u.  Simiin- 
tenant  on  multiplie  par  ^o:,  etqu'on  intégre,  on  trouvera 

^JdxF{x,  K,  u',,..)^fdj:f  \u  [vV^ui')  -^  p'FV'} -+-.-] 
=:  fdx¥(xy  1/,  /*',...)-+-  r^pZr[pF'  H  -f-  p'F'(«p7  -f-...]. 
D'ailleurs,  Tintëgration  par  parties  donné 
jdx^'V  (au')  =  jdt^r  [mu')  =  vr{uv  'j  —  fi^dx  D,  F  (xp% 

fdxu'T{ccp'''):=p*'r{^p''}^p'Tyj,r(mP'''.) 

H-  p  Di  r  (^i.^')  --  Çpdx  DiF'  (»>•';, 

Eu  substituant,  on  trouvera 

jd«V{x,  tt-j^P,  «'4-«/,...)=  AicF(j?,  «,  «',•.•} 

4- ...-^Jj£/*/i^^[F{««)~D,F'(«p')-^Dir(«i»'') -....]. 
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La  foiictvaii  Mm»  le  sigae  f\'dx^  savoir,        ^ 

•   {F''(*f')-^D,,P'(«^)-HDîF'(«p"}  — ..;], 

n'est  autre  qae  la  fonction 

F'(/)-PxF(j')^^DÎF'(j")-...±:D:;F(/^'«^^ 

dans  laquelle  on  aofait  sub^tûé  u  +  ^^  à  la  place  àjèj. 
Si  donc  la.fonctioa  proposée  est  telle  que  Ton  ait  identi* 
qaement,  quel  que  soit  j",  «  ^ 

il  en'  résultera  que  la  partie  sous  le  sfgiie  Jvdx  ^ra 
nulle  :  Téquation  précédencé  ne  renfermera  plus  d'inté- 
gration à  effectuer  relativement  à  .  x  ^  et  Tintëgrale 
/rirF(jr»  «-1- 1/,  «'' +  t^v)^  o«^  ^  qtiî  revient  au 
même,  en  mettant  pour  y  sa  valeur  y  —  w ,  Tintégirale 
fdx^[x^j^  r\ . . .,  /^"^  j,  se  trouvera  exprimée  par  de  sim- 
ples quadratàrsa,  t  ost-à-dîre  au  moyen  d'intégrales  défi-  . 
nies  priiseë  depuis  a  ^=so^  jusqu^à  a  =  i . 

221.  Réciproquement,  si  l'expression  ' 

'    F[.r,'r,  r '...-•»   r ('•>],      ^• 
est  intégrable ,  on  devra  avoir  identiquement  ^ 

Dans  ce  cas,  en  effet,  Vmlégvàla:  JF (x^  f^ y  y..  .^  y^"')fJjc 
pourra  être  obtenue,  et  sera  une  certaine  fonction  o?  de  x^ 
Tî  J^•••^^'^'*"'*^  àe  sorte  que  Vqn  anra  identiquement 

Subsiitucma,  avecLagrange,  dans  cette  équation  identique^ 
/+€<^  à  la  place  de  y^  6  étant  une  variable  indépen- 
dante àeXf.eti^  ime  fonction  quelconque  de  x-^  on  aura 
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91  Ton  ^Stièrçnne  par  rapport  à  € ,  en  réoMuqtnM  «pK* 
îl  viendra,  en  employant  encore  U  not&tîoKL  abrégée, 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  6^ou  pourra 
£ûre  S  =  o,  et  l'on  aura>  qaeh  que  soient  i^  et  r, 

tl  ràmlte  de  cette  •dernière  équàUon  que  l'expression 

devra  être  une  jdërivée  exaibte  quand  F  en  sera  une.  Or 
si  dans  les  équations  qui  donnaient  / dxv'F'{ai^']* 
/rfjfi>*F(a  >^"),  on  substitue 

y,j\j\...  à  «.+  «v,  «'rl-^»'^  tt^  +  tfi/,...-,  puis 
qu'on  dîfférentie  par  rapport  à'  ir,  on  trouvera 

ctTéquation  (C)  pourra  se  mettrç  sous  laftniie 

u  et  V  étant  des  fonctions  diéterminéesw  Le  premier  mew- 
bre  de  cette  dernière  équation  doit  être^  ainsi  que  le  » 
cond ,  une  différentiieUe,  exacte  ^  mais  il  ne  peut  IVtn'; 
puisqu'il  contient  u  sans  reAfermer  sa  dérivée,  il  ^^^^ 
^onc  que  les  deux  membres  de  cette  équaXion  ideotiqut' 
soient  nuls  à  la  fois,  ci  Ton  aura  nécessairement 

ou  mieux  D^F  —  D,DyF  +  DiDr«F =o. 

La  seule  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  tjo*^ 
Texprcssion  P(a:,  j^y\y",.,*)dx soit  une diflerentie"*^'      | 
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exacte  et  immédiatement  intégrable ,  est  donc  que  Vtm 
ait  identiquement 

De  plus,  quand  cette  condition  .est  satisfaite,  on  a 

H-  c  J^'rf-[F'(«P')  -  D,F'(«P")  -h. . .] 

et  Tintégration  de  l'expression  F(x,  y^  y\  y" y . .  .)dx 
est  ramenée  à  de  simples  quadratures. 

Si  dans  Féquation  (A)  on  fait  k  =  o,  et  par  suite 
li'  =  o,   m"  =  o, . . . ,  il  viendra 

/f(x,  r,  y,r\...)dx  =  jF{x,o,  0,0,... )dx 

-+-r  r[F'(r')-D,F'(r")  +  -..]^* 

*/  o 
'^^'Jo   ^^'^-^"^  -D,F"(j^")-|-...]^, 

C'est  la  formule  de  Poisson,  mais  elle  manque  de  géné- 
ralité; elle  devient  inexacte  quand  F(x,  o,  o,..,)  devient 
infinie  ou  indéterminée ,  ce  qui  arrivera ,  par  exemple , 
si  Ton  prend 

F(x,  r.  r',...)  =  «  +  ^-^'-^,-.-, 

et  dans  une  infinité  d'autres  cas.  Comme  la  formule  de 
Poisson  n'est  au  fond  que  la  série  par  laqueUe  Lagrange 

représente  l'intégrale  JFdx,  celte  série  sera  elle-même 
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défectueuse  si  F(x,o,o,o)  est  infinie  ou  indétermiuée. 

L'emploi  de  la  fonction  u  fait  éviter  cet  écueil  en  faisant 

disparaître  la  discontinuité  des  fonctions. 

Exemples  ;  i°.  Si  F  est  fonction  des  seules  variables 

jc,  j^  on  aura 

d¥  =  Mdx  -+■  NûT/; 

la  condition  d'intégrabilité  se  réduira  à  N  =  o.  Frlx  ne 
sera  une  différentielle  exacte  qu'autant  que  F  ne  renfer- 
mera point  jr,  ce  qui  est  évident  à  priori. 

a«.  Si  F  =  M  +  Nj'  =^{Mdx  +  N^r)»    on  aun 

et  Ton  en  conclura  que  Mrfx  +  ^dy  sera  une  différcD- 
tielle  exacte  quand  on  aura 

~di   '^  -"^  '^'^di'^'^^    -*"' 
ou 

^■"^""''' 

ce  que  nous  savions  déjà. 

3^.  Pour  mettre  mieux  en  évidence  la  simplicité  ei  U 
vérité  du  théorème  d'Euler,  procédons  à  posteriori. 
Supposons  que  Ton  ait 

l¥dx  =  ^,     onentirera     F  =  ^ -iL-^-f^, 


et  Ton  aura  bien 
] 
ce  qui  devait  être. 
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222.  Diaprés  ce  que  nous  avons  .vu,  lorsque  la  condition 
d'întégrabilitë  est  remplie,  Tëquation  qui  donne  la  valeur 

de  réimpression   1    '  ¥dx  se  réduit  à 

t/Xo 

Concevons  actuellement  que,  sans  changer  la  fonction 
de  X  que  représenter^,  on  di£férentie  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation  par  rapport  à  Xi  qui  est  arbi- 
traire :  il  viendra 

F[*.,  X ,  r'."-o]  =  g., 

et  par  conséquent,  en  supprimant  les  indices,  on  voit 
qu'indépendamment  de  toute  relation, particulière  entre 
j  et  x,  F  est  la  dérivée,  par  rapport  à  x,  de  la  fonction 
9,  dans  laquelle  on  considérerait  les  quantités  relatives  à 
la  limite  Xq  comme  des  constantes,  et  où  Ton  supprimerait 
les  indices  de  celles  qui  se  rapportent  à  la  limite  Xi^  on 
en  conclura  immédiatement  que,  pour  effectuer  l'intégra- 
tion dans  le  cas  où  la  condition  d'intégrabilité  sera  rem- 
plie ,  il  suffira  de  donner  à  la  fonction  y  une  forme  par- 
ticulière telle  que  Ton  puisse,   à  Taide  d'un  nombre 
convenable  de  paramètres  ou  de  constantes  arbitraires, 
disposer  des  valeurs  extrêmes  de  cette  fonction  et  de  ses 
n  —  I  premières  dérivées  relatives  à  une  des  limites  de 
Tintégration.  L'intégrale  ne  se  trouvera  dépendre  que  de 
ces  valeurs  extrêmes  et  de  celles  qui  se  rapportent  à  l'au- 
tre limite ,  lesquelles  devront  être  considérées  comme  des 
constantes;  et,  en  remplaçant  les  premières  par  x,  j^ 
J' •  •  •  1  J^"~'^ ,  on  aura  l'intégrale  cherchée. 

Exemples  : 

F  =  20?  H-   ^>  »   -h   2.i'.>- v'    H-  xy"    H-  x^y'"  —    y'  ; 
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posons 

X  =:  a  -h  bx  ^-  c^\ 
d^où 

y  =  b  -^  ncx,      y"  =  2C,      y"  =  o, 

il  faudra  intégrer  cette  expression  entre  les  limites  i», 
Xi]  or 

f'nxdx  =  x]  —  xl, 

J*(fl-h  bx'i-cx*ydx=zxj{a'{-bx^'hcx\)*'^xj[a  -h  bx^-hcj;' 
xt% 

—  /     '2x{b^-2cx)  (a  -h  Ax-+-  cx*)dx; 
en  ajoutant  et  remarquant  que  l'intégrale 

/     'a«(^  -f-  2cx)  (a  4-  ^x  -♦-  cjr»)<& 

disparaît,  il  vient,  après  quelques  réductions^ 

xj — or  J  —  ^(x,  —  Xo)  -h  x,(<f  -i-  6x,-H  <^Jp;)*—  Xo(a-hAxo-h«:',''- 

Il  reste  à  introduire  dans  cette  expression  les  valeurs  ex- 
trêmes de  jr  et  de  ses  dérivées  y\  y^\  or,  on  a 

flH- ôx,  -+. ex;  =  /î ,     b—  jr\  —  ar>» 

en  substituant ,  regardant  comme  constantes  les  ytkoif 
initiales a:o,j^o»  / o»/o»  et  changeant ari, y „  y,,/,,*»^^» 
y^y^y^  on  aura  définitivementpour  Tintégraledierchée, 

X*  •+-  xy  —  xx'  -h  x»j"  -f-  c. 

Au  lieu  de  ox*  +  &x  +  ^9  on  aurait  pu  employer  toute 
autre  fonction  telle  que  le  nombre  de  ses  constantes  pe^ 
mit  de  disposer  arbitrairement  de  jr  et  de  ses  deux  pre- 
mières dérivées.  L'habitude  du  calcul  indiquera,  <bns 
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chac[iie  cas  particulier,  la  fonction  que  Ton  doit  choisir 
pour  rendre  les  intégrations  plus  faciles. 

223.  On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  les  con- 
ditions que  la  fonction  F  doit  remplir  pour  être  intégrable 
un  certain  nombre  de  fois,  indépendanmient  de  toute 
fonne  particulière  attribuée  à  y.  En  effet,  comme  on  a 

JdxjFdjf  =z  X  ffdc  —    fxFdx, 

et  que,  par  hypothèse,  /F^a:  est  une  différentielle  exacte, 
la  fonction  F  sera  deux  fois  intégrable  si  Ton  a 

En  développant  le  premier  membre,  et  ayant  égard  à  la 
première  équation  de  condition 

D^F  —  D,  D^/F  -K  DîP;.i.F  -»-...=  o, 

on  trouvera ,  pour  la  seconde  condition  cherchée , 

D^F  —  2iD,D,,P  +  3DÎD^F  ^-...=  o. 

En  partant  de  Féquation 

fdx  fdx  JFdx  =  —  JFda:  —  x  jxFdx  -+-  i    (wx^dx^ 

on  trouverait  de  même  que  F  sera  trois  fois  intégrable  si, 
en  outre  des  deux  équations  déjà  obtenues ,  on  a  iden- 
tiquement 

Dy.F ^  D,Dv«F  -h  2:-DÎ DyiT  F  H-. . .  =  o. 

■^  i.a        '  1.2         ^ 

En  général,  la  fonction  F  sera  m  fois  intégrable  si  Ton  a 

^      _      (m-+-i)iii...a^  ^        ^ 
D,Ui)  F  —  V,     y  J D,  D,<-H..)F 


1.2.3. • ,m 

1 .2.3.  •  .Ht 


W  .  O DiD/f+oF  •+....=  o. 
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Cette  formule  a  été  donnée  d'abord  par  Lexell  *,  on  en  dé- 
duit toutes  les  conditions  précédentes  en  donnant  i  m 
toutes  les  valeurs  depuis  o  jusqu'à  m  et  remarquant  que 
jr(®>  =  jr.  On  en  conclut  que  les  conditions  qui  expriment 
que  la  fonction  F  est  n  fois  intégrable ,  ou  que  Fd!x"  est 
une  différentielle  exacte  de  Tordre  n,  sontau  nombre  dan. 
n  est  de  plus  évident ,  d'après  la  manière  dont  nous  y 
sommes  parvenus ,  qu'elles  ne  sont  pas  seulement  néces- 
saires, mais  de  plus  suffisantes. 

224.  On  étend  sans  difficulté  ces  raisonnements  i  tme 
fonction  différentielle  d'un  ordre  quelconque,  et  d'an 
nombre  quelconque  de  variables  jr,  z,. .  • , 

Remplaçons  en  effet,  dans  cette  fonction,  j^  par  Ui  +^h 
z  par  Ut  +  af^i,...,  et  dé^gnons  -parf^x)  le  résultat  de 
cette  substitution,  en  sorte  que  l'on  ait 

En  différentiant  d'abord  par  rapport  â  a ,  puis  int^rauK 
entre  les  limites  a  =  o  et  a  =  i ,  on  formera ,  comme  d- 
dessus,  l'équation 

F(«,  r,  y,  y\"'f  «,  «„z",...)  =  F(x,a,,  a,,...,  «,,  «',,••. 


-j. 


*^hF'(.P.)-hp;  F'(cl^)^-etc..  ]. 


En  multipliant  par  dx^  intégrant  par  rapport  à  jt,  en- 
tre les  limites  Xq,  Xi,  et  réduisant  à  l'aide  de  l'intégration 
par  parties,  on  décomposera  le  5econd  membre  en  deux 
portions  :  l'une,  ramenée  à  de  simples  quadratures,  et  qui 
dépendra  uniquementdes  valeurs  extrêmes  de  x^y^jy" 
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z^  z',...,  mais  nullement  de  la  forme  des  fonctions  (^i, 
i',,...^  Tautre,  formée  d'intégrales  doubles,  dépen- 
dantes de  la  forme  des  fonctions  t^i,  t^t  V9  qui  sera 

/^*^Jl,<ic[F'(«i'.)-I>xF'K)H-DÎF'K)  -^.....] 


■i>/^' 


et  qui  devra  nécessairement  s'évanouir  pour  que  /  ¥(x)dx 
soit  une  diiTérentielle  exacte  ou  soit  immédiatement  in- 
tégrable.  Comme  d'ailleurs  les  fonctions  i^,,  (^9,...  sont 
entièrement  indépendantes  les  unes  des  autres,  on  devra 
avoir 

T'(mp')  -  D.F'K)  -h  T)1¥'(mp])  -^...==  o, 
F'ixi^,)  -  D,F'K)  -h  DÎF'KJ  -...=  o, 

ou ,  ce  ({ui  revient  au  même , 

F'{7)  -  D.F'(j')  H-  Dj;F'(^")  -...=  o, 
F'(z)  -  D,F'(3')  -h  DiF'(«")  -...=  o, 

ou  mieux  encore 

D,F  —  D,p^,F  -+-  DJD^F  —...=:  o, 
1>,F  -.  D,D,iF  -f-  DiD,^F  — ...=  o. 

225.  Terminons  par  quelques  rémarques  dues  à  Euler. 
En  multipliant  par  da:  le  premier  membre  de  Téquation 
de  condition 

Dj.F  —  D,D^.F  -h  D^JDy^F  —   ...   =0, 
que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit 

N  —  D,P  -h  DÎQ  —  D}R  -h   ...   =0, 
ei  intégrant ,  il  vient 

jNrfjr  —  p  -+-  D,Q  —  DiR  ^  Di  S  —  elc  =  C,; 
T.  H.  36 
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et  Ton  en  conclut  que  Nd[r  est  une  diflërentielle  exacte 
tn  même  temps  (pie  ¥dx.  Multipliant  de  nouveau  par  dx 
et  intégrant,  on  aura 

fdJf^dx  —  P)  -H  Q  — D,R -hDiS— ...=C.x+C,; 

donc,  dx(  fîidx  —  P  j  est  encore  une  dîffërentiellr 
exacte.  Il  en  sera  de  même  de 


de 


donc,  si  F  désignant  une  fonction  de  or,  jTj  jr\  /',.-» 
y^''^  l'expression  Fd!r  est  immédiatement  intégrable,  en 
posant 

V  —  J^dx^P,     q---jPdx  =  Q^     R— /Ç£te=iï,..., 

les  expressions  îidxy  Pdx,  Qdx^  Mdx,, . .,  seront  eUe»- 
mèmes  immédiatement  intégrables ,  ou  seront  des  difl!^ 
rentielles  exactes  indépendamment  de  la  forme  de/«  I^ 
manière  dont  nous  sommes  arrivés  à  cette  condusion 
prouve,  de  plus,  que  réciproquement,  si  ces  diverses  ex- 
pressions sont  des  différentielles  exactes,  il  en  sera  de 
même  deFdx\  et  comme  on  a  d'ailleurs 

N  =  D^F,     P  =  D^F,     Q  =  D^.F, 

on  en  conclura  facilement  que  si  Fd!r  est  une  différen- 
tielle exacte ,  il  en  sera  de  même  de 

i/jrD^F,     r/xDjF,     e/xD/F,.... 
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Le  nombre  des  fonctions  P,  Q,  R,...  étant  égal  au  nom- 
bre qui  indi(pie  Tordre  de  Téquation  différentielle,  les 
fonctions  P^  Q^  R  qui  en  dérivent,  devront,  après  un 
certain  nombre  de  dérivations ,  s^évanouir  ou  devenir  des 
fonctions  de  la  seule  variable  x. 


^x^,»./F^  =  i<^^. 


d'où 

xy"  x^y"       "^  X  xy"^ 

x»7"  ■*"  x  xy"^ 

.(■+4/')V^4-r^'  _  3jy^\/i+y       lyV^^iy*^      SyyyV/i^y'*^ 

on  trouvera 

«  =  R  —    jfçrir  =  o      • 


36.. 
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TRENTE-SEOEME  LE€OI\. 


Propriétés  (^énéflcs  et  intégration  des  équations  linéaires  de  Tordre  « 
&  coefficients  Tarlables  ou  constants ,  avec  on  sans  second  membre. 


226.  L'équation  différentielle  linéaire  de  Tordre  n  est 
celle  dans  laquelle  la  variable  indépendante  j^  et  ses  dcri- 

vëe8y'=D,y,/=D,'/.r'=Dir.-,y"'=Dxy"'.- 
entrent  au  premier  degré,  et  ne  sont  pas  multipliées 
Tune  par  Tautre.  La  forme  générale  de  cette  équation  est 

(i)    D*  r  4- A.  D^'  y  -H  A.dT"  r...-hA*-.D,/-hAo^=X..., 

Ai  y  Atv«*9  An,  X  étant  des  fondions  de  la  seule  yaria- 
ble  X.  On  ne  sait  pas  intégrer  généralement  cette  équa- 
tion 9  mais  on  a  pu  mettre  en  évidence  plusieurs  pro- 
priétés remarquables  qui  rendent  plus  accessible  le  pro- 
blème de  son  intégration. 

Première  propriété.  L'intégration  de  Téquation  diffé- 
rentielle de  Tordre  n  avec  second  membre  X,  peut  tou- 
jours être  ramenée  à  Tintégration  de  cette  même  équation 
sans  second  membre 

D"r-+-A.D"  V-l-A,D7"r-t----+-A.,,D,r-+-A«/=o. 
Démonstration,  Faisons^  :=  Ui  f  f^tdXy  Ut  et  t*,  ëuni 
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deux  fonctions  indéterminées  de  j: ^  comme  on  a,  en  vertu 
d'une  formule  connue, 

,U0  =  pd"«4--  dJ   'liDxt^H-'"^^""  '^p]^*kd)  V  •+■  ...  -H«D,p, 
ou  aura  généralement 

M  /'  «r-l  ;||^/^/.^|)        «—a  -rv*"' 

•/  1.2 

et,  en  substituant  dans  Téquation  (i),  pour  jr  et  ses  déri- 
vées leurs  valeurs ,  on  trouvera 

Bi ,  Bi,...,  B„_i  éunt  des  fonctions  déterminées  de  x  et 
de  Kl.  Cela  posé,  si  Ton  sait  intégrer  Téquation  linéaire 
sans  second  membre,  on  pourra  choisir  i/j  de  manière  k 
satisfaire  a  Téquation 

d"»,  H-A,d]     ii,4-A,D,      «,+...4- An.,D,a,-f-An«,  =o, 

ce  qui  fera  disparaître  le  coefficient  de  /  i^idx  et  ramè- 
nera immédiatement  l'intégration  de  Téquation  d'ordre 
n  avec  second  membre  à  l'intégration  d'une  équation 
de  même  forme ,  mais  de  l'ordre  n  —  i .  Dans  cette  nou- 
veUe  équation,  on  fera  î^i  =i  u^f  i^tàx^  et  l'on  n'aura 
plus  à  intégrer  qu'une  équation  de  l'ordre  n  —  i  sans 
second  membre,  avec  une  équation  de  l'ordre  n  —  a  avec 
second  membre.  Par  une  série  de  substitutions  semblables, 
on  abaissera  de  plus  en  plus  l'ordre  de  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  jusqu'à  ce  qu'on  l'ait  réduit  à  l'unité. 
Donc,  lorsqu'on  sait  intégrer  l'équation  linéaire  d'ordre 
n  sans  second  membre ,  l'intégration  de  l'équation  avec 
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second  membre  se  trouye  elle-même  ramenée  à  Tint^gn- 
tiou  toujours  possible  d'une  équation  différentielle  linéaire 
du  premier  ordre,  et  peut  par  conséquent  être  réalisée. 

227.  Deuxième  propriété.  L'intégrale  générale  de  Fé- 
quation  différentielle  linéaire  de  Tordre  n,  avec  second 
membre,  se  déduit,  au  moyen  d'une  intégrale  multiple, 
des  intégrales  de  n  équations  différentielles  linéaires  sans 
second  membre. 

Pour  fixer  les  idées  et  rendre  la  démonstration  plus 
sensible,  considérons  en  particulier  une  équation  du 
troisième  ordre 

D;  ^  -h  A,  D;  j  +  A.D,  7  H-  Asr  =  X; 
faisons  jr  =^  Ut  fuidx^  nous  en  tirerons 

D,  /  =r  D,  a,  j  9,dx  H-  «,  p, , 

D;  ^  =  Di  u,  fu.dx  +  3  Di  «,P,  H-  3D,  i«,  D.p,  -h  «.  Di  ^^. 

Substituant  ces  valeurs  et  celle  de  y^  dans  Téquation  pro- 
posée,  et  posant ,  pour  abréger, 

SDiw,  -f-  2A,  D,ii,  -+■  A,a,  =  B.a,,     3Djr«,  -h  A.a,  =B„ 

on  aura 

(Dia.-h  A,D;K,-hA,D,tt, -hAî)  /p,^ 

-HM,(Dip,  4-B,D,p, -hB,i',)  =  Xi 

et  si  Ton  choisit  pour  u^  une  des  intégrales  particulière» 
de  Téquation 

Di  //,  -+-  AjDitf,  H-  A,D,tt,-|-  A3«i  =  o, 
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il  Tiendra 

X 

D>.  -4-  B,D,P,  -h  B,*',  =   -• 

Kg 

Faisons  de  nouveau  %f^  =  u^  f  Ptdx ,  u,  et  v^  éunt  deux 
nouTelles  fonctions  de  x;  en  substituant,  et  posant 

C,  =  aD,«,  +  B,ie„ 
on  aura 

y^  X 

.^. dx-^  u,  ( D, p.  -f-  Cx  p.)  =- > 

et  si  Von  choisit  pour  lit  une  des  intégrales  particulières 
de  Téquation  Diii,  +  Bi  D,«,  +  B,  m,  =  o ,  il  viendra 


Faisons  enfin  Vt  =  u%f^tdx\  en  substituant,  il  viendra 

et  en  prenant  pour  i/a  l'intégrale  de  Téquation  linéaire 
du  premier  ordre  Dj^  u%  +  Ci  M|  =  o,  on  aura 

X 


^^  U^U^Ul 


En  remontant  de  proche,  on  déterminera  tour  à  tour 
Vi,  1^1 ,  et  par  suite  j-,  qui  sera  donné  par  l'équation 


\U^Ui 


dans  laquelle  u^^  i/i ,  M|  sont  les  intégrales  d'équations 
sans  seconds  membres. 

En  «généralisant  ce  que  nous  venons  dédire,  et  ap- 
pelant toujours K,,  M„  Mi,..-,  u„  les  intégralesdes  n  équa- 
tions sans  seconds  membres  que  l'on  obtient. p^r  les  sub- 
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stitutions  successives ,  on  aurait  pour  Fintégrale  générale 
de  Técpiation  différentielle  linéaire  de  Tordre  n , 


jr  =  u^  j u^dx  juidx, ,  ,    j u^fix  j  


X</r  I 


«3 .  .  .  «, 


228.  Troisième  propriété.  L'intégrale  générale  de  Téqua- 
lion  différentielle  linéaire  avec  second  membre  se  déduit 
au  moyen  d'une  intégrale  multiple  des  n  int^^les  par-     | 
ticulières  Uj,  Uj, . . . ,  U„  de  Téquation  sans  second  mem-     | 
bre. 

Pour  le   prouver,    il  suffit  de  montrer   qu^on  peut.     I 
dans  tous  les  cas,  substituer  aux  n  intégrales  particulières     . 
iii ,  Ka ,  1/3,...,  11^,  qui  appartiennent  à  n  équations  diffé- 
rentes, les  n  intégrales  Uj,  =  Mi,  Ut,  Us,--»   U«  delà      | 
seule  équation 

D,a-f  A.D,   'a-f-A,D])      a-l-...-hAH»,D,tt  -4- A,«  =  0, 

qui  est  Téquation  proposée  sans  second  membre. 

Raisonnons  encore,  pour  plus  de  simplicité,  sur  T^- 
quation  différentielle  linéaire  du  troisième  ordre.  Multi- 
plions l'équation  Dîii,  +  AiDiwi  4-A,D,m,  + Aj  11,  =0 
par  fufdx^  et  ajoutons  à  ce  produit  l'équation 

X 

après  y  avoir  substitué  pour  Bo' B,  leurs  valeurs,  on 
aura 

Di  ih  j  u^dx  4-  3  Dia,  «,  -4-  3D,ii,  D,  m,  -h  a,  Di  a, 

-r  A,  f  DJ  a,  j  u^dx  H-  -2  D,  w»  «,  -h  «,  D,  «,  j 
-4- A,(  1),  «,   j  u^dx-hu^uA-hA^tit  ifi^dx  =0. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  lespolynémes  qui  composent  b 
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diflërents  termes  du  premier  membre  sont,  abstraction 
faite  des  coefficients  As ,  A,,  Ai,  le  produit  Uifu^dx^ 
et  ses  dérivées  première,  seconde,  troisième,  de  sorte 
que  Téquation  qui  précède  peut  se  mettre  sous  la  forme 
très-simple 

I>i  .«, /a,^  H- A,Di,tt,  Çu^dx  ■+■  A,D,.m,  Ç u^dx + k^Ur  ju^dx  =  o , 

et  l'on  en  conclut  que  si  Tune  des  intégrales  de  l'équa- 
tion sans  second  membre 

Dî«  H- A.Dja  -f-A,D,tf-h  A3  a  =  o 

est  u^  =  Ui,  Vi  f  Ufdx  sera  une  seconde  intégrale  de 
cette  même  équation;  et,  en  appelant  cette  seconde  inté- 
grale U, ,  on  aura 

u,££r,     et  par  suite     «,  =  D,  —  • 

1/2  d'ailleurs  est  une  intégrale  de  l'équation 
Dîa,-hB,D;r«a  -f-B,i«.=  o. 
Si  l'on  désigne  par  u\  une  seconde  intégrale  de  celte 
même  équation,  on  prouverait,  en  raisonnant  comme 
nous  venons  de  le  faire,  que  U»  =  U,  f  u\dx  serait  une 
troisième  intégrale  de  l'équation  sans  second  membre ,  et 
Ton  aurait 

donc,  si  Ui,  U„  U,  sont  les  trois  intégrales  de  l'équation 
sans  second  membre 

D]a  -h  A,  Dîi*  -<-  AaD,i£  4-  A3«  =  o, 

les  intégrales  de  l'équation 

Di  a,  H-  B,  D^  «,  -+-  B,  w,  =  o 

seront  D.H;.  D.Hi. 
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Remarquons  enfin  que  Téquation  D^iis  +  Ciiis  =  o 
est,  à  l'égard  de  Téquation  D^Ut  +  BiD^Ut  +Bt  Ui  =0, 
ce  que  cette  dernière  équation  était  par  rapport  à 
Dj5  M  +  Al DJtt  +  Al D«  tt 4-  Ab  tt  =  o.  On  aura  doac 
aussi 


et,  par  conséquent, 


'V, 


Les  intégrales  Ut,  u»  sont  donc  exprimées  au  moyen  des 
intégrales  U|,  Ut,  U|  de  la  seule  équation 

Dlu  H-  A.D'u  H-  A.D^  +  A3U  =  o. 

En  substituant  à  Ui,  u,,  u»  leurs  valeurs  dans  réqiulion 
qui  donne  la  valeur  de  jr  ou  Tintégrale  de  réquation  dif- 
férentielle proposée,  on  trouve 

n  est  évident  que  ces  raisonnements  s'étendent  d'eux- 
mêmes  à  une  équation  d'ordre  quelconque.  En  appelant 
Ui,  Ut,  Us,. . .,  U„  les  n  intégrales  de  l'équation  sans 
second  membre 

D"a-f-A,D^    '«-HA.d"    *a -h- .  .-4- A,^,  D,ii -hA,J«=o, 

les  intégrales  Ui,  z/s,  u^, . . . ,  ii„  des  équations  qu'on  en 
déduira  par  les  substitutions  successives  jr  s=  Utf  Vi^t 
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ui=^UtJ'  i^tdx^  seront 

et  la  valeur  générale  de  cette  int^rale  sera 


/  == 


Appliquons  cette  formule  à  l'équatiou Dly  — y=x: 
l'équation  D^u  —  u  =  o  a  les  deux  intégrales  particu- 
lières U,  =  e',  Uj  =  e-'  ;  donc 

=  €*  je-'^dx  jxe'eLr  =  e*  ff**dx{xe'  —  <?*  4-  C) 

=  ^'1    ice-^dx  -f-  /ir-'(x  —  i)€/x=: ^-'4-  C,e'—  a:  j  i 

et,  en  posant =  Ct, 

^  =  C.ir-'  -f-  C,*?*  —  j?. 

Telle  est  Tintégrale  générale  cherchée. 

L'expression  générale  dey,  sons  la  forme  qui  s'est  pré- 
sentée d'abord ,  renferme  n  intégrations  successives  qu'il 
est  facile ,  dans  tous  les  cas ,  de  réduire  à  des  intégrales 
simples.  Posons,  en  effet, 

«,=-  =rfu„  rf,— TT  =du^, .  .  . — — =  dtt„ 

'  D  —'  D  Hi 
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on  aura 

y  =  l]^  jdu^  fdu^.,  jdu^^. . .  Jdui  Jdu,  jdu,  , 
et  9  par  suite ,  en  intégrant  par  parties , 
y   =  V,jdu^  jdun-j,  .  .JduJu^u,  —  ju^du,  j 

=  V,jdànJdu^^...jduA  ui\^u^u^'-  lu^du^j--  luidiu^u,^  ju^d^ 

et  ainsi  de  suite. 

229.  Quatrième  propriété.  Si  Ton  connaît  m  inté- 
grales particulières  de  Téquation  différentielle  linéaire 
sans  second  membre,  on  pourra  toujours  ramener  l'inté- 
gration de  Téquation  avec  second  membre  à  Tintégration 
d'une  nouvelle  équation  linéaire  de  Tordre  n  —  m. 

Démonstration.  Soient  U|,  Ut,...,  U.^  les  m  inté 
grales  particulières  données  :  en  posant  y  =  XJtftfdx  et 
substituant  dans  Téquation  différentielle  avec  second 
membre,  le  coefficient  de  f  i^dx  s'évanouira,  ei  cette 
équation  avec  second  membre  sera  remplacée  par  la  sui- 
vante d'ordre  n  —  i , 

(3)        ly^'v  4-  B,d"   *p  -h.  .  .-+-  B*_.Dx«'  H-  B..,«'=  X, 

et,  comme  nous  l'avons  prouvé ,  des  m  intégrales  parti- 
culières Ui,  Uj,. .  .,  U«,  on  déduira  m  —  i  intégrales 

particulières  V,  =  D, Hj.  V,  =  D,^,...,  V„_,  =  D,  t* 

de  l'équation  (3)  sans  second  membre 

Dr^'-+-B.D"  ^  -t-..."!-  B,_,DxP  -h  B«.,P  z=o. 
En  faisant  d'ailleurs  dans  léquation  (3)  u  =  \\fwds^ 
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on  la  ramènera  à  une  nouvelle  équation  d'ordre  n  —  a  , 
(4)  ^r***'  -h  C,  d"""  w'  +— -+-  C.-.Î  D^  -+-  CUaJv  =  X, 

et  Ton  connaîtra  m  —  2  intégrales  Wi  =D,rp, , 

y  _ 
W„_  t  =  D,  -—-^  y  de  Téquation  sans  second  membre 

D,     «v-f-CD,    w-h.  ..-hC»-.3D,«'-+-C,-,m»  =  o..., 

que  Ton  ramènera  à  Tordre  n  —  3  à  Taide  de  Wj  ou  de 
U»  qui  sert  i  calculer  Wt . 

Eji  continuant  de  la  sorte ,  on  verra  que  chacune  des 
int^rales  particulières  données  U,,  Ui, . . . ,  U^  sert  à  ré- 
duire d'une  unité  Tordre  de  Téquation  différentielle  pro- 
posée, et  que  y  par  conséquent,  cette  équation  peut  être 
ramenée  à  une  équation  de  Tordre  n-^m, 

230.  Cinquième  propriété.  Si  Y,,  Y,,. . .,  Y„  sont  n 
intégrales  particulières  de  Téquation  sans  second  mem- 
bre, et  yx  une  intégrale  particulière  de  Téquation  avec 
second  membre,  les  intégrales  générales  des  équations 
avec  ou  sans  second  membre  seront  respectivement 

y   =  C.Y.   ^  C.Y,  -H  C3Y3  4-. -.H-  CnXn  H-  ^.t 
Y  =  C.Y,  H-  C,Y.  H-  C3Y3  -h.. .4-  CY^. 

Démonstration.  En  effet,  1°  il  est  évident,  dans  Thy- 
potbèse  admise ,  que  les  valeurs  jr^  Y  vérifieront  respec- 
tivement les  équations  avec  ou  sans  second  membre; 
a°  ces  valeurs  renferment  n  constantes  arbitraires;  donc 
ce  sont  les  intégrales  générales  cherchées. 

Remarquons,  toutefois,  quej^,  Y  ne  seront  les  inté- 
grales générales  qu'autant  que  les  n  constante»  étant  réel- 
lement distinctes,  on  pourra  en  disposer  de  manière  à 
faire  prendre ,  pour  x  =  x^^  à  la  fonction  j^  et  à  acs  n— i 
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premières  dérivées,  des  valeurs  arbitraires  données  j«, 
y©»  •  •  •  »  ^0**"'^'  Si  l'une  des  intégrales  particulières  était 
liée  avec  une  ou  plusieurs  des  autres  par  une  expiation 
complètement  déterminée ,  si  Ton  avait ,  par  exemple , 

Y3  =  «Y,  -h  AY„ 

la  somme  Y  deviendra 

Y  =  (C,  4-  «C3)r.  +  (Ct  4-  bCi)j^  -h.  ..-+-  G^., 

ou 

Y  ==  CY,  H-  C'Y,  -h  C4Y4  -H... H-  CY^ 

et  ne  renfermera  plus  que  n  —  i  constantes  arbitraires. 

231 .  M.  Libri  a  poursuivi,  avec  quelque  bonheur.  Ta- 
nalogie  remarquable  qui  existe  entre  les  équations  diffé- 
rentielles linéaires  et  les  équations  algébriques  ordinaires, 
analogie  que  le  théorème  de  Lagrange  mettait  déjà  en 
évidence,  en  démontrant  qu'on  peut  abaisser  Tordre  d'ime 
équation  linéaire  d'un  nombre  d'unités  marqué  par  le 
nombre  des  intégrales  particulières  données ,  comme  on 
peut  diminuer  le  degré  d'une  équation  algébrique  d'an- 
tant  d'unités  que  l'on  connaît  de  racines.  Les  proposi- 
tions suivantes  feront  mieux  ressortir  cette  analogie. 

Sixième  propriété.  Une  équation  différentielle,  li- 
néaire au  moins  dans  ses  deux  premiers  termes,  peut  se 
réduire  à  une  autre  équation  de  même  ordre  sans  second 
terme. 

Démonstration.  En  faisant  dans  Féquation 


H—I 


y  =  u%\  on  aura  une  nouvelle  équation  d'ordre  n  dans 
laquelle  le  coefficient  de  D^'k  sera  nDj^y  +  Aii^;  ec 
comme  on  peut  toujours  satisfaire  k  l'équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  nD,M  +  Ai  1/  =  o,  on  pourra, 
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dans  toua  les  cas,  choisir  u  de  manière  à  faire  disparaître 
ce  second  terme. 

Plus  généralement  :  étant  donnée  une  équation  diffé- 
rentielle dont  les  m^  i  premiers  termes  sont  linéaires, 
on  pourra  toujours  faire  disparaître  le  m  +  i'^"^  terme 
à  Taide  d'une  équation  linéaire  de  Tordre  m. 

232.  Septième  propriété.  Lorsque  deux  des  intégrales 
particulières  de  Téquation  linéaire  sans  second  membre 
ont  entre  elles  une  relation  connue ,  on  peut  abaisser  le 
degré  de  Téquation. 

Démonstration.  Supposons  que  les  deux  intégrales 
particulières  jTxj  y%  soient  liées  entre  elles  par  la  rela- 
tion yx  =  ?(j^i)î  on  pourra,  dans  Téquation  donnée, 
substituer  ^{y)  *  J^»  et  Téquation  résultant  de  cette  sub- 
stitution servira  à  Télimination  de  la  dérivée  de  Tor- 
dre »,  de  manière  à  n'avoir  pour  résultat  qu'une  équa- 
tion linéaire  différentielle  de  Tordre  n  —  i.  Ainsi, 
par  exemple,  si  Ton  sait  d'une  manière  quelconque 
que  dans  l'équation  Dj  j"  — y  =  o,  les  deux  intégrales 
particulières  j^i  e\.y%  sont  liées  entre  elles  par  l'équation 

/t  =  — 7  on  remplacera,  dans  l'équation  Diy  — jr  =o, 
y  par  -,  ce  qui  donnera 

Dîr  —  ^D,r*  -f-  r  !=  o, 

et  en  éliminant  D^^  entre  ces  deux  équations,  on  trou- 
vera 

D,r»  =    r%     D,7   =  ±  r,     j   =   (?<?=*='; 

les  deux  intégrales  particulières  seront 
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et  l'intégrale  générale  sera 

233.  Huitième  propriété.  Lorsqu'on  connaît  les  inté- 
grales particulières  d'une  équation  linéaire  sans  second 
membre ,  on  peut  toujours  former  les  coefficients  de  cette 
équation  par  des  opérations  analogues  à  celles  qui  servent 
à  former  les  coefficients  des  équations  algébriques  en 
fonction  symétrique  des  racines. 

Démonstration.  Appelons  jr^y  yu*  -  ^9  yn  les  /» inté- 
grales particulières  de  Téquation  linéaire 

d"  j  -h  A,D^""  V  +  AaD^   V  +   •  •  -l-  A—,  D,^  -+-  A.  =  0, 
et  j^  son  intégrale  générale ,  on  aura 

r  =  ri  -+-  ra  -f-  jj  -+-... -I-  r«> 

et  si  Ton  pose  y  =  yifzdx ,  il  viendra 

ou  bien ,  en  remarquant  que  le  coefficient  de  fz(lx  fsi 
nul,  et  divisant  par  y,, 

et 

nDsXt  •+-  A,j,  =  B,7„     A,  = D,/,  -^  B,. 


De  plus  ,  Téquation  en  2  a  pour  intégrales  particulières 
les  n  —  I  quantités  D,"^,  D,"^\  D,"^  ;  et  si  Fon  rcpite 

Xi  X*  Xx 

sur  cette  équation  l'opération  que  nous  avons  faite  sur 
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l'équation  donnée  yion  trouvera 

-(/i-  i}D,.D,^ 

on  calculerait  Ci,  Di,. . .,  comme  on  a  calculé  A^,  61, 
et  conune,  après  n  transformations,  on  parviendra  néces- 
sairement à  une  équation  dans  laquelle  le  coefficient  du 
second  terme  sera  égal  à  o ,  puisque  le  degré  de  Téqua- 
tion  différentielle  diminue  d'une  unité  à  chaque  opéra- 
tion, la  série  des  termes  Ai,  Bi,  Ct, . . .  s'arrêtera,  et  l'on 
aura,  eu  substituant, 

A.  =  ^"-Ty.r.^  -^ ^• 


Xx 


D 


D,^ 


Pour  appliquer  cette  formule  à  un  6:xemple,  supposons 
que  Ton  donne  Téquàtion  Dly  —  m^y  ==  o  :  les  deux  in- 
tégrales particulières  sont^j  =  CiC"',  y,  =  C^e"""  \  on 
a  d'ailleurs  n  =  2  ;  en  substituant  ces  valeurs  dans  la 
formule  qui  précède ,  et  nous  arrêtant  aux  deux  premiers 
termes,  il  viendra 

—  A,= 1 =:2/«H 1=  aw  — a/ii  =  o. 

ri 

Al  est  donc  nul ,  comme  cela  devait  être,  puisque  l'équa- 
tion donnée  n'a  pas  de  second  terme. 

T.  n.  37 
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On  pourrait  obtenir  ^  par  une  analyse  semblable  ,  ton» 
les  coefficients  At,  As, .  • . ,  A„  en  fonction  des  intégrales 
particulières  J^i,  y«,  - . . ,  J„. 

En  général,  étant  données  n  fonctions  de  x,  F,(x). 
Ft(x),. . ..  F„(x),  on  pourra  déterminer  les  coefficients 
de  réquation  différentielle  linéaire  de  Tordre  n  qui  aura 
pour  intégrales  particulières  ces  n  fonctions-,  et  il  n'exis- 
tera qu^une  seule  équation  différentielle  linéaire  de  Tordre 
n,  qui  satisfasse  à  cette  condition ,  comme  il  n'y  a  qu^une 
équation  algébrique  à^xm  degré  déterminé  qui  ait  n  racines 
données. 

On  peut  déterminer  plus  facilement  les  valeurs  de  A,. 
As,  •  •  •  9  A„  de  la  manière  suivante.  Si  Ton  élimine  suc- 
cessivement ces  n  —  I  quantités  entre  les  n   équations 


I— I 


I>,r.  +  A,D^    V.  -^...-»-  A,j,  =  o. 


D,7,  -^  A.D,     Xn  -h...-t-  A,7«  =  o^ 

en  considérant  les  diiTérentielles  Djjr,,  TK^^Jw- 
comme  des  coefficients  connus,  on  aura  la  valeur  de 
Al  telle  que  nous  Tavons  déjà  donnée.  Pour  en  déduire 
la  valeur  de  At  ^  il  est  clair  qu'il  suffit,  dauA  Tezpresaion 
de  Al,  de  changerDr^j,  en  DjE-^i»  Dî"yf  «»  DT^t.* -^ 
et  réciproquement,  sans  changer  aucun  des  termes  qui 
contiennent  d'autres  différentielles ,  on  obtiendrait ,  par 
des  permutations  analogues,,  les  valeurs  de  At,  A», — 
M.  Lîbri  fait  observer  que  les  quantités^i,  J^i».-«j  J* 
forment  une  espèce  particulière  de  fonctions  symétriques; 
que  non-seulement  on  peut  permuter  ces  quantités  en- 
tre elles ,  d'ime  manière  quelconque ,  comme  les  racines 
des  équations  algébriques,  dans  la  formation  des  coeffi- 
cients At,  A,, . . .  5  maïs  qu'on  peut  encore  écrire  ^  an  lieu 
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de  l^ime  quelconque  j^t  de  ces  quantités,  la  somme  ou  la 
différence  d'un  nombre  quelconque  d'entre  elles,  sans  que 
la  valeur  des  coefficients  en  soit  altérée.  Si ,  par  exemple, 
pour  Téquation  Dljr  =:m*y,  au  lieu  de  faire j^i  =Cie"', 
y^  =  Cje"'*',  on  posait  j^i=:  Ci e^ — e"",  j^j  =  Cie""***, 
on  trouverait  encore  Aj  =  o.  Ce  nouveau  genre  de  fonc- 
tions parait  mériter  l'attention  des  géomètres. 

234.  M.  Libri  avait  encore  énoncé,  relativement  aux 
équations  linéaires,  le  théorème  suivant:  «Une  équation 
linéaire  â  deux  variables  de  Tordre  n  étant  donnée,  si 
l'on  connaît  les  coefficients  d'une  autre  équation  diffé-* 
rentielle  de   l'ordre  m,   également  linéaire,  entre   les 
mêmes  variables ,  et  qui  doit  exister  en  même  temps  que 
la  première,  on  pourra  toujours,  à  l'aide  des  coefficients 
de  ces  deux  équations,  et  sans  effectuer  aucune  intégra- 
tion ,  former  une  troisième  équation  linéaire  de  l'ordre 
n  —  m,  de  telle  manière  que  Téquation  de  l'ordre  n  sera 
décomposée  en  deux  autres  qui  seront  respectivement  de 
l'ordre  m  et  de  l'ordre  n  --^  m,  et  à  l'aide  desquelles  on 
pourra  intégrer  l'équation  proposée.  »  On  voit  qu'il  n'est 
plus  nécessaire,  comme  dans  le  théorème  de  Lagrange, 
de  connaître  une  ou  plusieurs  intégrales  de  l'équation 
proposée  pour  opérer  une  réduction  :  il  suffit  d'avoir 
deux  équations  simultanées  pour  que  l'équation  de  Tordre 
le  plus  élevé  puisse  être  réduite  à  deux  autres  équations 
plus  simples.  Cette  réduction  répond  k  la  possibilité  de 
partager   une  équation  en  deux   autres  lorsqu'on  sait 
qu'elle  a  pour  facteur  un  polynôme  de  forme  donnée. 

M.  LiouviUe  a  publié  le  premier  la  démonstration  de 
ce  théorème  fondamental.  La  voici  telle  qu'il  Ta  donnée 
dans  les  Canotes  rendus  des  séances  de  rAcadénde  des 
Sciejices.  Soit 


37. 


58o  CALCUL    INTÉGRAL. 

une  équation  dilTërenûelle  linéaire  de  Tordre  m  + 1»,  et 

une  autre  équation  difTérentielle  linéaire  de  Tordre  m, 
dont  toutes  les  intégrales  appartiennent  en  même  temps 
à  Téquation  de  Tordre  m  +  n,  La  valeur  générale  de  z 
renferme  m  constantes  arbitraires ,  et  celle  de  y  doit  en 
contenir  m  +  n;  cette  dernière  sera  donc  de  la  forme 

r  =  «  H-  ^.  H-  c^y*  -h...+  C/,. 

Cl,  C«, . .  «9  C„  étant  des  constantes  arbitraires.  Faisons 
maintenant 

u  =  D^r  -H  B,DrV-t-B,D"~V  ■+• 

Si  Ton  met  pour  y  sa  valeur  dans  le  second  membre  de 
cette  équation,  z  disparaîtra  de  lui-même  en  yertu  de 
Téquation 

D,  «  -+-  B,  D,     z  -4-  Ba  D,     *  -h . .  .  =  o  : 

le  résultat  de  la  substitution  sera  donc  une  fonction  li- 
néaire des  constalites  (7i>  Ct» .  • . ,  C»;  par  suite ,  u  satis- 
fera à  une  certaine  équation  différentielle  linéaire  du 
^ihm«  Qr^i^e  dans  laquelle  les  constantes  n'entreront  plus. 
Représentons  par 


«~a 


D,tt-|-tf,  D,     «  4-  «»D,     «-♦-...=  0 

Téquation  de  Tordre  n  dont  il  s'agit.  Je  dis  que  Ton  peut 
aisément  déterminer  les  coefficients  âi,  a,,  • . . . 

Pour  cela,  j'observe  qu'en  différentiant  la  valeur  de  u 
plusieurs  fois  de  suite ,  on  obtient  successivement  les  va- 
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leurs  de  D^u,  D^i/,...,  D^'ii,  D^u,  lesquelles  sont  de  k 
rorme 


Portant  toutes  ces  valeurs  dans  Tëquation 


D,4.  +  fl,D,     u-f 

elle  deviendra 

■  m    1 

•+-  «. 

-h  a,  A, 

H-  fl. 

De  sorte  qu'en  comparant  cette  dernière  équation  à  Té-* 
quation  donnée 

on  aura 

/,   -^  a,  =  A,,     /a  H-  A,^,  4-  a,  =  A....  • 

On  a  donc  ainsi  m+  n  équations  dont  les  n  premières 
fournissent  successivement  et  sans  intégration  les  valeurs: 
de  Al,  a,,. .  .y  ii„.  Les  suivantes  conduisent  aux  équations 
de  condition  qui  doivent  être  remplies  pour  que  Téqua- 
lion  en  y  de  l'ordre  m  +  n  soit  vérifiée  quand  on  fait 
/  =  2  9  ou  pour  que  les  intégrales  de  Téquadon  d'ordre 
fi  soient  communes  à  l'équation  d'ordre  m  +  n.  En  sup^ 
posant  ces  équations  de  condition  satisfaites,  l'intégration 
de  Téquation  d'ordre  m -H»  se  trouve  dépendre  des  deux 
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équations 

«  =  D.r 

+B.Dr 

.,      dIu 

qui  sont  respectivement  de  Tordre  m  et  de  Tordre  n.  De 
plus,  d'après  la  manière  dont  les  valeurs  des  quantités 
ai,  As, . .  • ,  a„  sont  formées,  il  est  évident  qu^ellesne  dé- 
pendent que  des  n  premiers  coefficients  des  deux  équa- 
tions données,  ce  qui  complète  la  démonstration  do 
thjéorème  de  M.  Libri.  D  résulte  de  là  une  simplifieatîoD 
remarquable  :  En  effet ,  si  dans  les  deux  équations  si- 
multanées ces  n  premiers  coefficients  sont  constants,  ïé- 
quation  D^u  -4-  •  •  •  =  o  aura  aussi  tous  ses  coeffidenis 
constants  et  pourra ,  comme  nous  le  verrons  plus  tard, 
être  immédiatement  intégrée ,  ce  qui  réduira  Téqaation 
de  Tordre  n  -i-m  k  une  équation  de  Tordre  m. 

235.  Pour  donner  encore  un  exemple  de  Tabaissement 
des  équations  linéaires,  supposons  qu'on  nous  donne  les 
deux  équations  simultanées 

Dix  ■+-  A,D,.r  -h  A,x   =  A3», 
Dlz    -h  A,D,2    -h  A,«    =  Aî^; 

il  est  clair  qu'en  éliminant  z  entre  ces  deux  équadoos, 
on  aura  une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième 
ordre ,  qui  sera  de  la  forme 

si  Ton  éliminait  j^ entre  ces  mêmes  équations,  on  aurait 
précisément  la  même  équation  en  z 

Di*  -4-  a.Dia  4-  û.DÎz  -h  a^D^z  -h  a^  =  0; 

d'où  il  résulte  que  les  quatre  intégrales  particulières  dooi 
la  somme  forme  la  valeur  complète  àejr,  sont  les  mtei^ 
que  celles  dont  se  compose  la  valeur  de  z.  Mais  si  i'^ 
fait  z=zydsms  les  deux  équations  données,  on  aura  h 
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deux  équations 

Dij  4-  A,D,7  4-  (A,  —  A3)r=  o, 
Di*    ^-  A.D,*   -+.  (A,  —  A3)»  =  o, 

qui  serviront  à  connaître  deux  des  quatre  intégrales  par- 
ticulières que  nous  cherchons.  Quand  nous  aurons  trouvé 
les  deux  intégrales  particulières  de  la  première  de  ces 
éq[aatioiis ,  nous  nous  en  servirons  pour  réduire  au  se- 
cond ordre  Téquation  du  quatrième  ordre  en  y^  et  Ton 
voit  q[ue  les  deux  intégrales  particulières  de  cette  équa* 
tion  réduite  au  second  ordre  auront  entre  eUes  un  rap- 
port exprimé  par  Téquation 

D;*  +  A.D,»  -H  A,*  =  A3«, 

et  ce  rapport  servira  pour  trouver  directement  ces  deux 
intégrales  à  Taide  d'une  équation  linéaire  du  premier 
ordre. 
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IiiiégFation'de  réqoation  linéaire  de  Tordre  n  k  coefficients  coaiUnts, 
avec  ou  sans  dernier  terme  Tarîable. 


236.  Supposons  que  dans  Téquation 
d"^  +  A.dI]   V  -H  A,d]"V-^.    -^-K-iJysX  -t- A»/  =X, 

les  coefficients  A,,  Ai,  Aj,. . . ,  A„  soient  des  nombres. 
X  restant  une  fonction  quelconque  de  la  variable  indé- 
pendante X,  et  cherchons  son  intégrale  générale.  Os 
peut  y  parvenir  par  diverses  méthodes  que  nous  allons 
exposer  successivement. 

i"^*  Méthode.  Réduction  de  réquationdifTérentielIede 
Tordre  n  à  un  système  de  n  équations  linéaires  du  pre- 
mier ordre.  Si  l'on  fait 

Téquation  proposée  deviendra 

et  Ton  aura  à  intégrer  n  équations  simultanées  du  pre- 
mier ordre  ^  or,  si  Ton  multiplie  respectivement  les  n— i 
premières  équations  par  des  coefficients  indéterminés9^'''\ 
©(""'i,...,  6",  ff  et  qu'on  les  ajoute  à  la  dernière,  il  viendra 

-+-  (A.  -  6')jr(«-0  +  (A,  -6")7C--»4- . . . 
-+-[A,_,~6(-0Jr'H-A«r  =  X; 
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OU  9  en  posant 

D^-f-  ôf  =  X,     rf/  -4-  6t€ixz=Xdx. 

De  cette  dernière  équation ,  on  tire ,  en  intégrant , 

t  =  e'*f^(C-hfXt^dx), 
ou 

^(•i-i)  _f.  ô'^C»-»)  -I-...4-  ô("-»)j'  -h  6(»-»)j- 

D'aîDeurs,  en  posante  =  — r,  les  équations  qui  déter- 
minent 6f,  e",  ô", . . . ,  e<"-'^  e^"-*J  donnent,  par  des  sub- 
stitutions successives , 

©'  =  A,  -f-  r,     6"  =  A,  -f-  A.r  -|-  r«,. . .,    ' 
lô„_,  =  A«_,  -h  An^zr^  A,^4  r«  4-.. .-h  A.r— •  4-  r— S 

o  =:A,-|- A,_,rH-  A««,r»-+-...-hA,r»~'-f-r«. 

Cette  démise  équation ,  que  Ton  déduit  de  Téquation 
difTérentielle  proposée  ,  en  remplaçant  respectivement  les 
dérivées  Dîj,  Dry,. . .,  Dix,  D,j,  par  r»,  r»"',. . ., 
r*^  r*^  y  =1  D^jr  par  r°  =  i  ;  X  par  zéro,  donnera  pour 
r,  w  valeurs ,  et,  par  suite,  pour  ff,  9^, . . . ,  6^""*^  »  'ï  sys- 
tèmes de  valeurs.  De  ces  n  systèmes  de  valeurs  résulteront 
n  intégrales  dé  Téquation 

dt  H-  9tdx  =  Xrfr. 
En  représentant  par  r,,  r,,  r,, .  . . ,  r„  les  »  valeurs  de  r, 

ô^;    '^  les  ;*  systèmes  de  valeurs  correspondantes  des  coeffi- 
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cients  6',  6", . . . ,  6^"^^\  les  n  intégrales  seront 


^(--.)  -H  6',^("-»)  -h. ..-4-  0,     r'  -h  6;     ^ 


(II—»)  (ii-i) 

La  valeur  de  j-,  tirée  de  ces  n  équations  du  premier  de- 
gré, renfermera  n  constantes  arbitraires,  et  sera  Tinté- 
grale  générale  de  Téquation  proposée. 

La  formule  x  =  -  —7- — i —-i  que  nous  avons 

déjà  rappelée  plusieurs  fois,  et  qui  donne  la  valeur  de 
Tui^e  quelconque  des  inconnues  déterminées  par  un  sys- 
tème de  n  équations  du  premier  degré,  montre  immé- 
diatement que  la  valeur  de  ^,  ou  Tintégrale  chercbée, 
sera  composée  de  n  termes  proportionnels  aux  seconds 
membres  des  équations,  et  sera  par  conséquent  de  la 
forme 

X|,  ^t9  •  •  •  9  ^fi  désignant  n  constantes,  fonctions  des  coef- 
ficients e\,6\y...,  ô("-"), 

Comme  les  équations  qui  donnent  jr,  y>-  •  •?  y*""'' 
sont  du  premier  degré ,  les  valeurs  dey,  y" y . . . ,  j^^""" 
doivent  être  absolument  de  même  forme  que  celle  de  /.* 
celte  seule  considération  fom^nit  un  moyen  facile  de  cal- 
culer les  coefficients  X|,  X,,...,  X». 
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Remarquons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  valeur 
de  y  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

le  signe  £  indiquant  qu^on  doit  faire  la  somme  des  n 
termes  correspondants  aux  n  racines  de  Téquation  en  r. 
Cela  posé,  en  différentiant,  on  trouvera 

et  puisque  y  doit  être  de  même  forme  que  y^  on  aura 
nécessairement 

2AX  =  o,     et,  par  suite,     sa  =  o; 

en  diiférentiant  une  seconde  fois ,  on  aura 

y"  =  ZXf'er'{C  -f-  fUe-^^dx)  -h  2ArX  =  o, 

et  par  conséquent 

y"  =  XXr'if{C  -h  /Xe-^dx), 
'SArX  =  o,         ZAr  =  o. 

En  continuant  ainsi ,  on  trouverait  successivement 

y"        =  XXr^e"    {C  -h  /Xe^^dx),     2Ar»       =  o, 

jri—t)  -.  £Ar»-'<f^'(C  4-  fXe-^'dx)^     2 A/*"»  =  o, 
jC)       =  XAr»<r'«     (C  -+-  fJJr^dx)  +  SAr"-«X. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  Féquation  proposée ,  à 
la  place  de  y  et  de  ses  dérivées,  leurs  valeurs ,  il  viendra 

-hïAr— «X  =  X. 

Le  premier  terme  du  premier  membre  est  identiquement 
nul ,  puisque  la  somme  £  s'étend  aux  seules  racines  de 
Téquation 

A„  -f-  Kn-xr  +  A„_,r»  -f- h   A,  r»»-»   -i-  r"  =   o. 
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n  en  résulte 

2A/*-»X  =  X,     ou     ZAr»-»  =  I. 

On  a  donc,  pour  dëtermaier  les  coefficients  Xj,  Xt,...,  X,, 
les  n  équations  du  premier  degré 

SA  =  G,     2Ar  =  o,...,       SAr"-»   =  o,     ÏAr»-»  =r  i, 
ou  bien  > 

A,  +    A,  -h    As  -f-...-h   A,  =   O, 

A,r,      4-  A, /"a      -f-  Asrj     -1-...-+-  A«r„        =  o,  | 

AiT-J-'^-  A,rî-»4-  A3r7-*  +  ...-h  A,rr"  =  o,  I 

A,r7-»-h  A,rp'-f-  A3r^-'4-..    -h  A„r^»  =    i. 

La  formule  symbolique 

•^-  (6-û)(c-a)...(A-û)(c-A)...(A  --^)...(A-^)'  I 

qui   donne  la  valeur  générale  de  Tune  des   inconnues 
déterminées  par  n  équations  du  premier  degré ,   se  ré-        j 
duit,  dans  le  cas  particulier  où  Ton  a  Aq  =  ^9  ^i  ^=  ^'"*) 

donne  ,  par  conséquent , 

I 


A,    = 


I 


Si  Ton  représente  par  f(^r)  le  premier  membre  de  l'é- 
quation 

r*  -h  A.r«-'  -f-  A,r*-">   -f-...-h  A,«,  r  -*-  A.  =  o, 

on  aura 
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et,  par  suite,  en  faisant  r=:ri,  et  remarquant  que  la  vraie 
valeïir  de  la  fraction     ^.  .  '  qui ,  pour  r  =  r,,  devient  |, 

est  le  rapport  des  dérivées  777— %»  on  trouvera 

I 

A,    = 


on  trouverait  de  même 

la  valeur  générale  de  y  est  dope ,  en  comprenant  -7rT\ 
dans  la  constante  C, 

Si  X  =  o ,  c'est-à-dire  si  Téquation  différentielle  donnée 
n'a  pas  de  second  membre,  son  intégrale  générale  est 
simplement 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  valeur  de  y^  contenant  n 
constantes  arbitraires ,  vérifie  réellement  Téquation 

L'eiqpression^  =  Z  Cd"  donne ,  en  effet , 

et  Voa  a ,  en  substituant, 

ZO-'  (r"  -t-  A,r»-»  -h  A.r"-»  -+-...  -hA,.-,r  4-  A,)  =  o. 
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or  cette  équation  est  identiquement  satisfaite,  puisque 
la  somme  du  premier  membre  s'étend  aux  seules  racines 
de  Féquation  auxiliaire 

/(r)  =  r»  H-  A.r»^'  -f-  A,r»-"  +...4-  A«_.r  -h  A.  =  0. 

237.  a"*  Méthode.    Par  l'abaissement  progressif  de 
Tordre  de  Téquation  proposée. 
Dans  Téquatiou 

faisons  y  =  e^^'/u^dx,  «^  représentant  une  consUnie 
indéterminée,  et  Ui  une  fonction  indéterminée  de  x.  Od 
trouvera ,  en  différentiant  n  fois ,  ou ,  en  recourant  à  une 
formule  connue , 

Dir  =  <?«»'(tf;/a,rfr-4-3-e;a.-h3*,D^.H-D>v 


n 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée  et  divi- 
sant par  e"'*,  on  trouvera 

(A.  +  A»_.a.  +  A<^,a;  +  A»-î«î +...+ A,«r' -+- •")/«•''' 
+  (A^.-|-2An-,«.  +  3A»_3«î  +...+«-7— )«. 

[«(11  —  l)  T^ 

A^,  +  3A._3-.  +...-H-iy;^'-r'jD-.«. 

Or,  puisque  a,  est  une  quantité  consUnte  indéterminée. 
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on  pourra  la  choisir  de  manière  à  rendre  nul  le  ooeffi^ 
cient  de  /  u^dx\  il  suffit,  pour  cela,  que  «t  soit  racine 
de  Técpiation 

f{r)  =  r"  +  A.r»-«  4-  A,r»->  4- ...  -h  A^.r  -+-  A,  =  o. 

Alors,  pour  déterminer  i/|,  on  aura  Téquation  linéaire  de 
l'ordre  (n  —  i) 

dans  laquelle 

B,  =  A^,  -h  2A„«,«.  -h  3A,^3«;  +...-+-  ««fS 
B,«,  ==  A,_,  -f-  3A._3«,  4-.    .H ^ -a^\ 

1.2 

Si  Ton  fait  maintenant  Ux  =  e**"*^/  tt|d[r,  et  qu'on  opère 
de  la  même  manière ,  on  trouvera  que  si  Ton  prend  pour 
«t  une  des  racines  de  Téquation 

r»-*  4-  B,r*—  -H      .-f-  B„^,  r  -+-  B,  =  o, 

la  détermination  de  Ui  dépendra  de  l'équation  linéaire  de 
l'ordre  n  —  2, 

dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger, 

Ci--t  =  B,i— »  -f-  3B»^  «»  -h . .  •  ; 
on  fera  encore 

et,  en  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  faire  disparaître, 
un  à  un,  les  termes  de  Téquation  proposée ,  en  abaissant 
sou  degré  d'une  unité  à  chaque  opération ,  de  telle  sorte 
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qu'en  faisant  m„.i  =  e*»'fundXy  on  arrivera  à  Téqnation 

Avant  de  remonter  à  la  valeur  de  jy,  remarquons  que  les 
racines  «j,  «s,...,  «„  sont  égales,  respectivement,  ain 
difiérences  r,  —  Ti,  r»  —  r»,  r^  —  r», . . . ,  r„  —  r«_„  des 
/i  racines  de  Téquation  auxiliaire 

r„-h  A,r"-'  -f-  Aar"->  -f-.  .  .-H  A»-,'" -h  A«  =  0, 
En  effet,  multiplions  l'expression 

«r*  -+•  B» '•?"''  4- . . .  -h  B„«,  et,  4-  B, 
par  «j,  ajoutons-la  à  Téquation 

«j'  -I-  A,«7-*  -f-  A,«T—  4- . .  .-f-  A„-,  «,  -+-  A,  =  o, 

et  substituons  aux  coefficients  Bi,  B^, . . . ,  B„_i,  B„  leurs 
valeurs ,  il  viendra 

r<  4-/»<--'tf»  H-^'^^'J  '^^r'^î  -f-. ..«;]+.. . 

H-  Ai,«3(-;  -h  3c«î-.  -h  3«.«;  -h  «î) 

-h  A,_,(«;  -H  a*,«.  +  -n -^  A"-«  {««  -»-«»)  -H  A,  =0, 
ou 

(«,  -h  «.)»  4-  A,  («.  -f-  «,)«-'  +. . . 

4-  A»_a  («I  +  «.)'  4-  Ai-t  («.  4-  Cf.)  -H  A.  =  0. 

Cette  dernière  équation  prouve  que  «j  -f-ai  est,  en  même 
temps  que  «i,  racine  de  FéquatiOn  /(r)  =  o;  donc, 51 
Ton  désigne  par  r,  une  seconde  racine  de  cette  dernière 
équation ,  on  aura 

»,  4-  a,  =  r,  -h  *,  =  r„     «*,  =  /-,  —  r,. 

Généralement ,  si  Ton  nomme  ri,  r„ . . . ,  r„  les  /i  racines 
de  l'équation  /(r)  =  o,  et  «•,  «,,...,  «^^^'^  les  »  -  » 
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racines  de  réquation 

^r'   -+-   B»*""'    +     .  .H-  Bn-^^^   -|-  B„  =  O, 

on  aura 

rf,  =  r,  —  r,,     «,  =  rj  —  r,, 

•;  =  r4  —  r., .  . . ,     «(;-')   =  r.  —  r,. 

On  prouverait  de  la  même  manière ,  que  les  n  —  2  va-^ 
leurs  de  a,  seront  données  par  les  équations 

OU,  en  substituant  pour  «t,  a',,  ^î)  •  •  •  leurs  valeurs  trou- 
vées précédemment, 

«3  ==  r^  —  r„     i»,  =  r4  — .  r„ .  . . ,     rtj         =  r,  —  r, . 

En  continuant  ainsi ,  on  trouvera  successivement  les  va- 
leurs de  «4,  a^ , . . . ,  a,,  a^, . . . ,  a„^  c[ui  seront  données 
par  les  équations 

Il  est  donc  démontré  que  a,,  cct,  «49  •  •  •  9  «n  sont  bien  les 
différences  r,  —  r,,  r,  —  r,, . . . ,  r„  —  r„_t  des  racines 
de  l'équation /(r  =  o)  ^  on  aura ,  dès  lors, 

puis,  en  éliminant  U|,  Ufl,«*>9  u„,  et  ajoutant  ime  con- 
stante arbitraire  à  chaque  intégrale ,  on  trouvera 

T.  n.  38 
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En  représentant  par  Ci,  T,, . . . ,  C«  les  combinaisons  des 
constantes  C,  C", . . . ,  C^"^,  dans  l'état  primitif  où  se  trou- 
vent ces  constantes  avant  le  développement  des.  int^rales 
multiples  qu'elles  affectent,  avec  les  racines  r,,  r,,. . .,  r^ 
de  Téquation  auxiliaire,  après  ces  développements,  on 
trouvera,  dans  le  cas  où  toutes  les  racines  seront  inégales. 

La  substitution  des  intégrales  multiples  aux  intégrales 
simples  ne  souffre  aucune  difficulté ,  il  suffira ,  pour  ceh . 

d'observer,  i*' que  l'équation  évidente 

H ! Xe~'"-''iif 

donne,  quand  on  intègre  les  deux  membres, 

=  ^ flLe'"'"'dx ~ fXe-''-^''dx; 

2®  que  l'on  a 

En  employant  plusieurs  fois  ces  équations,  et  posant 
__  I 

A,  7 r-; • r -z -»•  •  •» 

(/•,  —  r,)  (r,  —  rj). .  .(r,  —  r„) 
on  retrouverait  la  valeur  connue  de  ^, 
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238.  3"*  Méthode.  Par  le  passage  de  réquation  sans 
second  membre,  à  Téquation  avec  second  membre. 
Considérons  les  deux  équations 

et  supposons  qu'on  satisfasse  à  la  seconde  équation  par  les 
n  valeurs , 

*  =  «ii     «  =  «1,     «  =  «3,...,     «=2,; 
on  y  satisfera  encore  par 

C|,   Cfl9* . .,  C„  étant  des  constantes  arbitraires,  et  par 
la  somme 

z  =  CjZt  -h  C,«,  4-  C3«3  -f- . . .  -f-  GiZ«, 

qui  sera  son  intégrale  générale. 

Cela  posé,  je  dis  qu'il  sera  toujours  possible  de  déter^ 
miner  n  fonctions  iii,  iit, . . . ,  u»  de  or,  de  telle  manière 
que  la  somme 

jr  =  a,2,  -f-  a,»,  -f-  «3^3  -f-. .  .-f-  «««n  =  2i« 

satisfasse  a  Téquation  avec  second  membre.  En  effet, 
nous  avons,  en  différentiant  une  première  fois, 

jy^X  =  2«D,a  -h  ZaD,«, 
ou,  simplement , 

si  Ton  pose 

XzDgU  =  0. 

En différentiant  une  seconde  fois,  on  aura 

Dix  =  2«I^i  «  -+-  2:  D^DxM, 

38.. 
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OU ,  simplement, 

Dix  =  S«I>i», 
si  Ton  fait 

En  faisant  ainsi  successivement 

XDlzD^  =  o,     £DlzD«u  =0,...,     2D;-»zD^  =0, 

les  dérivées  de  j^,  jusqu'à  Tordre  n — i  inclusivement, 
données  par  les  équations 

Dix      =ï"Diz      =  a.Diz,      -f-tf.Dîs,     H- .  .  . -f- «i.D]3„ 

auront  conservé  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  Ui , 
i/s9  •  •  •  9  u„  étaient  des  constantes.  Eji  différentiant  une 
dernière  fois ,  nous  aurons 

d]x  =  2aD]z  -f-  2D,aD*    '«. 

Si  maintenant  on  substitue  toutes  ces  valeurs  dans  Té- 
quation  avec  second  membre ,  il  viendra 

Or,  le  premier  terme  s'évanouit,  car  la  somme  désignée 
par  £  s'étend  aux  seules  valeurs  r^,  rt,...,  z„,  qui, 
toutes  par  bypotbèse,  vérifient  Féquation  sans  secoiid 
membre.  Donc ,  la  somme 

vérifiera  l'équation  avec  second  membre ,  si ,  en  outre 
des  équations 

ZsDxtf  =  o,     £DczD««  =  Oy 
ZDi«D,i£=  G,...,     2D;-"*D,a  =  o, 
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on  a 

En  faisant,  pour  plus  de  commodité , 

D,«,  rri'tX,     D,«,  =p,X,. ..,     D,a«  =  »r^X, 

les  équations  cpii  précèdent  pourront  se  mettre  sous  la 
forme 

»,  i^t         4-    »3  t'a     -+-.  .  .-+-*>«  =  O, 


et  donneront  les  valeurs  cherchées  de  l'i,  ^'^, . .  . ,  i'„,  qui, 
substituées  dans  les  équations 

fourniront,  par  une  intégration  facile,  les  valeurs  sui- 
vantes de  Ui,  i/t,.  • ., 

14,  =:  C,  -h/p.X^ir,     II,  =  Cj  -h  /•'aXdjp, . . . , 
«.  =  r:,-h/^„Xiir; 

Tintégrale  générale  de  Téquation  avec  second  membre 
sera  donc 

r  =  ».  (C.  H-  /l'.X^ir)  -h.  .  .H-  »,(C  -f-  /t'.Xrfr) 

=  S»(C-f-/pXii:r), 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'appliquç  ipême  au. cas  où 
les  coeiBcients  Âq»  Â|,.  . .,  Â»  seraient  des  fonctions  de 
X,  puisque  jusquHci  nous  n'avons  fait  aucune  restriction. 
Hevenons  au  cas  où  ces  coefficients  sont  constants.  Il  est 
éyident   qu'alors  on  satisfait  à  Téquation  sans   secoiid 


e- 
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membre  par  les  valeurs  suivantes, 

Tj,  r,, . . . ,  r„  étant  les  n  racines  de  Téquation  auxiliaire 

/•«  -+.  A.r*^'  -h  A,r«-»  -h . . .  4-  A»_,r -h  A.  =  o, 

et  la  valeur  générale  de  .z,  ou  l'intégrale  générale  de  1 
quation  sans  second  membre ,  sera 

Dans  la  même  hypothèse ,  si  Ton  fait 

les  équations  que  donnent  ^'i,  ^'i,. . . ,  i'n,  deviendront 

A,         -f-A,         -f-...-4-A«         =0, 
K  r^      4-  Aa  r,      4- .  . ,  4-  a„  r«      =0, 


et  l'intégrale  générale  de  Téquation  avec  second  membre 
sera 

X  =  (fy'{C^  -h  A,/Xc-'«'^)-f-^«'(Ca4-A,/X€--'t«d:r)  +  .... 

C'est  précisément  la  valeur  de  y  trouvée  par  les  mé- 
thodes précédentes. 

239.  Si  l'on  connaissait  seulement  n  —  i  intégrales 
particulières  Zi,  z,,. . .,  z„_i  de  l'équation  différentielle 
privée  de  second  membre,  l'expression 

ne  serait  pas  l'intégrale  complète  de  cette  équation  ;  ce- 
pendant on  péfut  encore  concevoir  que  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  avec  second  membre  soit  représentée 
par  cette  même  es:pression ,  à  la  condition  que  les  m  —  i 
quantités  Ci,  C|,...  seront  non  plus  des  constantes, 
mais  des  fonctions  Ui,  i/t, . . .,  u„.,  dex  convenablement 
choisies.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  réquation 
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donn^  soit  seulement  du  quatrième  ordre, 

Dij^  H-  Ajyiy  4-  AJ>ljr  -h  A3I),/  ^-  A^y  =X, 

il  faudra  prouver  que  Texpressionj^  =:«,^, + m, Zj+ii, s, 
peut  devenir  son  intégrale  générale  ;  comme  la  condition 
que  cette  fonction  satisfasse  à  la  proposée  n'établit  qu  une 
seule  équation  entre  les  trois  quantités  lit,  u^^  a,,  on 
peut  les  assujettir  à  deux  autres  conditions  arbitraires  ^  on 
peut  en  disposer ,  par  exemple ,  de  telle  sorte  que  les  dé- 
rivées première  et  seconde  D,jry  l^ly  conservent  la  forme 
qu'elles  ont  quand  Ut,  U|,  Ug  sont  constants:  on  arrive,  de 
cette  manière ,  à  trois  équations  qu'on  peut  écrire,  pour 
abréger,  comme  il  suit , 

:îzD^u  =  o,     2D,zD,a  =  o,     X(d)ia  4-  A,Diz)D,«  =  o, 

le  signe  Z  s'étendant  aux  trois  valeurs  particulières  ^i, 
^19  -^89  et  aux  trois  quantités  Ui,  Ui,  i/g. 

Des  deux  premières  équations  on  pourra  tirer,  par 
exemple,  les  valeurs  de  D^e/,,  D^Us  en  fonction  de  D^ii,, 
pour  les  substituer  dans  la  troisième  ;  on  arrivera  de  cette 
manière,  en  posant  D,Mi  =:  r,  à  une  équation  différen- 
tielle linéaire  du  premier  ordre  D,*  -\-  pt  =  ç^  P  ^^  Ç 
étant  des  fonctions  de  x;  en  l'intégrant ,  on  aura  la  va- 
leur de  <  et,  par  suite,  celle  de  Ui  donnée  par  l'équation 
li^  =  C  +  ftdx  qui ,  comme  on  voit ,  contiendra  deux 
constantes  arbitraires.  La  valeur  de  ii| ,  substituée  dans 
les  deux  équations 

TzDgU  =  0,     S  Dg%  D«u  =  o, 

conduira  à  celles  de  Ut  et  de  u^j  qui  seront  données  par  de 
simples  quadratures  avec  deux  nouvelles  constantes;  on 
aura  donc  l'intégrale  de  l'équation  proposée  avec  quatre 
constantes  arbitraires. 

On  voit  aisément  que  le  môme  raisonnement  s'étend 
à  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n ,  qu'on  arrî- 
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vera,  daus  tous  les  cas,  à  une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre  qui  donnera  la  valeur  de  la  première  foncUoa 
Ui  avec  deux  constantes  arbitraires,  et  qu'on  calculera 
ensuite ,  par  de  simples  quadratures ,  les  autres  fonction» 

Si  l'on  avait  connu  seulement  n  —  a  intégrales  parti- 
culières de  Téquation  sans  second  membre,  Tintégration 
de  Téquation  avec  second  membre  aurait  été  ramenée  à 
celle  d'une  équation  du  second  ordre.  Considérons  tou- 
jours, pour  plus  de  simplicité,  1  équation  de  quatrième 
ordre 

Dij  4-  A,D»j  -h  A.DÎ/  -4-  A3D,/  4-  A^jr  =  X, 

et  supposons  que  l'expression  jr  =  C,X|  -f-  CiZi  vérifie 
l'équation  sans  second  membre. 

Il  s'agit  de  montrer  qu'en  considérant  Ci,  Ci  comme 
des  fonctions  u^,  U|  de  x,  cette  même  expression  peut  vé- 
rifier l'équation  avec  second  membre.  En  outre,  de  Vé- 
quatiou  qui  exprimera  que  la  valeur  /  =  u^Zt  +iifr« 
vérifie  Téquation  proposée ,  on  ne  pourra  établir  eniiv 
les  quantités  lii,  Ut  qu'une  relation  nouvelle  \  si  nous  ad- 
mettons que  la  dérivée  première  Dj^y  conserve  toujours 
la  forme  qu'elle  avait  quand  Ui  et  Uf  étaient  deux  constan- 
tes arbitraires ,  les  fonctions '{/|,  i/j  seront  déterminées 
par  les  deux  équations 

Si  Ton  substitue  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de 
D^ï/i,  tirée  de  la  première,  et  qu'on  pose  D,tt,  =^,  il 
est  évident  que  f  se  trouvera  déterminé  par  une  équation 
difiTérenlielle  du  second  ordre 
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/7,  q^  r  éunt  des  fonctions  de  x,  on  intégrera  cette 
«kpiation,  et,  en  remontant  de  la  valeur  de  f  à  celle  de  Ui, 
on  trouvera 

cette  valeur  de  i/,,  renfermant  évidemment  trois  constan- 
tes arbitraires ,  servira,  avec  Féquation 

«iD^a,  -4-  «,D,aa  =  o, 
a  calculer  la  valeur  de  i/|  qui  contiendra  une  quatrième 
constante ,  et  Ton  aura  par  conséquent ,  avec  quatre  con- 
stantes ,  Tintégrale  générale  de  Téquation  proposée. 

En  généralisant  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  prou- 
vera facilement  que,  si  Ton  connaît  m  intégrales  parti- 
culières de  Féquation  sans  second  membre  ,  la  recherche 
de  l'intégrale  de  Féquation  avec  second  membre  sera  ra- 
menée à  l'intégration  d'une  équation  de  l'ordre/» — m,  et 
l'on  retrouvera ,  de  cette  manière ,  un  théorème  que  nous 
avons  déjà  démontré. 

240.  Remarquons,  i^  que  dans  la  valeur  obtenue, 
les  n  constantes  Ci,  Cj,. . .,  C„  entrent  seulement  dans 
la  partie  de  cette  valeur  qui  compose  l'intégrale  générale 
de  l'équation  sans  second  membre  \  i^  qu'on  peut ,  dans 
tous  les  cas ,  déterminer  les  n  constantes  par  la  condition 
que  pour  x  =  Xq  ,  ar^  étant  une  valeur  quelconque  dejc, 
la  fonction  jr  et  ses  n  —  i  premières  dérivées  prennent 
des  valeurs  données j^^,  /iv^J^n-i-  H  suffit  en  effet,  pour 
cela,  de  prendre  les  intégralesyXe~''t^rfx,  /Xe"'''«'rir,..., 
à  partir  de  x=a7o>  et  d'assujettir  la  valeur  suivante  dej^, 

à  vérifier  les  conditions  énoncées.  Cette  valeur  peut  d'a- 
bord se  mettre  sous  la  forme 

car  cette  transformation  consiste  simplement  a  mettre  en 
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«vidence,  dans  chaque  constante,  un  facteur  consunt 
«'"''» 'o,  e— ^l'o, . . .  ;  et  si  maintenant,  après  avoir  diflé- 
rentié  n  —  i  fois,  on  exprime  que  y  et  ses  dérivées 
prennent  les  valeurs  données  j^^  y^t  •  •  •  »  J^n-n  on  aura 
les  n  équations  suivantes  : 


C.        +C.        -4-, 

C.rT'-^C,r^'+. 

.  .-{-C^r-'=yM- 

Or,  les  valeiu*s  déduites  de  ces  n  équations  du  premier  de- 
gré ,  et  que  l'on  calculera  à  Taide  de  la  formule  souvent 
rappelée,  étant ,  en  général ,  déterminées  et  finies ,  il  eo 
résulte  que  l'on  poura  toujours  satisfaire  à  la  condition 
proposée.  On  verra  facilement  que  l'une  quelconque  des 
constantes  C„  est  donnée  par  l'équation 

dans  laquelle  f(r)  représentent  toujours  le  polynôme 

tandis  que  K^ti  K--%^  ^19  K^  désignent  les  coefficients  de 
^n-t^  yrf.-»^ ...,''»  ^o  d^ï^s  le  développement  de  ^  ^  » 

241.  4'"*'  Méthode.  Par  changement  de  variable  indé- 
pendante. Reprenons  encore  les  équations 

J)]x  -f-  A.  d""  V  ■+•  A.  d"   V-l-.--t-A,_xD,r-»-A.o^=X=F(x), 

J)]z  -H  A,  d""'z  -h  A,  d"    \  -^...-+-A.-,D^-^- Ai,s  =0, 

et  supposons  que  nous  ayons  trouvé  une  valeur  de  -. 
z  ==  (fÇXy  a),  qui,  vérifiant  la  seconde  de  ces  équations. 


TRBIffTB-SBVTIBME  XEÇOM.  6û3 

satisfasse  pour  a  =  x,  aux  conditions  suivantes, 

z=:  o,  D^=o,  Dî*  =  o,...,  d;-*«  =  o,  d;-'«  =  f(«), 

et  faisons 

z  =  <f(x,  a)  étant  une  fonction  de  la  variable  x  et  de  Tin- 
dëtenninée  a.  En  différentiant  par  rapport  à  x  ({ui  est 
Vune  des  limites  de  Tintégrale,  et  qui  entre  dans  jz,  on 
aura  (n*'  53), 


I>.r  =  //^»*^*  -^  ^(-^^  *)  î 


or,  9(x,  x)f  qui  est  ce  que  devient  z  quand   on  y  fait 
a  =  X*,  est  nul  par  hypothèse  ;  on  a  donc  simplement 

/•x 

En  différentiant  ime  seconde,  une  troisième  fois,  etc.,  et 
remarquant  que  les  dérivées  successives  D^^,  D^z, . . . , 
DT^z^  s'évanouissent  aussi  par  hypothèse  pour  a  =  x, 
tandis  que  la  dérivée  (n  —  i )«*"»•  devient  alors  F(j:),  on 
aura 

i/o  t/  o 

D;r=rD;«fa-hF(x); 

t/o 

en  substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  avec  second 
membre,  on  trouvera 


f'(  D>  H-A,D;~'z  -h .  . .  -+-  A„_.  P,a-+-A„z  \du  =  o 
ou  0  =  0,  puisque  z,  par  hypothèse,  vérifie  réquation 


.N.._„ 
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sans  second  membre.  La  valeur 


=/: 


zdcL 


satisfait  donc  à  Téquation  avec  second  membre,  oa  de- 
vient une  intégrale  particulière  de  cette  équation.  Pour 
en  déduire  l'intégrale  générale ,  il  suffit  évidemment  de 
faire 

V  étant  l'int^ale  générale  de  Téquation  sans  second 
membre;  car  le  résultat  de  la  substitution  de  cette  valenr 
dans  Téquation  avec  second  membre  se  composera  de 
deux  parties,  Tune  identiquement  nulle,  puisque  i^Tcri- 
fie  Téquation  sans  second  membre ,  Tautre  identiquement 

égale  à  F(j:),  puisque  u  •=  j   zda  satisfait  à  l'équatioD 

avec  second  membre;  d'où  il  résulte  que  la  valenr 
j"  =  M+  i',  qui  d'ailleurs  renferme  n  constantes  arbi- 
traires, satisfera  à  cette  même  équation  avec  second 
membre  et  sera  son  intégrale  générale. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  Ai,  Aty  — 
A„  sont  constants,  on  peut  prendre,  comme  nous  la- 
vons vu, 

V  =  C,<?^('— 3').-f-  C,<?',('-«)  -I- . .  .-h  r»^'"- '— «). 
u  faut,  de  plus,  déterminer  une  valeur  de  z  qui,  pour 
a  =  X  satisfasse  aux  conditions 

z=o,  D,a  =  o,  Djz  =  o,...,  D^'z  =  o,  D^— «  =:F>^ . 
Pour  y  parvenir,  il  faudra  assujettir  les  constantes  C- 
C|,. . 


'„  aux  œnditions 

c.       +C,       + . 

C,r\     -f-C,r;     +. 

S  s  o 
Il   II   II 

t>';— +  C.r-— +. 

■•+C^-' 

=  F{.) 
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qui  donneront 9  comme  nous  Tavons  déjà  vu, 

f(jr)  désignant  toujours  le  polynôme 

r»  -H  A,  r"-»  -+-. .  .-h  A^^r  -+-  A«. 
On  en  déduit 

F(«r)       ,       ,        F(*)      ,       ,  FW       /         > 

ou 

la  somme  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les  ra- 
cines  de  l'équation 

/(r)  =  r«4-A,r'-'  -h  A.r»-» -f- . . .  4- A^.r -f- A„  =  o. 

242.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé, 
implicitement  au  moins,  que  les  n  racines  de  Téquation 
/  (r)  =  o  étaient  inégales  et  réelles  ^  en  effet ,  si  deux  de 
ces  racines  étaient  égales,  si  Ton  avait,  par  exemple, 
r,  =  Tj,  les  deux  intégrales  particulières  Cie'i',  C^Ci^^ 
en  s*ajoutant,  donneraient 

les  deux  constantes  seraient  remplacées  par  une  seule  qui 
est  leur  somme.  L'intégrale  générale  ne  renfermerait,  en 
réalité ,  que  n  —  i  constantes  distinctes ,  mais  il  est  tou- 
jours facile  de  lui  rendre  sa  généralité.  On  a  eu  recours  , 
pour  y  parvenir,  à  divers  artifices  que  nous  allons  expo- 
ser brièvement. 
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Ren^arquons  d'abord  qu*il  suffirait  d*opérer  sur  l'inté- 
grale de  réquation  sans  second  membre,  car  c'est  die 
qui  apporte  les  n  constantes  arbitraires  à  l'intégrale  de 
l'équation  avec  second  membre.  Cela  posé  : 

i^*^  Procédé,  Chacune  des  int^ales  particulières 
jr  =  er^',  y  =  ev, . . . ,  ouj— e'"»*  =  o,  jr_e'.»=o,..., 
peut  se  mettre  sous  la  forme  (p(ri)=o,  f(r,)=o,...,  et  Poo 
montrerait,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  des 
équations  simultanées,  que  si,  une  seconde  racine r, de- 
venant égale  à  Tj,  deux  intégrales  se  confondent,  on  vens 
apparaître  une  équation  nouvelle 

ç'  (r,)  =0,     ou     y  =z  xe^x'* 

de  sorte  que  l'équation  sans  second  membre  est  vérifiée 
par  les  deux  valeurs  y  =  e»!*,  y  =  jre^i*',  et  par  U 
somme  y  =  C'eTi*  -|-  Cxfi'^  qui  renferme  deux  con- 
stantes distinctes.  Si  une  troisième  racine  r^  devenait  en- 
core égale  à  Ti,  on  aurait  non-seulement 

^(rO  =  o,     ^'(r,)=o, 

mais 

^''('•0  =  0; 

l'équation  serait  également  vérifiée  par  les  trois  valeurs 
e^t*,  ore^i*,  x^e^t'j  et  par  la  somme 

qui  contient  trois  constantes  distinctes.  En  général,  à 
m  —  I  racines  ri,  rs,  * . . ,  r^  sont  égales  à  Ti,  la  sonune 

qui  équivaut  à  un  seul  terme  Ce^t*,  sera  remplacée  pv 
cette  autre 
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qui  renferme  m  constantes  et  rend  à  l'intégrale  sa  géné- 
ralité. 

2"*  Procédé.  Faisons  r,  =  Tj  -f-  c.  Pour  que  r,  de- 
vienne égale  à  Ti,  il  fi^iudra  faire  e  =  o^  on  aura 

V  I  1.2  ) 

\  1.2  I .2.0  / 

OU ,  en  posant 

et  faisant  ensuite  e  =  o, 

Si  trois  racines  devenaient  égales ,  on  aurait ,  en  faisant 
r»  =  Tj  +  e, 

\  1.2  1.2.3  / 

ou,  en  faisant  C'-f.Cs=C,  C  +  C^t=C\  C^î}=C, 
C,  e**!'  -+-  C,e^>'  +  CieTtX  =  CVi'  -f-  C'xe^i*  -f-  Cx^er^x, 

S"*  Procédé.  Il  est  facile  de  voir  que  si,  dans  l'équa- 
tion sans  second  membre ,  on  fait  y  =  ue^',  en  ayant 
égard  à  Téquation  connue 

le  résultat  de  la  substitution  sera 

/•(7-)4-D,a/'(r)  -hD>/"(r)  4-...+  Dr^W/^-'U'")  +  D;«  =  o, 

y(r)  étant  toujours  égal  à 

f*  -f-  A.  r«-'  -h  Aa  r»^»  -|-  .  .  .  -hA„_xr  -t-  A„. 
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Or,  si  Téquation  /(r)  =  o  n'a  pas  de  racines  ^ales ,  1  é- 
quation  qui  précède  sera  vérifiée  si  Ton  faîl  rz=i\,  r, 
étant  une  racine  quelconque  de  Téquation  y(r)  =  oei 
Djctt  =  o,  où  u=Ci^  et,  par  conséquent,  la  valeur 
jr  =  de^i"^  sera  une  intégrale  particulière.  Si  réquation 
y  (r)  =  o  a  deux  racines  égales  à  Tj,  cette  racine  double 
vérifiera  aussi  Téquation  /'  C'*)  =  o ,  et  l'on  satisfera  à 
réquation  en  u  si  Ton  pose 

Di  a  =  o,     H  =  C  -h  Cx. 

Dans  ce  cas  donc ,  la  valeur  jr  =  C  e^«'  -j-  Cxc^.'  vé- 
rifiera réquation  proposée.  En  poursuivant  le  même  rai- 
sonnement, on  prouvera  que  si  l'équation  y  (r)  =  o  a 
m  racines  égales  à  Tj,  l'expression 

qui  renferme  m  constantes  arbitraires  distinctes,  vérifiera 
réquation  proposée. 

243.  4"''  Procédé.  Cherchons  directement  ce  que  de- 
vient ,  dans  le  cas  des  racines  égales,  l'expression 

y  =  2tf-'(C  4-  ?ifXe-'"dx)  =  c'-.'  (C,  -+-  A./Xif-^'^) 

-h  er,'  (C,  -H  A,/X<?-Viir;-f..'î 

on  a,  comme  nous  l'avons  vu, 

I  I 

A,  = 


/'('•.)  "^  (^i  -  r^)  (/■.-/!)...  (r.  -  rj 
__     I I 

pour  Ti  =r>,  Xi,  il  deviennent  infinis,  et  Ton  ne  voit 
pas ,  à  priori,  ce  que  deviennent  les  deux  premiers  termes 
de  l'intégrale  générale  :  pour  le  découvrir,  posons 

^ ■ -.é^'  fxe-^'dx  =  ^,  r), 


TREUTE-SEFTIÈME    LEÇON.  609 

on  en  conclura 

f[r.)         J  r.  —  r,—t 

jj —  ^ll'*!  +   ^«). 

Quand  on  fait  Tt  =rj  ou  i=o,  cette  somme,  qui  est,  aux 
constantes  Ci  et  C|  près,  la  somme  des  deux  premiers 
termes  de  Tintégrale  générale,  se  réduit  à  9\(r,);  on  a 
donc 

Si  une  troisième  racine  ri  devient  encore  égale  à  r^ ,  X| 
à  son  tour  sera  infini.  Pour  savoir  ce  que  devient  l'inté- 
grale, posons 

, w ^ ? 1  ^'  f%e-''dx  r=:  (p,  (/•) , 

(r  —  r4)  (f  —  rs). .  .(r  —  r„)      J  ^  ^  ^' 

et 

'^  =  /-,  -h  I, 
il  viendra 

J  .'  I  1- 

__i _ __^,(^,H.(1,), 

T,  II.  39 
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donc,  quand  on  fera  r^zzi  r^^  e  =  o,  Tintégraie  générale 
deviendra,  aux  constantes  près  Ci,  Ca,  Cs, 

Si  Ton  supposait  4  racines  égales ,  on  trouverait ,  en  fai- 
sant 

et  raisonnant  comme  précédemment, 

I  •  2  •  ^  «,/ 

En  général ,  si  m  racines  sont  égales  à  r, ,  on  fera 
et  Ton  aura 

Pour  que  cette  dernière  formule  (a)  soit  rigourense- 
ment  démontrée,  il  suffit  évidemment  de  prouver  que,  si      | 
elle  est  vraie  dans  le  cas  de  m  racines  égales ,  eUe  le  sera 
encore  dans  le  cas  de  m  +  i  racines  égales.  Or,  c'est  ce 
que  Ton  fera  facilement  de  la  manière  suivante  :  posons      j 

Pm  (r)  =  r ;; r^ 7 -.  eT'  j  Xtf-^'/ir,      r.^,  =r  r.  +  1, 

on  aura 

<P«_,(r)  =- » 

^  —  'm-^t 
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d'ailleurs,  en  considérant 

comme  un  produit  uu,  on  aura 

1.2. 3... (m — i)      ,.       (m — i)  i.!».3...(i7f  —  a)    .,, 

ei  l'on  en  tirera 


m — 1 


,^i-TH^O= 


M:^)_^f;„(r,)_ji_ç^)  I       ^sr^Vi) 


r,4-i^       <P,(^,)      l^>.)        I   K(^t)_ i_         (pL"-'M^.) 

•  "  I*  I    l"-«  1.2    !"-■    "'  1.2.3...  (w—l)  i 

Enfin,  si  Ton  fait  r„^j  =  r,  ou  c  =  o,  on  trouvera 

i.2.o.«.(m — i)/w  i/ 

et  c'est  précisément  la  formule  (a),  étendue  au  cas  où 
m  +  I  racines  sont  égales  h  Tj  ;  donc,  si  cette  formule  est 
vraie  pour  m  racines  égales,  elle  le  sera  encore  pour 
m+i  racines  égales  -,  or,  elle  est  vraie  quand  deux,  trois, 
quatre  racines  sont  égales  à  Ti  ;  donc  elle  sera  vraie  tou- 
jours. 

D  reste  à  déterminer  la  valeur  de  <J'fc;'^(/'i),  pour  mon- 
trer que  rintégrale  contient  encore  n  constantes  dis- 
tinctes. Or 

39.. 
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en  posant 


donc 

Lorsque  dans  cette  équation  on  remplacera  r  par  ri,  la 
fonction  f^^^  (r) ,  et  toutes  ses  dérivées ,  seront  des  nom- 
bres 5  il  reste  donc  à  trouver  ce  que  deviennent  les  déri- 
vées successives  de  f (r)  =  e''  y  Xe"^'  dx:  on  a 

I  '  (r)  =  ^[xf7i<r^dx  — /  yjce-^'dx)  =  t^'JJHe-^'dx^, 

r  (r)  =  eT'  (x»/  ILe-^'dx  —  2x/  Xx^-^'^ir  -♦-/  lix^tr-''dx)  =1.2.  f  "//  i  X' 

enfin  j 

f^x(.)  =  1 .2  .3. .  .(m -.  I)  e''////. .  ./Xi--£te«. 

En  substituant  ces  diverses  valeurs  dans  réquation  qni 
donne  ^ÎT-T/^Cn)}  après  avoir  fait  r  =  rj ,  on  trouvera 


x.2.3...(/n— i) 

Si  Ton  remarque  qu'en  vertu  des  formules  établies  dans 
la  dixième  leçon,  une  intégrale  multiple  d'ordre  m 

est  égale  à  une  fonction  de  x,  augmentée  de  la  somme 

C,  H-  C^  H-  Cjx»  H-. .  .-4-C-x— S 

il  sera  prouvé  que  la  valeur  de  yfc*^(ri),  et  par  suite  1 
rintégrale  cherchée,  renferme  m  constantes  distinctes.  ' 
Pour  la  réduire  en  intégrales  simples ,  on  aurait  recours 
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à  la  formule 

-f-  C  -+•  Ql'x  -h  C^ar'H-  . .  .-h  CC)  j:»-*, 

que  Ton  déduit  facilement  des  diverses  formules  établies 
n**  65,  et  que  l'on  vérifie  immédiatement  àTaide  de  plu- 
sieurs intégrations  par  parties. 

244.  Le  procédé  que  nous  venons  de  suivre  a  beau- 
coup d'analogie  avec  une  des  méthodes  qui  nous  ont 
conduit  à  l'intégration  de  l'équation  linéaire.  L'équa- 
tion 

convenablement  développée,  ou  sa  transformée  (B),  p.  694, 
donneront,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  l'intégrale  géné- 
rale avec  n  constantes  arbitraires  distinctes. 

Si  toutes  les  racines  r^,  r,, . . . ,  r„  de  l'équation  auxi- 
liaire f{r)  =  Q  étaient  égales,  c'est-à-dire  si  l'on  avait  à 
intégrer  l'équation 

^'^  ~."I~  ^r'Dir±«r:7-'D,r  =P  rj  =  0, 
dont  l'équation  auxiliaire  est 

(r-r,)»=0, 

alors  tous  les  coefficients  X|,  X2,As,...,%„se  pré- 
sentent sous  la  forme  infinie  ^  mais  en  ayant  égard  à  la 
formule  qui  précède ,  on  trouvera 
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Le  second  membre  est  évidemment  le  développement  de 
^'SS S '  '   /Xe^/ir";  on  aura  donc 

ou,  en  développant, 
_        /'"^         rx«-'/X<r-'  .*rfr-(/i-i)r— /Xj:tf-r|X£/x. .  .i/Xjt^'r-^  'i 

itë.  Considérons  enfin  le  cas  où  quelques-unes  des  ra- 
cines de  l'équation  auxiliaire  sont  imaginaires.  Commr 
les  racines  imaginaires  vont  toujours  par  couple ,  il  suf- 
fira de  chercher  ce  que  deviennent  les  deux  termes  de  la 
formule  correspondant  à  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées. Supposons  donc  que  Ton  ait 

et  représentons  par  R  la  somme  des  termes  correspondant 
aux  racines  réelles.  Les  deux  coefficients  X,,  X,  pourroni 
être  imaginaires,  et  l'on  aura,  en  général, 

A,  =  A  -h  BV^^,     A,  =  A  —  BV/^; 

les  autres  coefficients  seront  toujours  réels,  car  ils  renfer- 
meront à  la  fois  les  deux  facteurs 

(r«—  r,)  =  (r^—  «  —  ff  V/^),  r.— r,=  (r«-«  «  -h  C  \/^\  u 

dont  le  produit  est  (r^  —  a  )'  -f-  6'.  Cela  posé,  on 
aura 

'  ""  A-hB\/^ 

I  -j .  -h  n, 

!  A  —  B|/<=^ 

j  ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  remarquant  que 
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eztSarV/^  =  cos  Sx  ±  \/ — I  sîn  6  JT ,     et    représentant 
par  aC,   aC  les  constantes  indéterminées   Ct  +  Ct  et 

(c.  —oi/^, 

,^ (A  cosCa  -<-  B  singjr)(C'  +  /Xg~**  cosCxd!») 

y  _-xe  A'-+-B' 

-,  (  A  sinSj: — Bc08éJt)(C' + /'Xc~**sin£cdic) 
-4-  2*-^ ^.^l^j-^ -^4-  R. 

Il  sera  facile ,  dans  chaque  cas  particulier,  d'effectuer  les 
intégrations  du  second  membre',  on  a,  en  effet,  n^  29, 

J"     .                      a' 
fl*  sin  hxdx  =  -r- —  (la  sin ^x  —  b  cos^x) , 

0*008  Aordlar  =  ^^ r-^  (la  cos  6x  —  h  sin  fcx)  ; 

or 

d.'Yifa'ûn  bxdxz=.  dJi fa' sin  bxdx  -f-  Xflr*  sin  bxdx\ 

donc 

y  Xo*  sin  feordlr  =  X/  a*  sin  fejcd^r  —  JdlLfa'  sin  ^jrdlr, 

et,  en  substituant  pour  Ja'  sinbxdx  sa  valeur,  il  vient 

/'  a' 

I  X^i*  sin  bxdx  ==  -; r—  Ha  sin  Ax  —  b  cos  ^x)  X 

,/  b^-hla* 

— ; —   /  D,X.fl*sin  bxdx-\-  -r p—  ID^X-fl*  cos  bxdx  j 

on  trouverait  de  même 

r  a' 

I  Ha'  cos  bx  dx  :=  -r 1 —  (  \a  cos bx -\-  b  sin  ôx) 

J  6'  -h  la»  ^ 

— —  IDxX.fl'cos^xi/r  — -j ; — /D^X.fl'sinôJcrfa:. 

Substituant  lour  à  tour  dans  ces  formules  D^^X  ct  D^X, 
I);X  et  Dix,  D:  X  et  DiX,...  -,  à  la  place  de  X  et  D,X, 


6l6  CALCUL  unréGEAL. 

on  aura  une  série  d'équations  qui  donneront  les  valeurs  de 

f  D]^X.a'sin  bxdx^     f  DiX-ii*  cos  bxdx^ . . . , 

et  en  remontant ,  par  des  substitutions  successives,  les  fi* 
leurs  des  intégrales  cherchées.  On  trouvera  de  cette  ma- 
nière, en  posant  J*  +  la*  =  /w,  la  =  n, 

/Xfl'sin  bxdx^  f^n  sin  bx^b  cos  bxix-  -  D,X-f-Î^DÎX-^^^^V'l4 
J  m^  \       m  m*  mr 

4-  ^(/icos^x-hisiné»x)fD,X—  — DiX-l-  ^^'—^  p»x,  . 
•  /Xrt-cosixairrr— {/icosix+ôsin  Axfx-  ~  D,X4-^^DÎX-^^ÎÎ^D]1 

-.^(/isin^x~^cos6a:){D,X--^^D'X4-?^^^'KÎ^ 

Si  Ton  fait  a  =  e— *«,  i  =  6 ,  d'où 

Ifl  =  —  «,     lfl»=«*,     i?i=«*-f-C»,     /î  =  —  «, 
il  viendra 

/Xc-tf*cos  Cxdxz= p— ^^(«cos  Sx — C  sin  Cr) 


^r^^.ii^<^—"^'(^'{^'^+^^^'^+(^^'''^'  ^ 


ces  formules  sont  d'une  application  facile. 
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Examinons  encore  le  cas  où  une  racine  imaginaire  ri 
est  double  ou  triple  :  supposons,  par  exemple,  que 
Tt  =  a  +  6W^— ï  soit  une  racine  triple,  et  appelons 
r»  =  a  —  o  \/ — I  la  racine  imaginaire  conjuguée;  la 
portion  de  la  valeur  de  y  correspondante  à  ces  deux 
racines,  dans  le  cas  où  Téquation  n'a  pas  de  second 
membre,  sera 

\C  -H  a'x  H-  (Tje)  4-  c'-'  (c'  -+-  c"ar  -+-  c*x») 
H-CiX'=7)x(c'^C'^^4.C-';r>)-f-^«--^^^)'(c'-f-c''x-hc-'x*) 

'{C  cos  Cr-f-c'sinCx)-+.a:(C''  cos£r4-c''  sinCx)-+-x»(C*'co$£c  4-  c''  sinCa) 
'\^(C,-hC^H-C3X»)  cos  CxH-(c,H-c^-+-c,jr*)  sin^j:]. 

2 16.  Applications:  I.  Equation  sans  second  membre  : 

1».  Dij~  I  aDij-t-eaDir—  «  72DÎ^4-266D,r— i6oj=ro: 

Féquation  auxiliaire  est 

r*  —  I2r<  -h  6ar*  —  1 7^/-*  -+-  266r  —  160  =  o, 

et  elle  a  pour  racines 

r,  =  2  4-  a  V/— I ,     r,  =  2  —  2^^^, 
r5  =  3r+-    \/— I,     r4=3— V^— I,     rs  =  a; 
on  trouvera 
j=  é?"[(C,  C0S2J:  -h  C,  sin 2x)  -f-  ^(Cacosx  -h  C4 sinx)  -h  C5]. 

a^  Dijr  —  ,4Dl7  4. 64D,^  —  967  =  o  : 

Féquation  auxiliaire  est 

r»  —  i4r»  +  64/"  —  96  =  o, 
et  a  pour  racines 

r,  =6,     ra  =  4,     '"3=4; 
en  ne  prenant  dans  la  formule  (A),  que  les  termes  affectés 
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des  constantes  arbitraires,  puisque  X  =0,  ou  aura 

y  =€^  {Cfe-^dxfdx  -h  C^fe-^'dx  -\-  Cj); 
or 

Cftr^'dxfdjc  =  —  ^  e~»'  (x  -h  i), 

tlonc 

y  z=i  (^'{Cx  -h  C"  4-  C'e"). 

3».     Di/  —  8Di/  4-  26Dir  —  48 D,7  -h  4^^  =  <>• 
réquation  auxiliaire  est 

r4  —  8/-5  4-  26r>  —  48r  4-  45  =  o, 
et  elle  a  pour  racines 

/•i  =  3,     r,  =  3,     ra  =  i  4-  tV^^^     r^  =  i  —  aV/^- 
La  même  formule  (A)  donnera 


r 


L     4-C,/d:r/ff-^('-^^-^)'ite4-C3/d;r4-C4j 


en  développant ,  on  trouvera 

j  =  e»  [C,  COS2X  4-  C,  sin^x  -4-  e*'  (C3J:  4-  C4)  ]. 

réquation  auxiliaire 

I  •  2 
a  toutes  ses  racines  égales^  et  Tintégrale  générale  sera 

y  =rr.*(C,x«-»  4-C,.r"-*4-C3X^-'  4- .  .  .4-C.^,x4-(;).  ! 
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247.  II.  Ecpiation  avec  second  membre  constant: 
d;^  -h  A,D;->  -+-  A,d;-V-*-.  .  .H-A,_,D,r  -l- A«r=  a. 

Dans  la  formule  (B),  on  pourra  faire  sortir  la  constante 
X  =  A  du  signe  d'intégration  qui  Taflecte ,  puis  succes- 
sivement en  dehors  de  tous  les  signes  d'intégration  qui 
précèdent,  et  Ton  aura 


mais 

en  continuant  ces  intégrations  successives,  remontant 
jusqu'au  premier  signe  J ,  effectuant  la  multiplication  de 
Tintégrale  définitive  par  e^i*,  et  remarquant  que  le  pro- 
duit de  toutes  les  racines  r,,  r,,.  • .,  r„_,,  r„  de  l'équa- 
tion auxiliaire  est  égal  au  dernier'  terme  A„  de  cette 
équation ,  on  aura ,  pour  l'intégrale  complète  de  l'équa- 
tion donnée , 

An 

Si  deux  des  racines  de  l'équation  auxiliaire  étaient  ima- 
ginaires et  égales  à  a  db  êV^ — i,  on  aurait* 

r  =  -^  4-  e**(C,cosCr-4-C,sinC«)+C3^''  -h. .  .-t-  C,/-', 

si  toutes  les  racines  de  l'équation  auxiliaire  étaient 
égales  \  alors ,  en  passant  toujours  la  constante  X  =  A 
en  dehors  de  tous  les  signes  d'intégration,  l'équation  (B) 
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donnera 

y  =  /»'  [kfdxjdx. .  .fe-'^^dx  ^  CrJSf. .  Sdj^^-^^SSS-^^^ 

Maïs  A/rfa:/fltr.../e— '•l'/farst— e— '•.*,   etd'aillears 
/•"  =  ±  A„j  on  aura  donc 

r  =  -^  -+-  tf^»'(C.a:— »  -+-  C.x^*  -h . . .  (;,_,x  +  C). 

•A.  Il 

248.  ni.  Équation  avec  second  membre  variable: 

Téquation  auxiliaire  est 

r'  —  7fl»r  -h  6fl^  =  G, 

et  ses  trois  racines  sont  i\  =  —  3a,  r,  =  aa,  r,  =  a;  ea 
employant  encore  la  formule  (B),  on  trouvera 

ÙT 


donc 


En  substituant ,  on  trouvera 

c'est  Tintégrale  générale  de  Téquation  proposée. 
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Téquation  auxiliaire  est 

r»  ^  ar  —  6fl*  =  o  ; 

ses  deux  racines  sont  r,  =  aa,  rt  s=  —  3a  ;  la  formule 
(B)  donnera 

mais 
donc 

et,  en  substituant,  on  trouvera,  pour  l'intégrale  cher- 
chée, 

(  1 6  -h  3a)  (  1 6  —  2a) 

3^  Dir  — 3Dijr  H-  7D,j  -  5/  ==x3  : 

Téquation  auxiliaire  est 

r5  — 3r»4-7/*—  5  =  0; 

ses  trois  racines  sont  ri  =  i+  2  l/ — i,  r,=i — aV^ — i» 
Tj  =  I  ;  on  aura 

-  =  (/"i  —  ''.)(r.  —  rj)  =—  8, 

—  =  (r,  —  r.)(r,  —  rj)  =—  8, 
*> 

-.  =  (rj  —  r,)(r3  —  r,)  =        4, 
et  la  formule  (B)  donnera 
— y  [cos  2x  (C,  -j-  Jx^e—co&'xxdx)  -i-  sinax (Ca  H-  Ja^er*  sin  axrf<ar)] 

-+-  ^  (C3  -f-  fa^er'dx). 
Pour  avoir  en  termes  finis  l'intégrale  générale  cherchée, 
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il  suffira  de  substituer  les  valeurs  des  deux  intégrales 
fx^€~'  cos  ixdx^  /"x'e-'sinaxrfr,  déduites  des  formnlfs 
que  nous  avons  rappelées  ci-dessus. 

4^  I>îr  -+-  A.Do  -+-  A,j^  =  X: 

Téquatiou  auxiliaire  est 

/•'  -f-  A|r-4-  Aj  =  o. 

Supposons  que  les  deux  racines  soient  imaginaires  et  qi]< 
Ton  ait 

on  aura 

Ti  —  r,  =  2C  V/—  I ,     /•,  —  r,  =r  —  7.C  \/^, 

r  =y  [sinCj:(C.  -h/X/?-*-'cosCj:rfa:)4-  cosCx(C,  — /X<r"""'5în-j)i 

Exemple  : 

Dî/  -h  2D,^  -h  2r  =i  X, 
A,  =  2,     A,  =  2,     X  =jr,     «  =  —  I,     0  =  1, 
C,  sino?  -h  C,  cosj: 

y  = ;, ^  i  fx  - 1  ) . 

5^  DÎ7  +  A,r  ==  X  : 

c'est  Téquation  du  fameux  problème  des  trois  corps,  IV- 
quation  auxiliaire  est  r"  +  A  =  o  ; 

on  aura 
y  »/a=  sin(j:V/'Â)[c.  ^-/Xco8(xV^Â)d:r4-  œs(xV/Â)[C.--/Xsin(xiA' 

6».    Dir  —  8Dij-|-23Dir  —  28 0,^-  -H  i2>^  =  x: 
Téquation  auxiliaire  est 

/.4  —  8/5  -h  23/ >  —  28r  -f-  1 2  =  0, 
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et  a  pour  racines 

/•,  =  2,     T'a  =  2 ,     rj  =  I ,     /•4  =  3  ; 
Téquation  (A)  donnera 

,^  ffdxfc-'dxfe^  dxjxe-^dx  -h  C,  Jdxje—dxfe^'dx  \ 

'  V  -^C^fdxjer'dx^  Cifdx^  Cj' 

et,  en  développant, 

r  =  —  -H  ^  ^-  C.are"  -h  C,«?«  -h  Cse'  -h  C^e^'. 

12  CJO 

L'équation  auxiliaire  est  (r  —  /'i)"  =  o,  et  a  toutes  ses 
racines  égales;  on  trouvera  dans  ce  cas,  en  se  servant 
toujours  de  la  formule  (A) , 

.2.3...(„— i)L  4-C,a:*-«H-C,j:»-»-4-...4-C„_,j:4-cJ' 

Téquation  auxiliaire  est  r**  +  a"  =  o.  Si  /i  est  impair, 
Tun  des  facteurs  du  premier  degré  sera  r  +  a ,  ou  Tune 
des  racines  sera  r=  —  a.  Tous  les  autres  facteurs  sont 
donnés  par  l'expression  r  ■ —  'lar  cosO  +  a",  dans  laquelle 

0  =  J. .  La  partie  de  l'intégrale  correspondante  à  la 

C 
racine  réelle  sera  — -^^  e~""'  /Xe^'rfjC.  Chaque  couple  de 

racines  imaginaires  donnera  naissance  à  une  intégrale 
particulière 

'ïfl"-    L  -hC,  sin(9  -haxsm  6)/Xt-«'^<>'  ^  sin  [ax  sîn  ^^  J  ' 
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et^  pour  obtenir  Tintégrale  cherchée ,  il  suffira  de  tùtt  la 
somme  de  tous  les  termes  que  Ton  obtiendra,  en  don- 
nant tour  à  tour  à  9  pour  valeurs  tons  les  multiples  im- 

pairs  de  - ,  inférieurs  à  tt.  Quand  n  est  impair,  Tun  de 
ces  multiples  est  —  ou  tt,  auquel  correspond ,  d'une  part 


la  racine  r  = —  a  5  de  l'autre,  le  terme  2 ^fXé"dx. 

qu'il  faudra  réduire  à  moitié,  parce  que  ce  n'est  pas 
a*  +  aar  +  r",  mais  bien  a  +  r  qui  est  facteur  de  l'é- 
quation j:"  +  a"  =  o. 

Si  X  =  o,  chaque  terme  correspondant  à  un  facteur 
du  second  degré  devient 


«rcosô 

—- —  [Ct  ces  (ô  -h  ax  sin  ô)  -+-  C,  sin  (0  -h  axsin^ 

FUT    ■ 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

Ci?'^«o»0cos(c-MMrsin9), 
c  étant  un  angle  constant  quelconque. 
.     9^  Dîr-aV  =  X: 

Téquation  auxiliaire  est  r"  —  a**  =  o  j  l'un  des  facteurs 
est  r  —  a,  ou  l'une  des  racines  est  r  =  a  ;  le  terme  cor- 
respondant de  l'intégrale  est  ^^^  e"/Xe~"rfx.  Sîncsi 
impair,  a+r  sera  aussi  facteur,  —  a  sera  racine  et 
donnera  naissance  au  terme  —^  e"*'/Xe'"d!r.  Chaipie 


couple  de  racines  imaginaires  sera  donné  par  le  facteur  du 

!kkr 

second  degré  r*  —  aarcosd  +  a',  dans  lequel  6  =  •---» 
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M  produira  la  pcu^tion  d'intégrale 


^^" 


^FC.  co5(d -hflxsiûS)/ Xc-'"''^»^ co&{axsïnO) dx  1 
"~'  [  -hC.sin  (0  -+-flxsin  6)/X<?-*' *^^  ®  sin (flxsin b)dx\ 

et,  pour  arriver  à  Tintégrale  cherchée,  il  suffira  de  faire 
la  somme  de  tous  les  termes  que  Ton  obtiendra  en  don*- 
nant  tour  à  tour  à  B  pour  valeurs  tous  les  multiples  pairs 

de- inférieurs  à  tt.  Quand  n  est  pair,  o et- —  =  tt   sont 

deux  de  ces  multiples  auxquels  correspondent  les  racines 
r-  =  a,  r  =  —  a,  et  les  termes  de 

qu'il  faudra  réduire  encore  à  moitié  pour  la  raison  que 
nous  avons  dit. 

Inéquation  auxiliaire  est 

r"  -f-  r«-'  -f- .  .  .  -4-  r*  -f-  /-î  _^  ^1  ^  ^  __.  j,^ 
ou 


Si  /»  +  I  est  pair,  r  =  —  i  sera  l'une  des  racines  à  la- 
quelle correspond  le  terme  — '- —  e^'  flLe'dx,   Chaque 
couple  de  racines  imaginaires  sera  donné  par  le  facteur 
du  second  degré  /••  —  ar  cos  6  + 1 ,  dans  lequel  0  =  -L_!L  . 
la  partie  correspondante  de  l'intégrale  sera 

=^  ^~«  ^in-LO  P' **" ^^^^  "^  ^"^  ^'°®^/^*~'''''''''^*^*(**^"  fi)  ^  1 
T.  II.  4o 
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et 9  pour  arriver  à  Tintégrale  cherchée,  il  suffira  de  Ïûk 
la  somme  de  tous  les  termes  que  Ton  obtiendra  en  don- 
nant successivement  à  0  pour  valeurs  les  multiples  pairs 

de . 

n  -h  I 

Si  X  était  égal  à  o,  la  partie  de  Tintégrale  correspon- 
dante h  une  couple  de  racines  imaginaires  deviendrait 

^xcosO  j-^^  si„^(39  ^_  2xsmO)  -f-  C,cos|(3«  -*-  xrsinfl)!, 

ou  plus  simplement 

O'°*'*^cos(c-hxsin6), 

c  étant  un  angle  arbitraire  quelconque  etC  une  consiante 
arbitraire. 

Essayons  de  satisfaire  à  Féquation  proposée,  par  une  va- 
leur de  la  forme 

en  substituant  pour  y  cette  valeur,  on  trouvera 

-h  A,-_,/»6i 

et,  pour  déterminer  les  m+i  coefficients  i,  ii,.-»  *«•  <>" 
aura  les  n  +  i  équations  du  premier  degré 

Anb=a,     A^b,  -h  A^xmb  =0^,.  ... 

Connaissant  j„  on  complétera  l'intégrale  générale  en 
ajoutant  k  cette  valeur  j,  l'intégrale  z  de  Téquation  sans 
second  membre 

D';z  -+-  A,iyi~'z  4- .    .  -H  A„_a),5  -+-  a.*  =:  0. 
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=  A cosmx  -f-  B sin mjc , 

A,  B,  /ft  étant  des  constantes  données. 

Essayons  de  satisfaire  à  cette  équation  en  prenant 

r^=  a  cosmx  -h  a  sin  mx  ; 
y 

an  substituant I  on  arrivera  à  une  équation  de  la  forme 

<i  (G  CCS  mx  -H  H  sin  mx)  -\-  b  {K  ces  mx  -h  Lsin  mx) 

=  Acoêmx-h  hùnmx, 

G,  H,  K,  L  étant  des  constantes  dépendant  de  m.  Or, 
celte  dernière  équation  sera  vérifiée  si  Ton  a 

_AL  —  BK        A  _-Ç^_::i_:^ 

"""GL  —  HK'  ~GL  —  HK' 

Ces  valeurs  de  a  et  de  h  seront  admissibles  tant  que  le 
dénominateur  GL  —  HK  ne  sera  pas  égal  à  zéro  :  nous 
verrons  tout  à  l'heure  comment  il  faudrait  procéder  si  ce 
dénominateur  était  nul. 

On  obtiendrait  avec  autant  de  facilité  Tintégrale  par- 
ticulière jx  dans  le  cas  où  le  second  membre  X,  composé 
d'une  suite  de  deux  ou  de  plusieurs  termes  de  la  même 
forme,  serait 

X  =:  A  cosiwx  H-  B  siumx -\-  A!  cosm'x  -|-  B'cos/w'x  -f- . .  . , 

et  faisant  y  =i  u+i^j  uet  i^  étant  deux  nouvelles  va- 
riables, et  substituant  dans  l'équation  donnée ,  on  pourra 
la  partager  en  deux  ou  plusieurs  équations  nouvelles 

D"n  -h  A,  DJ  ~'a  -+- .  .  .  -H  A„«  =  Acos  wx  4-  B  sin ///.r, 

D>  -f-  A.  D;-S'  h-  ...  -h  A„r  =z  A'cosm'xH-  B'sin  m'x. 

l'H  procédant  comme  nous  l'avons  déjà  indiqué,  on  d(»- 

40.. 
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terminera  deux  intégrales  particulières 

a,  r=  «  cosmx  H-  b  sinmx,     p,  =  a'  cosnt'x  -|-  ^'smm'x, 

de  ces  équations ,  et  la  somme  y  =  u^  -|-  i/|  de  ces  deox 
intégrales  vérifiera  évidemment  Téquation  proposée, 
dont  on  complétera  l'intégrale  générale  par  la  valeur  de 
z  déterminée  conmie  nous  Tavons  indiqué  plus  haut. 

ia«.  DÎ7  4- J  =cosjr: 

en  appliquant  la  méthode  précédente ,  on  trouverait  que 
le  dénominateur  des  valeurs  de  a  et  de  6  est  nul.  Pour 
arriver,  dans  ce  cas,  à  la  vraie  valem*  de  Fintégrale,  par- 
tons de  Téquation  Dly  +y  =  cos/ix.  Si  l'on  cherchait 
une  valeur  particulière  de  cette  équation ,  on  trouverait 

1  ,  COS/ÏX 

a=- —,     6  =  0,     ri=: — -» 


et,  en  désignant  par  z  l'intégrale  de  l'équation  sans  se- 
cond membre  Dlz+z  =  o^  intégrale  qui  est  évidem- 
ment égale  à  Ccosx  +  C  sinx ,  C  et  C  étant  deux  con- 
stantes arbitraires,  on  aurait  pour  l'intégrale  générale 
de  l'équation  Dly  +j-  =  cosnx 

•  r  = 4-  C'cosj:  -J-C^smx, 

I  —  /i* 

ou,  en  posant  C  =  C 3~ï' 

cosisx^cosx     ^,  ^„  . 


I— /i* 


COSilX  — cosx 


Or,  pour  n  =  1 , 1  expression — -j —  prend  la  ionne 

indéterminée  ^,  et  a  pour  vraie  valeur :donrJ'iflfe- 
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grale  générale  de  l'écpation  T)ly  +y  =  cosx  est 

r  = h  Ccosx-h  C'nnx. 

•^  a 

On  arriverait  au  même  résultat  en  employant  l'artifice 
de  d'Alembert.  En  effet,  si  Ton  pose  n  =  i  4-  e,  Tinté- 
grale  générale  de  Téquation  Dly+y=cosnx  deviendra 

jr  =  — ^ — -— r-^  H-  C  C08  X  -+-  C"  sm  X  ; 

or 

co8(j  -4-  ix) cosxcosix  —  sinxsinia: 

—  i(a4-i;   ""  — •(2-+-1)  ' 

et  Von  trouvera ,  en  développant  cosex,  sinex,  et  posant 

X  =  cosx(C'  -t-AO  +  sinarrC^H h  Bi  j, 

Â  et  B  étant  deux  coefficients  qui  ne  deviendront  pas  in- 
finis quand  on  fera  6  =  0,  n  =  i  ;  on  aura  donc  définiti 
vement 

r= h  C'cosx-l-C  sinx, 

2 

comme  nous  Pavons  déjà  vu. 
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TRENTE-HUmEME  LEC02V. 


Intégration  de  quelques  équations  linéaires,  de  Tordre  m,  à  coefficieiMa 
Tariahles. 


249.  Considérons  d'abord  Téquation 
A  A 

Si  Ton  fait 

y  =(a^  bxf, 
il  vient 

/•  (r  —   I  )  (/• —  a) .  .  .  (r  —  /i  -4-  1  ) 
-+-  A,  r{r  —  !)...(/•  —  //  -H  2)  -h. ..-h  A^,r  -+-  A,=  f  ;r)  =  o; 

et  Ton  en  conclut  que  Tcxpression  j=i(a  +  bxY  véri- 
fiera Téquation  proposée,  si  Ton  donae  pour  valeur  à' 
Tune  quelconque  des  n  racines  Tj,  r,, . . . ,  r„  de  Féquation 
auxiliaire  f  (r)  =  o.  Les  n  quantités 

[a  -+-  bx)   ,      [a  -h  bxY*, .  .  .  ,      (o  4-  ^xj^-, 

seront  donc  autant  d'intégrales  particulières  de  Téqua- 
tion  donnée,  et  l'intégrale  générale  sera 

y  -:  (\  {a  -h  h.rp  -f-  T,  («  -h  hjj)'^  _^-  .  .  .  -f.  r,  (^/  -h  /'x)"-. 

Par  une  méthode  tout  à  fait  semblable  à  celle  que  nou> 
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avons  suivie  dans  la  trente-sixième  Leçon,  on  passera  fa- 
cilement de  cettie  intégrale  à  celle  de  Téquation 

Si  quelques-unes  des  racines  Ti,  j'i,  . . . ,  r„  étaient  égales 
entre  elles,  ou  imaginaires,  on  aurait  recours  à  des  mé- 
thodes de   transformation    absolument  identiques  avec 
celles  que  nous  avons  employées  dans  le  cas  de  Téqua 
tîon  linéaire  à  coefficients  constants. 

Prenons  pour  exemple  Téquation  différentielle 

Téquation  auxiliaire  est 

r^r  —  i;  H-  A,r  -|-  A,  =  Oj 

en  appelant  i\  et  j\  ses  deux  racines  supposées  inégales , 
Tintégrale  cherchée  sera 

Pour  reconnaître  ce  qui  arrive  dans  le  cas  des  racines 
égales,  mettons  l'intégrale  trouvée  sous  la  forme 

rt  faisons 

r,  —  r,  -h  t  ; 
OU  aura 

m  passant  à  la  limite  et  remarquant  que 

(p'{r)  :=i  }\(a  -I-  hj'\'  ~  {fi  H-  Lvy\  (a    h  bj), 
on  verra  que  quand  les  racines  sonl  égales,  Tinléi^iale 
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devient 

on  verrait  de  même  que  si  trois  racines  r,,  r^,  r,  sont 
égales,  l'intégrale  générale  est 

jr  =  («  +  bxf^  [C  -h  C'\{a  -h  bx)  -h  Cr'l(a  -f-  bxf  ] 

-h  C4  («  -h  ^^r*  H- . .  - 

2S0.  Comme  seconde  application,  considérons  Téqiu- 
tion 

Dîr  +  X,D,j  -f-  X,7^  =  X. 

Nous  avons  vu  qu'il  suffira  de  connaître  une  intégrale 
particulière  de  Téquation  sans  second  membre 

Dî«  -h  X,D,  z  -h  X,2  =  o 

pour  ramener  au  premier  ordre  Téquation  avec  second 
membre.  Soit  Zi  cette  intégrale,  et  posons  y  =  ozi;  en 
différentiant  il  viendra 

Substituant  dans  Téquation  proposée  et  réduisant,  on 
trouvera 

(aD,*,  -h  X,»,)  O,»  -f-  3,D*«  =  X  ; 

et  en  faisant  D,u  =  (^, 

«xD,  •»  4-  (aD,»»  4-  X,»,)  «^  =  X. 

On  tirera  de  cette  dernière  équation  la  valeur  de  i',  et 
Ton  en  conclura 

«  =  C-^fvdx,     r  =  «I  (^  -+-  S^dx). 

Exemple  : 

DÎ7  4-X,r  =:X; 

Féquation  en  z  sera 

Dî  2  4-  Xa^  =  o. 
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l'équation  eu  i^  deviendra 

«.  D,p  -f-  2j'Dx«i  =  X,     ou     Sjd»  -f-  29dzt  =  X^; 
multipliant  par  Zj,  et  intégrant,  ou  aura 


Ct-hf^^tdz 


X  =:Ca»,-f-»,  I  -^-*^ ' tix. 


L'intégrale  générale  de  Téquation  en  z  sera 


z  =  C,z,  +  C,», 


Conune  nous  Tavons  tu  encore  pour  abaisser  le  degré  de 
Téquation  sans  second  membre ,  il  n'est  pas  nécessaire 
de  connaître  une  valeur  particulière  de  z  ^  mais  la  nou- 
velle équation  différentielle  du  premier  ordre  ne  sera 
plus  linéaire  comme  la  précédente:  il  suffit  pour  cela  de 

faire  z  =  eJ^^     ,  d'où 

^  Ç'tdx 

Diz  =  t\},z  -h  »D,/  =  (D,/  -h  r)z 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  différentielle  pro- 
posée, z  sera  facteur  commun,  et  il  restera  une  équation 
différentielle  en  t  du  premier  ordre,  mais  qui  ne  sera  pas 
linéaire,  puisqu'elle  renfermera  des  puissances  de  U 

Exemple  : 

DJ  »  H-  X,  »  =  o; 

l'équation  en  t  sera 
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Puisque  0,,^  =z  z   =  tz,  on  aura 

z' 

z 

et  il  semble  que  la  valeur  de  t  renfermera  deux  coDstaote^ 
ainsi  que  là  valeur  de  Zj  ce  qui  ne  peut  être,  puisque  IV- 
quation  en  t  est  du  premier  ordre  ]  mais  les  deux  con- 
stantes de  la  valeur  de  t  se  réduiront  en  réalité  â  nnc 
seule.  En  eflfet ,  la  valeur  de  z  est  donnée  par  Téquation 

ou 

Z  z=rC,Zt  -h  C,s,, 

eu  faisant  Zf.^  Zi  f     —,  et  Ton  aura,  par  conséquent , 

^       C,z,  -f-  C,z,  6\       "*  sV-h  Cî,  ' 

251 ,  Faisons  Xj  =;  —  rtx"*,  «  étant  un  coefficient  con- 
stant, et  cherchons  l'intégrale  de  Téquation 

T>lz  —  ax^z  =  o. 

L'équation  en  /  deviendra 

D,  r  4-  r*  =  nj^,     ou     fie  -h  f  »</x  =  ax^dx. 

C'est  Téquation  de  Riccati ,  que  l'on  saura  iulégrer,  par 
conséquent,  si  Ton  sait  int^rer  TétpRatioa 

Pour  y  parvenir,  posons 
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et  voyons  si  nous  pourrons  déterminer  le  nombre  a  et  la 
fonction  (f(ii)^  de  manière  à  satisfaire  à  rik{uation  en  z; 
on  a 


,.00 


en  substituant  dans  Téquation  D^z  —  ax^z  =  o  ,  et  ex- 
primant qu'elle  est  satisfaite,  on  trouvera  d*abord  que 
a.  —  a  doit  être  égal  à  m,  ou  a  =  m  +  a,  elque(p(«) 
sera  déterminé  par  Téquation 

J'let*x*u*  —  tf  («  —  i)k  —  fl]^ («)«'—'  "du  =.  o. 

Or,    on  peut  choisir    t|/(a)  de  manière  que   l'intégrale* 
qui  précède,  prise  entre  des  limites  quelconques,  soit 

égale  à  f  (tt)e^'*"^  car,  en  différentiant  les  deux  mem- 
bres de  Téquation 

ou  trouve 

et  cette  dernière  équation  sera  satisfaite,  quel  que  soit  a , 
si  Ton  a 

4  (tt)  =  —  a»K»^  («),       >^'(ll)  =  —  [«  («  —   I  )  W  4-  «]  (p  [u)  , 

4(«)  ««  64*'**  et  U'U 
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on  a  donc 

m. —  I 


.,«,. 


et  rintégrale  définie  prise  entre  les  deux  limites  o  etœ 
s*évanouira  nécessairement,  puisque  le  second  membre 
s'évanouit  aux  deux  limites.  D^ailleurs,  des  équations 

g— I  g 


on  tire 


I  a  I  a 

^(«)  =  ~  £  «"  "  «e~  ^  =  C'«'  '  '  'e~  -* 


et,  en  substituant  pour  (p(ii)  sa  valeur,  on  trouvera  défi- 
nitivement que  l'expression 


2  =  C   r'u  '  "  «If       "    '"Vie 

vérifie ,  lorsque  et  =  m  +  2,  Téquation  proposée 
D*  «  =  ûx*». 

Si ,  après  avoir  fait ,  pour  abréger,  —  =  fc*,  on  change  ii* 

en  u,  on  trouvera  que  la  valeur  de  z  prend  la  forme  plus 
simple 

z=::CmJe^  du. 

Enfin,  si  dans  cette  dernière  expression  on  change  u  en 
-,  ce  qui  ne  change  pas  encore  les  limites,  on  aura 

z  ^  --^    I     c  ^"^  du 

K      J  €> 
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S5ii.  n  est  facile  de  prouver ,  à  priori ,  que  cette  va- 
leur de  z  vérifie  réellement  Téquation  proposée.  Suppo- 
sons en  effet  qu^bn  fasse  d'abord 

/(«)=  I    e  ''du; 

Jo  > 

I 

OU  bien  ,  en  changeant  u  en  u», 


I  — a- 


f{x)  =  lju-      e  ""du, 


et  mettons  en  évidence  quelques  propriétés  de  U  fonction 
f{pc).  En  difTérentiant,  par  rapport  à  a:,  les  deux  mem- 
bres de  Téquation  précédente,  on  trouve 


I  x« 

yiQc    -—a    — a— — 


et,  en  multipliant  par  x, 


I  r« 

u 


'"*  " -««.-"~"îr^« 


e      X  e 


Intégrons  maintenant  par  parties ,  en  remarquant,  i^  que 
si  Ton  fait 


on  aura 


a**  qu'en  posant  de  plus 


x^ 

=  ^17, 

X« 

e    ""  = 

'y; 

plus 

I 

a«e^«  = 

/^ 

on  aura 


pdqzrz^pq-^    f      qdp  •=    f      qdp, 
O  */  O  t/  o 
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I X* 

c^v  pq  =  we         "  s'évanouit .  pour  tt  =  o  et  u  =  x. 
On  a  d'ailleurs 

I  I 

,   — I 

dp  =:  -  u*      e-^^du  —  «*  t^-^du^ 


qdp  =  -  W*       e  **  du  —  u^  c  "  du^ 

et,  par  suite, 

En  diflférentiant  de  nouveau  par  rapport  à  ar,  on  aura 


1—    -   — f? 


f{x)  satisfait  donc  à  Téquation 

qui  ressemble  déjà  beaucoup  à  Tëquation  différentielle 
proposée ,  mais  qui  est  moins  générale  parce  qu^elle  sup- 
pose que  Ton  a  a  =  a*  =  (m  -f-  2)*.  Pour  lui  donner 
toute  la  généralité  qu'elle  doit  avoir,  faisons 

z  =f{kx), 
d'où 

K 

-  „  (l 

lît,  en  posan'  A  =  —  » 
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Il  est  donc  bien  certain  que  la  valeur 

z  =  Cf{Ax)=:  Cj^e  ""^  du=z  cCe  *'«*  du 

vérifie  Téquation  différentielle  D^js  =  ax*— ^z. 

Exemple.  Soit  a  =  a ,  Téquation  différentielle  se  réduit 
à  D' :s=r  az^  et  Ton  a 


.00       _  a«  —    ;p^ 


et  par  conséquent 


00     _  „«  — 


e 


t/'i 


-X   l^« 


donc  la  valeur  xî,  =  C,  V^tt  e—  '  ^^«  est  une  intégrale  par- 
ticulière de  Téquation  D^z=az.  Mais  nous  avons  vu  que 
son  intégrale  générale  était 

donc  enfin,  l'intégrale  générale  de  Téquatîon  D'£=â2 
sera  définitivement 


ar: 


253.  Considérons  maintenant  Téquation  différentielle 
une  intégrale  particulière  de  cette  nouvelle  équation  sera 
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évidemment 


I         au* 

.00     ------ 

'*  du. 


En  changeant  u  enx  \/  —  Uy  ce  qui  ne  change  rien  aux 
limites,  et  réduisant,  on  trouvera 

z,  =  Cjp   f       e  «'«*   du. 

Donc  si  ç  (x)  est  Tintégrale   particulière  de  Téquation 

différentielle  D*  ^  =  ax^"^  z,  z  =x(f(  -  )  sera  Tintégral^f 

particulière  de  Téquation  que  Ton  déduit  de  la  précédente 
en  changeant  a  en  —  a.  11  en  sera  de  même  de  rînt^ralc 
générale,  car  si  (f(x)  représente  l'intégrale  générale  de 
Téquation 

on  aura 

et  par  suite 


or,  si  l'on  diflférentie  deux  fois  l'expression  z  =  x©  f  -  ', 
on  trouvera 

et  en  substituant  pour  9"  (  -  )  >  9  (  -  )  leurs  valeurs 
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donc  réellement  si  -ç  (x)  vérifie  récpiation  Di  -s  =  ax^^^s , 
•^?  V  "•  )  v^rifi^ra  Téquation  D^  -s = ar"*'^  que  l'on  déduit 
de  la  première  en  changeant  a  en  — a, 

Exempte.  Nous  avons  vu  que  Idt^sque  ot  était  positif  et 
égal  à  a,  Téquation  difTérentiellese  réduisait  à  bir=  az , 
et  avait  pour  intégrée  générale 

Donc  si  Ton  change  «  en  —  a ,  c'est-à-dire  si  Ton  fait 
oc=z — a,  Téquation  différentielle,  qui  devientP^z — ax'^z , 
aura  pour  intégrale  générale 

Dans  tous  les  cas,  quand  on  connaîtra  Tintégrale  générale 
correspondante  à  une  certaine  valeur  positive  de  a ,  on  en 
déduira  immédiatement  Tintégrale  correspondante  à  cette 
même  valeur  prise  négativement. 

354.  On  peut,  dans  un  certain  cas  particulier,  obte*^ 
uir  en  termes  finis    l'intégrale  générale  de  Téquation 

Di  «  =  tfjc*""* -?, ''c'est  lorsque  1  =  ;»  -f.  i  ,  a=  — — . 

«  a  a/i-f-i 

/*  étant  un  nombre  entier  ;  alors ,  en  effet ,  l'intégrale 
trouvée  > 


tX* 


deviendra ,  si  l'on  y  change  successivement ,  i®  14  en  a  *  , 

f 

X*  a"" 

a*  a  en  au\  et  si  Ton  fait  -7  =i  j,   C—  =  C, 


-r 


a- 

I                       s 
1    — au 

«"      e  'du. 

o 


Supposons  un  instant  que  a  soit  égal  à   2,  l'équation 
différentielle  devient  alors  Di  z  =  az  ,   et  a  pour  întc. 
T.  tt.  4i 
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grale,  comme  nous  avons  vu, 


5=Cr*tf     *       ^"  du=:i]/1f   e 


OU,  en  faisant  x*  =4^9 


comme  la  valeur  précédente  de  z  n'est  qu'une  transfor- 
mation de  celle-ci ,  on  aura  nécessairement»  en  remplaçant 

a  et  Cpar  leurs  valeur  s  y  a, 


r- 


a 
""'"du  =  Y^e-*Vn\/. 


Va 
et  en  dîfférentiant  n  fois  par  rapport  à  a ,  on  trouvera 


,fO 


or,  on  calculera  saps  peine  dans  tous  les  cas,  la  Talcur 
de  cette  dérivée  de  J'ordre  n  que  Ton  peut  mettre  sous 
la  forme  /  (x,  V^a)  et  qui  à  une  constante  C^  près,  sera 
une  intégrale  particulière  Zi  de  l'équation  Diz =ax*~^  z 
dans  le  cas  où  -  =  »  +  ^.  Il  est  facile  de  voir  que  cette 
même  équation  sera  satisfaite  encore  par  l'expression 
z^  =  /(ar,  —  V^),  car  la  valeur  de  l'intégrale 


e  "du 


|t«/0 

reste  évidemment  la  même  quand  on  change  l/iô  en — I/a*? 
l'intégrale  générale  de  l'équation  Piz  =  ax*""*,  dans  le 
cas  où  -.  =  »  +  î,  sera  donc 

z  =  C,f{x,  V^)  +  C,/{x,  -  V^), 
et  s'exprime  par  conséquent  en  termes  finis. 
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255«  Proposons^nou»  d'intégrer  Féquation 

Dî  x  -—  «X  =  o , 

et  pour  y  parvenir,  considérons  d'abord  Téquation  plus 

générale  D^  ^  —  xy  =  Ci,  dans  laquelle  Ci  désigne  une 

constante  arbitraire  :  faisons  y  =  /e"  Z  dz^  Z  étant  une 
fonction  arbitraire  de  la  nouvelle  variable  indépendante 
z^  et  rintégrale  devant  être  prise  entre  des  limites  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  On  aura 

et  en  substituant  dans  Téquation  Xï'^y  —  x^  =  C, ,  ; 

J^  Zz"  dz  —  /«?" xZ dz  :=€,,. 
En  intégrant  par  parties,  on  a 

fe'^  xZdz^zze^Z—  Je"  d  Z , 

et  par  conséquent 

/i?"  (Z«- (fe -H  rfZ)  —  ^  Z  =r  C,. 

La  fonction  Z  et  les  limites  de  Tintégrale  étant  complète- 
ment arbitraires ,  nous  pouvons  eu  disposer  de  telle  sorte 
que  la  partie  affectée  du  signe  intégrai  s'évanouissant,  la 
différeuce  entre  les  deux  valeurs  aux  limites  de  la  partie 
intégrée  e*^  soit  égale  à  — Ci.  La  première  condition  fpur- 

dZ 
nît  immédiatement  Téquation  différentielle  -«"== —  ^^  ^^> 

d'où  Ton  tire 

ZsCr""*^,    e«Z  =  G?'"'^e«; 

et  la  seconde  sera  satisfaite  si ,  en  prenant  pour  limites 
2  =  o,  ^  =  00  5  on  fait  C  =  Cj ,  on  aura  donc    * 


■'=^r 


4i. 
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Cette  valeur  de^ne  sera  cependant  qu'une  infinie 
particulière  j^i  de  Féquation  proposée.  Pour  en  obtenir 
une  seconde,  il  suffit  de  remarquer  que  puisque  la  quan- 
tité Z  ne  cbange  pas  quand  on  y  remplace  z  par  ai  z , 
at  étant  une  des  racines'  de  Téquation  ce*^*  —  i  =  o,  et 
qu'il  en  est  de  même  des  deux  limites  de  l'intégration,  od 
aura  une  seconde  intégrale  particulière  en  prenant  ponr 

yrexpi-essionCtaïf  e  »-^' e*»**  dt.  D'ailleurs  la  dif- 
férence de  ces  deux  intégrales  particulières  fournit  néces* 
sairement  une  intégrale  particulière^}  de  l'équatira 

Uly  —  jy  =  o;  on  aura  donc 


J  o 


Ci  désignant  une  constante  quelconque. 

Les  n  —  X  autres  intégrales  particulières  s'obtiendront 
évidemment  en  employant  les  n  —  x  autres  racines  ai^ 
ai, ... ,  «n  de  Féquation  «"+*  —  1=0;  et  par  consé- 
quent l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  sera, 
en  faisant  Ci  -f-  Ci  +  Ci  -f- . . .  +  C«  =  c, 


=£■ 


En  différentiant  n  fois  de  suite,  par  rapport  à  x,  cette  va- 
leur de  y,  on  verra  sans  peine  que  dans  Thypothèse  de 
^  =  o,  le  coefficient  diflFérentiel  Dly  se  réduira  à  la 
somme  c  +  ^1  +  Ci  + . . .+  ^n?  et  l'on  en  conclura  que 
l'intégrale  complète  de  l'équation  lHly  —  jgr  =  Ci,  s'ex- 
primera par  la  même  valeur  de  j^,  pourvu  que  les  »  -f- 1 
constantes  soient  assujetties  à  la  condition 
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2S6.  Considérons  en  second  lieu  Fintégrale 
Dîr -f-a^J?"r  =  o, 
que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

en   posant  ai  =  c*.  Prenons  pour   variable    indépen- 
dante la  variable  z,  déterminée  par  Téquation 


dz  =  x'^dx , 


on  aura 


en  faisant 


et,  par  suite 


n 
Z  = X  =  —  X*, 

n  -h  7,  m 


n 
1 


si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  proposée ,  elle  devien- 
dra 

D.V  +  -— --D.jr  =cv. 

m     z 

Pour  intégrer  cette  dernière  équation,  faisons 

y  =zfe-^'Tdt, 
on  aura  successivement 

zx  =  Se-'*Tzdt  =  —  «-"T  -f-  fer^'dï, 

*  substituant  ces  valeurs  dans  Féquation 

m       z 
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mise  sous  la  forme 


il  viendra 


En  égalant  à  zéro  la  partie  soumise  au  signe  int^ral ,  od 
aura,  pour  déterminer  T,  réquation  différentielle 

(t*  —  c*)dT  H Tidt  =  o, 


d'où  Ton  tire 

HT 

/it  +  i      tdt 

T  "" 

m       /•— c* 

et,  en  intégrant , 

m-+-l 

T  = 

{c^ 

— /»)        ^    • 

Il  reste  à  déterminer  les  limites  par  la  condition  que  la 
difi!irenoe  entre  les  deux  valeurs  extrêmes  de  rexpresnon 

m—  I 

e-'*T(c«  —  e*)  =  e-''(c*  —  t^y^  soit  égale  à  zéro; 

or,  tant  que  Texposant sera  positif,  cette  condition 

sera  satisfaite,  si  Ton  prend,  pour  valeur  extrême  de  t, 
t  =  o,  e  =  oo,  et,  par  conséquent ,  une  des  int^nles 
particulières  de  Téquation  donnée  sera 
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Mais  la  condition  aux  limites  serait  encore  satisfidte  si 
1  on  prenait  pour  valeurs  extrêmes  f  =  —  c,  f  =  +c; 
on  arrive  ainsi,  en  cliangeant  tour  à  tour  f  en  ctj  t  en— cr, 
à  deux  nouvelles  valeurs  de  j  : 

d'où  Ton  déduirait  facilement 


m-l-i 


Pour  obtenir  une  seconde  valeur  particulière,  faisons 
y  =  ZYij  l'équation  proposée  deviendra 

ou 

I  -4-  m  I  ^ 

si  Ton  prend  pour  variable  indépendante  dz  =  x^dx . 
En  comparant  la  dernière  équation  a  celle  que  nous 
avons  obtenue  plus  haut 

m      z 

ou 

I  — m  I  ^ 

on  arrivera  à  cette  conclusion  imporUnte ,  que ,  si  l'équa- 
tion proposée  est  vérifiée  par  une  certaine  valeur/  =  J^i? 
elle  le  sera  encore  par  le  produit  xy^,  pourvu  que  dans  la 
valeur  de  yi  on  change  m  en  —  m^  la  somme  des  deux 
intégrales  particulières,  obtenues  comme  nous  venons  de 
le  dire,  sera  Tintégrale  générale  cherchée. 
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M.  LolMiito ,  à  qui  nous  «Tont  emprunté  cet  iranelbraetioiis,  ^ioute, 
en  terminant  M  Note,  que  les  Taleurs  de  r  précédemment  irouTéei  pooc 
les  int^gnles  complètes  des  deux  équations 

conduisent   immédiatement   aux   intégrales    complètes    des   éqoatioy» 
auxdérlTées  partieUes  D^r  =  xD,*+>,     Djr  =  *•  D/r- 

S57.  Pour  rendre  plus  sensibles  encore  les  théories  que  nous  avcM»  ex- 
posées ,  pour  fiuniliariser  aree  les  arUaces  de  calcul  par  leaqoele  on  ot 
forcé  de  suppléer  sans  eessoà  Timperfeetion  des  théories  géniales  >  poer 
mieux  faire  connaître  Tétat  actuel  de  la  science,  nous  avons  crv  néeei- 
saire  de  passer  en  rerue  rapidement  les  diTcrses  classes  d^cqoations  qw 
les  géomètres  sont  parrenus  à  intégrer  directement  ou  à  l^iide  de  procé- 
dés plus  ou  moins  détournés.  Les  équations 

D,^-ay  =  o,    D,r-eA»-  =  o, 


si  élégamment  intégrées  par  M.  Lobatto,  sont  déjà  deux  exemples  i 
qotbies  de  ce  qu^on  peut  obtenir  à  Talde  de  transformations  habilcMmi 
dcTinées. 

I.  Equations  dans  lesquelles  une  dérivée  d'ordre  quelconque  est  expri- 
mée en  fonction  de  la  dérivée  qui  la  précède  d'un  ou  de  deux  rangs. 

Posons 

4y  —  pdr,    Jp=qdx,     i«y  =  r4r,..., 

puis  désignons  respectivement  par  Y,  P,  Q,  R,...   des  fonctions  de 
y)  P>  9t  '*»•••>  dételle  sorte  que  Ton  ait 

ot  proposons*nou8  d'intégrer  les  équations 

p^Y=/M,    ^  =  P  =  f(;,),    r  =  Q  =  y(f),.... 

dr 
Comme  on  a  /»  =  ^,  la  première  de  ces  équations  dcTîent 


et  donne  immédiatement 


dx  =:  Y' 


=/?• 


dp 
A  cause  de  9  =  ^,  la  seconde  donne 


La  troisième  équation  r  =.(f,  quand  on  y  substitue  pour  r  sa  valsv 


r=  ^,  donne 


d'oà 
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-=?.  .-'=*  =  ^'. 


'-J  ^.  ^-j  ^. 

'^    Q'J  Q'   ^    J  QJlQ 
On  trooren  de  mèma  «ine  les «qnatiom  *  =  R,  (  =  S,  doaneront 

/dr  fdr  Car  Crir 

"ft'-fuifm- 

CoroiUûre,  Si  ^ans  les  équations 
on  suppose  X  =  P,  on  aura 
ce  qoi  deTatt  être.  Si ,  an  eontraire,  on  lait  x  =  Q,  on  aum 


dx  =  «IQ»    ^«'r  =  <i^  :=  9<2Q, 
P^flàQ,   r-=fdQf^dQ^QfgdQ^f^QdQ, 

ou  y  en  transfonnant, 

Si  l'on  faisait  X  =  R,  x  =  S,  on  trouverait  de  mémo 

^  =  RV  -  3RVR<^  -t-  3R/R«ilr  — /R»iô:. , .  etc. , 

a4r  =  s*j  -  4S»/sdi  -t-  es«/s«iif  -  4s/s»««f  ^/s*a.  . . . 

En  conservant  les  mènes  notations  que  ci-dessus,  cherchons  les  inté^ 
Sniles  des  équations 

^=y,     r=P,     ,  =  Q,     |=:R,...; 


65o  CALCUL    IHTÉGUAL. 

pour  la  première  équation  9  =  T ,  comme  on  a 

00  aura 

J   \/ôjYâr 

Pour  la  seconde  r  =  P,  à  cause  de  r  =  S^,  on  aura 

dp 

d'où 

p4p 


J  \/Tf¥d^   ^    J 


\/^f¥dp         J  \/TrVdp 

Pour  la  troisième,  la  quatrième,  etc.,  procédant  de  la  même  manière»  do 
trouvera 


/àr  _   r       dr  r       âr         Ç       rdt 

i/^JUdr     ^      J  i/ifWdi'J  X/if^S-J   V^^JTé^ 


X  = 


la  lot  est  évidente. 

Les  équations  qui  précèdent  sont  toutes  comprises  dans  les  deai  for- 
mules 

FCD^V,  D>)  =  o,    F(D'/V,  D^/)  =0, 
qu'on  peut  intégrer  comme  il  suit  :  en  posant  tour  à  tour 

ces  deux  équations  deviendront 
et  Ton  en  tirera 

dx  =z^{z)ds,    x=  xW' 


TRÉKTErHVITlèMB  I^SÇODi.  65 1 

Si  l'oeil  peut  résoudre  9  par  rapport  à  s,  réquatioo  x  =^  y(i),  on  con- 
naîtra D^  Xi  et»  P*f  une  suite  de  quadratures»  on  arrivera  à  la  valeur 
do  T'  Si  Ton  ne  pent  pas  la  résoudre ,  on  obtiendra  y  de  la  manière  sui- 
vante :  PéquationD^     j'=sdonne 

D"" V  =/ %dx  =fzf{£)àz  -h C; 

intégrant  toujoura  par  rapport  à  x,  et  remplaçant  dx  par /'(«)<&  dans  le 
second  membra ,  on  parviendra,  par  une  suite  de  quadratures ,  à  une  va- 
leur de  la  former  =  f  (s)>  et  il  suffira  d^éliminer  j  entre  les  deux  équa- 
tions JT  =  ^  (i),  r  =  f  (s)y  pour  trouver  rintégmle  générale  de  Péquation 
donnée ,  avec  ii  constan  tes  arbitraires . 
De  inéme,  si  Ton  peut  résoudre,  par  rapport  à  <,  Téquation  x  =  ;^  («), 

on  connaîtra  D^^^  j^  et,  par  suite,  y  à  Taido  de  n  —  a  quadratures  qui 
introduiront  n  —  a  nouvelles  constantes  arbitraires.  Sinon,  on  obtiendra 
y  en  fonction  de  s,  en  Intégrant  n  —  a  fois  Péquatlon  D«.,  ^  ==  «,  «pr^ 
avoir  multiplié  à  chaque  fois  le  premier  membre  par  àxy  et  le  second 
V^rf{9)d»  qui  est  égal  à  dx. 
PI  ne  généralement  encora,  si  Ton  a 

F(*,D:r,Drr,...,  D>)  =  o, 

on  abaissera  de  m  unités  Tordre  de  cette  équation,  en  posant  1)1^  =  '> 
et,  si  Ton  pent  intégrer  Téquation 

F(x,  «,  D,j,.   .,  Dr"'»)  =  o> 

puis  résoudre  par  rapport  à  x  ou  à  «,  on  obtiendra  Téquation  en  x  et  en 
r  par  les  mêmes  moyens  que  dans  les  cas  précédents. 
Si  réqualion  était 

on  pourrait,  par  le  changement  de  variable  indépendante,  la  rameoei-  4 
la  forme 

¥{y,  D^,  D> I>"x)  =  o, 

«^  rabaisser  en  posant 

Dyx  =  p. 
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Exemptée  choisis  parmi  les  équations  que  l'on  rencontre  le  plës 
souvent  dans  les  applications  du  calcul  intégral. 

à^y      ày  P 

y  —CL 

30.         —«rf»rf«jr  =  (<*»*-♦- 4r«)*,   *ssC»  — 


y 


V/it-p»' 


V^i  -t-  p* 

dstly         de  ^ 


d*x  ~  *i^  ' 


i  s=  \/dx*  -H<<r*  eêt  pris  pour  TarUble  todépendaDte.  Od  a 


doù 

et,  en  subelituant dans U  propotée , 

pdx{i-^p*)\  _a       ^^  adp  ^ 

Pftr  suite,  en  faisant  p  =  -  > 
d!r  = 


x:=iC, ■ H-  tfl  •  


dsdy  dj 

5».  ^«-.rottnjg, 

«{f  étant  encore  la  variable  indépendante  :  on  aura 

—  "^^'7  ^^  =  a  arc  ung/i  ; 
^_ ffSL-arctang/»,    <(r= ^^2^,  arc  Ungfi 
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et,  comme  la  différentielle  de  arc  Unap  est      -    ,,  on  aani 
'  -      I  H-p 

X  =  —  '^    —arc  (angv  +  a  I — '^^      , 
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l/i^-^' 


arctang^ 


-af— *- 


x=C,- 


ap 


r=C,- 


y/x  -h  ;»«     i/i  H-  p' 


aretang/», 
arc  tang/i. 


rélimination  de  9  entre  cea  deux  équations  donnera  rintégrale  cherchée. 

'  •  d\*J      d*y  dr 

«=alr-hC„   ^=a*rH-''-|^lr«-<-4iC,lr-+-C.. 


80. 


9°. 


lO®. 


^  =  3 


3.5.a' 


4- Ci, 


5;ï  =  i'    *  =  — , 

ilx+Cj,    j^  =  <urlx-HCjTH-C,. 
■  .  ■  =  -  cos  7  : 


ds  =  V^ix*  +  <(r*  est  constaj^t;  par  conséquent, 

ds4U^djd*x-^4ydb  =^0y    d*xz=.-i 


dxdp 


+v 
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on  aura 


r  =  —  C08  -  -t-  C|X  -h  c,. 

II».  — 


on  suppose  que  ^  est  variable  indépendante  :  on  aura 


I20. 


dx' 


y=CL^«tf«-2L2!tf"«-hC.x-f.C,=  C'c^-+.C'e     «-4-CxH-C". 

258.  11.  Équations  du  second  ordre  dans  lesquelles  une  des  Tsriableixos 
r  manque;  ou  de  la  forme  F  (x,  p,  f  )  =  o,  F(/,  p^  ç)  ^o.  S\  y  mMOV^ 
on  substituera  à  y  sa  valeur^,  et  l'on  n'aura  pins  à  intégrer  qs'oee 

équation  du  premier  ordre,  dont  on  tirora  la  valeur  de  /»  en  x,  ou  de 
X  en  p.  Si  cela  est  impossible,  on  tâchera  d'exprimer  x  et  /»  en  foneUos 
d'une  nouvelle  variables  ;  on  aura  donc  ou  p  =  X,  x  =  P;  ou  r=Z„ 
/»  =  Z,  ;  et  l'intégrale  cherchée  sera  dès  lors  donnée  par  une  des  ircis 
équations 

r  =  fXdx,  y=fpd9,  r  =  /Z.az.. 

Dans  le  second  cas ,  c'est-à-dire  si  x  manque,  des  équations 
dp       .       4r 

^         dx'  P 

on  tirera 

«^ 

puis  Ton  subsiituera  celte  valeur  dans  l'cqnatlon  donnée  qui  un  J» 


'i' 


TRENTE-^HUITIÈICB    LEÇON.  655 

premier  ordre,  et  ne  renfermere  plui  que  y  ttp.On  en  tirera,  ou  p  z=!  Y, 
oa  j^  =  P;  on  p  ss  Z|,  r  ^  Z,  ;  jt  sera  donnée  i>ar  une  des  équations 
sniTantes  : 

AppUcationx  numériques. 

^      (ifar«-f-4r')t_^       il'  «^        _  dr  _  axiir 


«»        » 


^.  (dr«  +  4r»)l  ^  *^         ^  C,x-a 


-/ 


(C^x  -  41)  dr 


_  _  <y  -*-  C|      y_Ciy  — g      p  |f -^-W"■-^/>' 


««  d}j\/^a*-^x*  -h  a«dr4r  =  x«dr% 
ti^dpV 
dp  -h- 


«*<(p  l/«M-x*  -f-  a*pâx  =  x»dr, 
/>dr x'dr 


équation  linéaire  du  premier  ordre,  qui  donne 


-  X» -+-aa' —  axV/rt*-Hx«      />,•-: 1       ^ 

«V  =:  -  |x>  -  }  a*xH- |(a» -+-x«)f  —  j  C,x' 


656  CALCUL   IHTÉGEAL. 

5«.     «4r  *  -I-  x^d^)  ^y  =s  nxâ:^^^    («y  -h  ^)  d^  ==  nytir, 

éqiution  homogène  du  quatrième  degré,  par  rapport  A  jr  et  à  ^.  Faisor 
X  =^«1  il  Tiendra 

n  H 

j'  :=px  — /x4ps=C;a[a*+(i  —»)»•]"  —  « 

-itc;/i»«ia(««-f.(i— «)■»]  «-• 

Si  R  s  ly  on  tronrera 


équation  homogène  par  rapport  à  p  et  à  x.  En  posant  p  =  sr,  on  aan 


Ac_    ds     _ds        a*aV  -^  i 

'  ""V  —  «"^  »     1-4-   «—«•««#•  ^  R  V/i— ii*tf«i«-h*V 

d!s  I  -H  as  —  ti'tfV  —  a  j/^i  —  «Vg*  -K*<^ 
a  «■—  I  —  2tf«  H-  (r*  —  i)a*t*  ' 

on  obtiendra  p  et  v  è  Taide  des  équations 

p  =  «X,    r  —SP^  —Jzxdx. 

Supposons  qu''on  ait  r*  =  a,    r  =  V^â,  on  tronrera 

<£r_<fr(t~.V/^â)        tfdk(3  — at/'ï) 

X     ~  f  t   —  M  ' 

1 X  =  (  I  -  V^  )  1  *  -  (3  -  a  V/^i  )  1  (  I  -  5  •  ) -h  C. , 


lit  =  ^<fx*  +  if/*  est  considéré  comme  constant:  on  aura 
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en  difTércntUnt,  on  a 

--  xdtf  =.  adiff     d'où     d^  :=  o, 

V/dx*-i^a'ds\rj* 
s  eal  encore  pris  pour  variable  indépendante  :  on  arrivera  àVéquatîon 

tliflVren liant,  on  trouvera 

-x*=  ^"^        - 


dy  =  0,      (/  = 

i'' 

ou 

—  b 

et 

»/(.  +  « 

'9')î 

x 

6 

7'''=/'"" 

-+- 

bx 

''-c. 

l/t:î-+- 

i/^c;-h 

La  valeur  x  = 

b 

—  donnerait 

en  élirainaot  ^  entre  les  deux  équations,  on  arrivera  à  uno  intégrale 
nouvelle  qui  ne  sera  qu*nne  intégrale  particulière. 

g».       abd^j-  =  dx  ^y^dx^-i-a^dy- ,       abq  =  VÏ*-+-ttV«  =  ''*^*^^ 

équation  liomogôoe  par  rapport  à  r  et  ;».  Posons  r  =  ;»« ,  on  aura 

djr  __   afci/g 

y        àbz  —  s*  ^a}  -+-  s*  ' 

et,  on  faisant ^^ÏHh7*  =  ir,    r*  =  --^.     ^= ?^ 

I*  —  i'     «  «"  —  1* 

^  _  ^        &/</< ^f  J< 

J  "'^  bl*^  al  —  b~'       £~Crâff£-_i  ' 

T.  ...  4a 
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en  poMDt  ^  =  an^  donc 

J  t-^n-^  V  "  -+-  '       «—»-♦-  V"  -+-  * 

, ^/  /-ï V»— ^«'-hl 

(i  —  »  — Vn*-i-i) 

On  remonte»  de  U  Taleurr==/'(0  =T  à  celle  de  x,  an  moyen  dee  éqn- 
tion» 

/'  =  — z. — '   ^=r 


«(rCA»'  -H^*)*  =  2fi;>V4r-+-nr"<(r  —  ny*pdpy   équaUon  homogène  pir 
rapport  à  p  et  à  r*  On  fera  encore  ^  =  sr,  et  Ton  anm 

4r  ns^  nsdg 


Dans  le  cat  où n  3=  I,  on  a 

4r__ «^f d!g(i  -H  ^1  -H**) 

^  ""       (,»H-,)(^?Tpi-l)""  »(«'-»-0 

et  _«_« 

"^""       #*(««-hi)      ' 

or 

f       <fe        _,  *  C        dt  i 

J  -(*'+o-'\75^'     j  *«(*•  +  .)  —  i-»^*-»'* 

/«fa      _  ^  l/?TT  -^  s     Ç       dt  l/^TjIT 


Donc 


X  =  C, î^^ arc  tang  «,  ^  =  i  —    , 

«  =  ' f      X  =  c, ^ arc  cos ; 
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ou  ,  en  niis&nt  arc  cos =  çi , 


/  =  a  (  I  —  cos  a») ,       JT  =  {  —  ly  —  cot  I  ç> . 


Posons  f»*  -H  j  '  =  «'  »  d'où 
et 

>  «  =  -îlîi- ,    et  en  faisant  r  '=  ',    «ir  =  ^ JL '.    -I  __=r~ 

Posons  encore 


I  =  a/i'  --  C,  -+-  Jfl  cos  ^  V^û*  —  C, , 
il  viendra 

a  (il  +  cos  y  y/^a*  —  Ci,  )  Jy 

«Jf  ^  —   '    "  — — -_ i:» 

2a*  —  C,  -4-  aa  cos  ^  K  tf'  —  C\ 


aa*  —  C,  -H  aa  cos  ^  \/a'  —  (j, 
cil  inté{jrantvel  posant 


m  = 


— !1- --_'     d'où  C,  =  ■■= ,    V  a*  —  C^  = ^^ , 


cos  f  = 


m  -h  cos  •  ,       aa-  (i  H-  m  cos  «) 

ax  =  ^  --  <p  —  arc  cos î-  ,      ^  '  =  — ^ ■     :- . 

^  i-+-mcos«  i-f-V^i  — TO« 

Tette  équation  donne 

T'(i  -+-  j/i  —  m')  —  aa» 
ama*  ' 

«1  -+- èos  »   _  ^'  (i  -H  y/i  —  m*)  —  aa'(i  —  w»') 
I  -+-  m  cos  y  ^  i»,y'(n-i/i  — m«) 

rij  en  faisant 

^^a(r  —  |/i  —  m')^      ^«  —  ^«^js  4- aafc  cos  », 
m 

aai  -  y :        a'  —  i' 


66o  CALCUL    HfTÉGRÀL. 

or  =  (  —  o  —  arc  coB     ,       ' r-i 1 

=  f  —  y  -  a«-«"n  Jï ^• 

intégrant, 

et 

*  =  Tî^  ==  iil^  H- CJ  ( A» -f- V/rnT^) -+.  C,. 

Si  Ton  faisait  Cj  =  o,  on  obtiendrait  Tintégrale  particulière 

X 

r=ap,      et      x  =  «I;i-hC',      r  =  C'«*. 

Si  Ton  faisait,  au  contraire,  C»  =  «,  à  cause  de  /n-  l/i  -r  ^'  =  -  rt 

v>  .  a> 

«  — il  Tiendrait 

X 

x  =  tfl-^'"""Vc^      ou      r'  =  «'-»-CV«. 
2a 


faisons 


il  Tiendra 


if^pt      ou      P^=P*9       dp=sdjr, 


différentiant  et  remarquant  que  <^  =  «Jr?  on  tronrera 

xUds 


^ydt=.- 


d'où 

naU 


ds=.o      ou      r  =  - 


Lu  première  équation  donne 
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la  seconde  équation  donnerait 


/»  =  <r-+-nl/^i-+-  <«V  = 


I/7T 


û'i" 


cl  parce  que 


rV/nV  — /' 


6.  —  X  ^  jr  y  ^     h  ^  X 

— î =  arc  tang  — -ri^z=- =  arc  sin — :    r  =  nasm 

2IS9.  III.  Équations  homogènes. 

Une  équation  différentielle  est  homogène  lorsque,  en  conûdérant  les 
variables  ',r>  et  leurs  différent ielles  dx,  dy^  d*x,  comme  des  facteurb 
da  premier  degré,  tous  les  termes  de  Téqnation  sont  du  môme  degré. 
Ainsi ,  par  exemple ,  Téquation  x*d*x  -h  xdx* -hjrdr*  =^  o  est  homogène, 
parce  que  tçus  les  termes  sont  du  troisième  degré.  Mais  si  dx^  dXf  d*jr 
sont  considérés  comme  des  facteurs  do  premier  degré ,  p ,  qui  est  égal  à 

•;— ,  sera  du  degré  o,  ^  =  -j—r  sera  du  degré  —  i,  etc.  ;  donc,  si  Ton 
ax  dx 

ramène  Téquation  à  ne  plus  contenir  que x,  ^,  l'y  9*  •  •  •  >  po"'' qu^^^Ho  «oit 

homogène ,  il  faudra  qu^en  accordant  respectivement  à  ces  quontités  les 

degrés  I,  o, — 1>***9  tous  les  termes  de  Téquation   soient  encore  du 

même  degré.  On  en  conclura  que  si  Ton  fait  jr=z  zx.  ^=t  -  ,,.»,  tous  les 

termes  eonliendront  r  à  la  même  puissance.  Cette  Tariable  disparaîtra 
donc,  et  sa  disparition  est  précisément  le  caractère  distinct! f  des  équa- 
tions homogènes.  LUntégration  de  semblables  équations  du  second  ordre 
se  ramène  toujours  à  Pintégration  d^une  équation  du  premier  ordre.  £n 

effet,  puisqu'on  posant  j"  =  sx,  ^  =  -,  x  disparclt,  Péquation résultante 

renfermera  les  trois  seules  quantités  z,tetp^tl  par  conséquent  une  de 
ces  trois  quantités  pourra  toujours  s'eiprimer  au  moyen  des  deux  autres. 
Mais,  des  deux  équations  dy  =  pdx,  sdx  +  xdz  =  dy,  on  tire 

dx         dz 
zdx  -4-  xdz  =  pdx ,       —  = ; 

X        p  —  z 

on  a  aussi 

dp=ztidx=^dx', 

d'où 

dx       dp 

T  ~"  T  * 

dx 
En  égalant  ces  deux  valeurs  de  — ,  on  aura 

— ^  =1  —      ou       tdz  =  pda  —  zdp  . 
p  —  i        t  '    "^  '^  * 
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équAtion  du  premier  ordre  que  Ton  intégrera  diaprés  les  proeédês  om- 
nas ,  au  inoÎDs  i>ar  approximation.  Cette  équation  sera  réellement  iaie- 
grable  à  Taide  de  simplea  quadratures,  i®  si  test  une  fonction  hoao- 
Oène  de  p  et  de  s,  car  alors  Péquatlon  sera  homogène  et  do  premier  dc|]t; 
o9  si  t  est  une  fonction  quelconque  dep,  parée  qo'alora  Téquation  «t  di 
premier  ordre,  et  du  premier  degré,  par  rapport  à  s  :  mise  sons  la  forae 

t         t  * 
elle  a  pour  intégrale 


30  si  t  est  fonction  quelconque  de  la  illgénnie  p-^  g;  car,  en  finusi 
p  —  s  =  Uy  i  deTîendrm  Ébnelion  de  h,  et ,  à  eauie  de  ^  =  «  +  ■,  réqm 
tion  td»  =  pdp  —  »âp  doTiendra 

tdz  =  udu  +  «di, 
d'où 


udu  /*    udu 

^~  t^u'     '  "J    t  — «• 


Tintégration  est  ramenée  à  une  simple  quadrature;  4^  si,  en  posaot  ton- 
Jours/»  —  £  =  If,  et  désignant  par  P,  Q»  R  des  foneiloos  queloonqoft 

Pu 
de  u,  ou  avait  f  =  u  + ,  car  alors  Téquation  derient 

ys  -4-  i\«" 

Pifc  =  Qsi2u  +  Rr«itt, 

et  on  sait  Tintcgrer;   5»  si,  en  désignant  par  M,  N  des  fonctions  qnr^ 
conques  de  r,  on  a 

I  =tt  H-  Mil*  -f-Nii"i 

car  réquatioo  deTÎent  alors 

fAudt  -h  NM*-'d«  =  du. 

En  général ,  comme  Téquation 

tde  =  pdp  —  »dp 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

udu  iJ^  {t  -^  u)dtf 
on  aura 

/  =  «-+-  Su, 

si,  en  dcsiguani  par  S  une  fonction  des  deux  varialiles  a  et  r,  I*^a"'^' 
du  =  SJz  est  in(«0rable. 
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EjcempUs  : 

lO.  x*d\Y  =  xdxdr  -H  3yrfx»,     ou     x^if  =i  rp '•^  dûT  ; 

fàÎBOIU 

t 

d'où 

dx  _dp  ^     dp     __     ds 


{jf-^^s^dszzLpdp-^sdp,    ;?  =  «-+-V/'4«'-+-Ç,» 


1  r<fa-    _ti^H-V/4^*'4-C,     _  .,â>4-t/C-4-*' 


t/C'-+-«*       r-l-V/CV-4- 


C,  C.X 


r.  ^  =  c^-l 


les  mêmes  subsdtatioDs  donneront 


dM  V^mp*  -^  HB*  =[p^z)^, 
el,  éh  fiitsant    p  :=  ms, 

ds_  (i—  l)<fi 

«        ^/mj*  -f-n  —  5»  H-  j 

3».  «x'J'r  =  (^<if  --  ^tlxY  7 

les  mémos  tfansforaatioDS  donneront 

ndp  =  (;;  —  z)dz, 

et,  en  ISiisant  ;?  —  s  =  « ,  on  tronvera 

ndu  u  —  R 

,u  —  n  ,        nC.ac 

jr  =  nxl    —r^ =  nx  I  -77 77-r. 

c,  t;,(i-c,x) 

CD  troQYera 

{i-i-p*)lds=zn{p'^  e)dp\/TT7'f 

Pour  intégrer  cotte  équation ,  posons 

/;  =  taofftt;     ^  =  taug  £  , 
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on  aura 

I  —  n  ain  (a  —  6}        i  —  n  sio  >  ' 
Bi*>  =  a  —  6,  et 

dx_    ds    _<f6cog<         (c08  6cog>~siD6  8in>)<fo 
T  "  p—s  ~  C08  Csin  y"  eo8  €  sin  y 

_  C08 y dt      BJn ^dS  Heo9-/d€        ain&fé 

8in^,         coa(>    ~  i  —  «  aia  y       gmI  ' 
puisque 

.  Il8in>lfy 

I  — nhiuy 
donc 

^  _      C^  C08  6         ^  ^     C^  sin  6         ç^  f        "^> 

i^ftttiny'  t— nsiny'  j     i  —  nain  y' 

200.  IV.  Equation  différentielle  qui  deTîent  homogène  quand  on  y  cob- 
sidèrer  comme  ayant  n  dimensions,  et ,  par  eonséqnent,  ^  et  f  comme 
des  quantités  de  degrés  n  ~  i,  n  ~  a.  On  peut  ramener  une  semb1al»le 
équation  au  premier  ordre;  en  effet ,  si  2^on  pose  alors 

à  cause  de  <(r  =  pdx,  dp  =  qdz,  on  aura 

xds  -+-  nadx  =  tdx^     xdt  -+-  (n  —  i)  tdx  =:  udx , 
dx  <2e  dt 


a—  (il  —  l)< 


,   iteL«  —  (ii-i)0  =(«-«»)<''; 


maia ,  par  hypothèse ,  si  dans  Téquation  proposée  on  substitue  k  y,f% 
tf  leurs  Taleurs  en  s,  ty  u,  x  disparaît  de  Téquation  résultante,  qui  « 
contiendra,  par  conséquent,  quec,  (,  u  :  de  cette  équation  on  tirera  Un- 
leur  de  II,  pour  la  substituer  dans  Téquation  du  premier  ordre  entre  t  et 
t.  L'Intégration  s^acbèTera  alors  par  les  procédés  connus.  On  remoaten 
d^aillenrs  facilement  de  la  valeur  de  t  en  s  à  celles  de  x  et  de  jr. 
Exemples  : 

i».  x'dV  =  «rd*'  -+■  hxdxdx,     ou     ^x'  =  <?/•  -h  hpx  : 

ici  n  =  o  ;  faisons 


p- 

t 

u 

il  viendra 

ti 

=  <îr-4-''<î 

réquatlon 

différentielle 

'    dtiu^ 

-(n- 

-i)i]  =  0 

-  n5)d/ 

Hcvicndra 

^jdy 

+  (» 

+  i)ff(r  = 

tdt. 
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Faisons  t  =  jrg^  il  viendra 

a/(y  -h  (A  -h  i)  t4y  =  jxdz  -+■  s^djr, 
iy  xda 


en  posant 


r  -"an-CA  -+-  i)«-s" 
a  -+-(5  H-  i)  s  —  «»  =  («  -H«)(6-  «), 

, s  a»        r  <ff 


<(«-+-«)«-+-€  (6- 5)  «-H  6  ^c^. 


on  a  d*a  il  leurs 

dx       dy 


\  dz  \  di 


-<B;)^.  fs-(5r'.  -,^"-"** 


x-f-  6  _j_  jp  ••+-€ 


r 
substituant  et  posant  — !--  =  C, 


J<  =C' 


(^0 


2®.  x*iî V  =  x'<ir4r  4-  ixydxdy  —  4r  '«'-iS 

ou 

x*f  =  x*/»  -+-  or^/»  —  4^  '  : 
ici  Ji  =  a  ;  posons 

il  Tiendra 

B  =r  I  +  as f  ->  4^*  > 

Inéquation  diffërontielle  en  s  et  t  sera 

2tdz  (I  —  2z)  =^  dt(t^  ax\ 
d'où 

/  =  ar,    ou    t=  «M-C,. 
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i«.  Si  I  =  as,  à  cause  de  —  = ,  ondem  avoir 

X        «—  a»' 

if5=o,    «  =  C,    r=Cx«. 

a».  Si  i=f •-+-€»,  —  =  -T — .  SolTant  que  la  consUnU  C,  icrt 

égale  à  I,  à  i  —  C„  à  I  -H  C„  on  trouvera 

I 

aL'  C— «H-i  '  L(^— i>x- -+-r  J 

dx  dM 


X  («_,)«  H- c/ 

,x         I  ^       «—I       «  —  r        /•— X*  ^.x 

'  ^  =  c;  '"  ""8 -cr  '  -cT  =  c;^=  ""»  *^*'tr.- 

961.  V.  Équation  dans  laquelle  la  variabla  j^  et  ses  différentiellfli  ^• 
d^jr,  ont  partout  la  même  dimension  ;  une  semblable  équation  du  t/touoà 
dre  pourra  encore,  dans  ce  cas,  être  ramenée  an  premier.  En  effet,  s< 
Ton  pose ,  comme  à  Tordinaire , 

dy=pdx,    dp=:^dx, 

les  quantités  y,  p,  q  auront  les  mêmes  dimensions  dans  Inéquation  Utns- 
formée;  et,  en  faisant  p  =  uyy  q=  vy^y  entrera  à  la  même  paitsanc^ 
dans  tous  les  termes  et  disparaîtra.  L'équation  résultante  ne  renferaicra 
plus  que  X,  u  et  Vy  et  Ton  pourra  en  tirer  la  Talour  de  m,  par  exemple,  eo 
X  et  ».  Des  deux  équations 


p  =  «V ,     dp  =  tfdx, 

on  lire  d'ailleurs 

dy. 

=  nydx,     udy  -^ydu  =  vydx  ; 

par  conséquent 

± 

_            4y        vdx  —  dià 
=  udx.        -     =  

y 

y            u 

du  ■+•  u*dx  =  udx. 


Il  ne  restera  donc  qu'à  substituer  pour  p,  dans  cette  équation  du  pre- 
I  mier  ordre,  sa  valeur  en  u  et  x,  pour  intégrer  et  obtenir  la  valeor  des» 

fonction  de  x;  on  déterminera  ensuite  j^i  «t  Tlntégrale  cherchée  an  ma^^- 

^\e  Féquation 
I  \y=fudjc,     j^r/"**'- 

Inéquation 
I  du  -f-  u*dx  =.%'  dr^ 
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quand  on  pose 

devieut 

du=\dx 

et  sera  intégrable,  i«  bî  V=  »->  X  déBignant  une  fonction  de  r  et  U  une 

fonction  de  u;  a<>  si  V  est  une  fonction  homogène  de  degré  nul  de  x  et 
de  u  ;  30  si  Ton  a  V  =  X,  «-+-  X,  u»,  X„  X,  étant  des  fonctions  de  x^  j  40  si 
U,,  Û,  étant  des  fonctions  de  m,  on  a 

ydx  dr                                        vy 
Exemple,     ^rrf'r-4^  gJr*^     "^      ^- — ,   ^yy-<-6;»«  =  — — ^ ;• 

en  faisant  pz=.ujr ,  q^^^'jr ^il  Tient 


udx  6u*<fx 


tf2tt+»*<'x  = 


^\/< 


«V^a'-+-ar' 


ou  ,  en  posant  m  =  - , 


mnltipHant  par  (x4- 1/«*  -+-  x*)«  et  intégrant,  on  trouve 
I 
j(x-h  |/a'-+-x*)«=^i-h^)   Çdx{x-^yl 

x^l/a«H-x«=  r, 


Faisons  encore 
d'où 


a«  =  i      —  ai  X, 


Sx        3 
I      —  a 
X  = 


=  it«-ia«r-«,   i£x=:*rflG^~''H-«'r'*'""0, 


.=(..!)/,;(,%..,-).,.  „=c..^(^.„.i^:). 
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mais  —  =  udx  =  —  ,  et  1  un  a 


dx/        6\       £»  dx 


donc 


(l   H--j  Ir  =  li  -t-  ^  I  (x  -h  y'a*  -h  X«)=:  1.5/ -f-C,    r  =  C'(x<)*-*- ^ 


ot,  en   posant  Cj  = C, 


\  «-Hl  I  —  a    / 


et ,  parce  que  «  =  (x-  -+-  l/a*  -+-  x«)=' , 


a-+-6 


«  -♦-  I  I  — X 

On  intégrerait  plus  facilement  cette  équation  ramenée  à  la  forme 
ajq  -^  6;»'  =  ^  — 


en  la  multipliant  par  —  :  en  effet,  à  cauM  de  qdx=:dp,  pdx=éiry  oo  'rra- 

Tera  ainsi 

udft       €4/  dx 

d^où,  en  intégrant, 

6  £ 

une  seconde  intégration  ramènera  à  Tëquation  déjà  trourée. 

La  forme  générale  des  équations  qu^on  peut  intégrer  de  cette  na- 
nière  est 

Vdp  4-  Yir  -h  ILdx  =  0    ou    P^-+-Y/?H-X=.o, 


P.  Y,  X  étant  respectivement  des  fonctions  de /?  seul,  de  jr  seul,  dex&esl 

bxdj* 


bx4}* 

Exemple  :  rjr  d^y  =/dr  dy  -h  xdy*  H _^ =,  ou 

|/^a* —  x* 


xyqz=.yp  H-x//'  -4- 


\/^ 
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en  faisant  p^t^r^  q  =z  yx,  on  a 

.  .  dx         ,   ,  htt*  dx  xdu  ->  ttdr  bx  dx 

du'hu*dxz=iu^"^-u*ax-^ 


C» =—  fcKa"  —  x«,  11=  ^  — 


u  *  C,-^bi/a'  -  X*'    r       C,-Hftl/a»-  a«' 


et ,  posant   i/a*  —  x*  =  l,  d'où    xdlr  ssz-^  tdt, 

4r  idt  dy         dt  Ctdl 


et,  en  faisant  Ct  =  C'&% 


jj-   ^      y/g'-x'    ^    ^^^C&H-l/^q'-.x' 


962.  VI.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  an  moins  un  exemple  dUnté- 
{^ratiou  &  Paido  d'un  facteur  indéterminé.  Considérons  avecEuler  l'équation 

j,       ar<tr' 

(br'-hc+adx-hftjcV"'    • 

essayons  de  rendre  le  premier  membre  inté|;rable  en  multipliant  par 

X| ,  X,  étant  des  fonctions  de  x,  et  représentons  par 
X,  i(r*H-aX,r4fc4r  H-U<ix*  =  C<fr« , 
U  étant  une  fonction  de  r  et  de  x,  Tintégrale  du  produit 

*  '      '      (br*-+-cH-acLr-t-ex*)*  ' 

on  devra  dès  lors  avoir 

Cette  équation  ne  pourra  donner  par  l'intégration  la  valeur  de  U  qu^au- 
tant  que  Ton  aura 

«fX,-haX,<£r=o, 
on  aura  alors 

(tîr*-»-cH-2dx-+-ex«}«     ^^  dx  ' 
le  second  membre  est  la  difiërentielle  par  rapport  à  j  de  Texpression 
—  aX,  .''X, 

'  .^  y  ■  *  • 

b(bj'-hc-i-2dx-T-ex*)  dx  ' 
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on  aura  dune 


b(lv*-i-c-<-adx-+-e**)  «tr  * 


pourvu  que  la  différentielle  du  second  membre ,  prise  en  con&idénni  t 
comme  constante,  aoit  nulle  ou  que  Ton  ait 

~aJX|(ly*H-teH-  adx-hejr«)-haàX^dx(d-t-e3c)       ,<I'X^ 
b(ljy«-f.c-hadx-+-ex«)«  ^     dx 


(I^r  " -»- c -h  adr  H- f X*)' ' 
or  on  satisfera  à  cette  équation  en  posant 

.  ,*  =  o,    —  <fXi  {c-hadx-HOT*)-+-iX»djp(d-h«r)=o. 

11  reste  à  savoir  si  ces  deux  conditions  sont  compatibles  avec  celle  qir 
nous  avons  déjà  trouvée,  <IX|  +  2X,<ir  =  o;  or  la  seconde  donne 

X|  =  c-f-adx-+-ex*, 
d'oà 

<fX,  ,  rf-X, 

A,  = — ^=i— d— .ex,     et  -—-2=0. 

•  a<tr  *  dx' 

Les  deui  conditions  s'accordent,  et  le  facteur  cherché  est  donc 

a4r  (c  -f-  adx  -»-  ex')  —  'iyâx  (d  -+-  ex), 

et  conduit  à  Tintégrale 

ày'^ ,         j  «s  «O'/j         N  a(c-hadx-+-ex«) 

OÙ ,  en  igoutant  t  aui  dcui  membres , 

Si  Ton  faisait 

c  -+-  adx  -+-  ex»  =  bs', 

d'où 

be<2s 

réquation  qui  précède  dcT tendrait 


i/x*  cix»       "^*'-^'"^b(r  »-+-«*)      b' 

vl ,  en  posant  y  =  uzj 

bs*rfu*      bu'g'ife'  j  .  au'       _  C 
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dz*    ~~  b*        * 

donc 

bf'du"       ce  —  d»   ,  Ch-(C— o)m' 

TP^  b  b(i -+-«•)       ' 

ou 

h*B*du*  _  C-^(C  —  a  -^-d*—  ce)tt*  h-  (d«  ~  ce)ii* 

dx*     "~  iH-ii»  '' 

et,  en  snbttitnant  pour  b  sa  Talenr, 

^  dx  du\/\  -t-  «• 


c-+-adr-j-dr*       l/C-4-(C-a-f.d«-ce)i.«-f.(d«-ce)i 
les  Tariables  sont  séparées,  uest  exprimé  en  x;  on  a  d^ailleurs 


r^wr--'®"^^**' "+•"'* 


b 

Si  dana  Téquation  proposée  on  fait 

c  -Hadr-*-ex«  =  hs% 
elle  devient 

.-     ,         Hrdlr* 

''•^-"b'(.r'-H«')'  =  °' 
et ,  en  posant  j  =  uz^ 

gd*u  -+-  oibiu  -h  ud*£  H-  -—- - — f — —  =  o. 
bV(i  -+■  w')* 

Lefactenr  qai  la  rend  intégrable  est  oh{z*4r  —xsdz)  ouihg'du,  ou  sim- 
plement È*du:  or ,  comme  on  a 

i£x(d-^ex) 
b« 
on  aura 

if '«  =  îill  _  rfTrfgrd-4-er)  ^  eir«  _^  dx*{â-^e.xy  _  (off  —  d«)A>' 
b«  b«*  b«  b»«"         ~  b«?        ' 

,j,        ce— d*  _  , 

L'ëqualion,  multipliée  par  z^du,  devient  dès  lors 

4jjt  .jj,      c«  —  d'jj.         nududx* 

z*dmd'u  -+.  2««rf«A.'  -f.  — p—  iirfuiir «  -h  ^^,^^_^^,y  =  O} 

vUc  a  évidemment  pour  intégrale  immédiate 

•ib*  ab*  (l  -H  a*  i       '    ' 
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on  en  tire 


r-ju^dx^c,-^^ 


—  ce  , 


b«(|. 


et  parce  que  la  valeur  de  b  étant  donnée  en  x,  les  rariables  sont  ÎBnè- 
diatement  réparables,  la  seconde  in té{^tion  est  facile.  Remarqnoos que 

CQ  jj» 

la  Taleur de  s  satisfait  &  la  condition  t*d*t  =.  — — — dx*=  zdx*,  qm  dot: 

s^accordcr  avec  Téquation 

c  -+-  adx  -4-  ex»  =  bf  •. 

Et  en  effet,  de  la  condition  s*d*x  =  oïdx*  on  tire 

.    .,         imdx*dB  .  ,        -  ,  ,       tidx*  ,  sdi 


'•  '  \/6,-^r^' 


6x  H-  y  =  V^6«*— X,      6«'  =  «-+->  '-h  aC-)*  -+-  €*x«. 
Exemple:  Péquation 


(r*-f-x«r 


devient  iniégrable  si  on  la  multiplie  par  le  facteur  ^x*df  —  ^xdx\vii 
intégrale  est 

x«  j—- —  axj';p -h^" -4- -^--— j  =  b*. 
«X*  dx  j^  *  -+-  x' 

En  posant  j"  =  ux,  on  arriverait  à  la  transformée 
rfr  __         dui^i-\-u* 

965.  Vil.  Empruntons  &  M.  Liouville  deui  exemples  remarquable* 
d^ntégrations  obtenues ,  Tune  par  un  procédé  qui  pourra  souvent  èue 
employé,  Tautre  par  une  voie  complètement  détournée. 

|0.  Consid^Tons  Téquation 

D^r -t-/W  n.r -4- F  (  j-)  D,r  •  =  o , 

et  supposons  un  iustant  que  le  troisième  terme  n^existant  pas,  TcquatioB 
à  intégrer  soit 

I^i.rH-/C';D,r  =  o, 
on  en  tirerait 

Revenons  maintenant  à  Téquation  proposée,  et  voyons  si^  en  changeant  Li 
constante  C  en  une  fonction  de  jr,  on  ne  pourrait  pas,  dans  le  cas  ou 
F(r)  n'est  pas  nul,  conserver  à  la  dérivée  première  la  même  forwc 
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O,^  r=  Ce'Jf^'^  ^ .  fil  dtfE»reAti«it ,  i»n  tr(my«ra 

D;  r  =:  r/'W'*'  fD^CDxj^  -  C/(x)] , 
ota  ,  en  mettant  pou»  t'ff^^^'^^  aa  vstaur  tifée  de  y<fUAtJpn 

En  sufestHuant  cette  valeur  de  D^r  dans  réquetion  proposée,  od  a 

eky  enlniégfwt» 
On  a,  par  Mite, 

équatrOn  «ù  lee  YaHaldea  8<»  séparent  (Telfee-ilifttoes  et  qui  eesdaUà  Ho- 
iégrale  cherchée, 

On  «ërattei^vé  à  UnèBe  intégrale  ai  »  €lli  supposait  un  înstaM  /(x)  =  o» 
on  créât  pris  poor  équetien  .aixxiliatM     ' 


I^  pomtAt>»r  ^j^'y  et  oiiaerttBt  qwD^jr  =:j'D^j^',  on  «omit  eu 


oiiaerttBt  qoe  D*  jr  =r 
ot^e^iftléKraiit, 

pais,  en  res^Ydant  C  oemUte  une  l^netUKi  de  x, 

de  sorte  q«'en  sntetituant  dana  réquation  ^iMmée,  tt  vlendifit 
^D.C-+-/(*>=  o,      C  ==CS/A')*' 

T.  II.  43 
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ao.  S«|yMoiM  qa'on  connaièie   Itntégerie  r^fi',  *»i  c^...,c,\, 
(PaneéqiittioD  difféfeolielle  quetcoiqm  de  Tordre  n 

y(x,  jr,D,r ,  Dî^, . . .  ,D;r)  =/[x,^,\r  ',  r  " , . . .  ,7 (•)]  =  o. 

L'intégrale  r  «t  B«i  n  d4rirée«  r ',..  j"». . .,  r<»),  dépoûdeiil  ooii.«ed*- 
méat  de  x,  mais  des  n  constanies  c^,  c,,...^  c.^  La  Tariablex,  9/k.  con- 
traire ,  fat  cemplétcmetit  indépendant*  â^  ees  coastantea  ,  de  sorte  qa^eo 
diffiéreotiant  la  foootî&ny*  par  rapport  à  l'une  de  ces  quautitéb,  c»  ptt 
exemple)  dn  aura  ^  '  .. 

or,  si  Pon  pose  D^.  ^  >'  =  *,  *  étant  une  nooTelIe  variable ,  on  aura 

en  effËt; 

De,  r'  =  D^^  .D,r==D„D^  .r  =  D.s, 

et  aîniei  de  mite.  En  substituant  pour  D^  V ,  I>c,  ^  '>  •  •  • ,  Icni-s  valeurs, 
on  trouvera 

éqoAtion  daftalaqmlle  r,  r',  r  "*. . .,  j(-),  étant  des  fonctions  de  x  dé- 
terminées par  fcquation 

I^r/j  Dy //*..,  D/«)/,  doivent  être  considérées  comme  d«s  fone- 
tiooscoMiiMidQAr,  <?|V  ««r-y'*-  Or,  cette  équation  est  une  équation  11- 
Déuire  et  homogène  enlrcgî^  et  se»  n  dérivées  ;  et  Ton  sait  qu'elle  doit 
être  satisfaite  ptr  la  valeur  «=  D^^ ,  puisque  l'on  est  parfena  à  cettf 
équation  en  faisant  précisément  D^^r  =  z  ; .  de  plus,  ce  que  Von  a  dit  df 
c,  on  aurait  pu  le  dîr«  de  c„  <:„...,<?.;  ^oiie  l'équatton 

*  Dj./Tf-D,s  D//-+-  D^  «Dy»/-h..  .-hD^D/-)/  =  o 

est  vérifiée  par  les  n  valeurs  particulières 

et  a  par  oonséquont  polir  (ntégrsle  général» 

y  =  CDç^r  H- C*  D^  .r  4-  CTD,^ y^  -h. .  .4-C» D^. y. 
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9^.  V^U.  fptégraUon  de  quelcfues  éq^nationsçimultanées.  lO.  M.  Btnet 
est  parvânu^  à  Taidedes  transforniAtionfl  \en  plus  ingénieuses ,  à  intégrer 
le  système  saivant  d''éqtialion8  du  second  ordre 

d)*=D,R,    D*^=Dj.B,    D,'«=DJ(,...; 

t  est  la  variable  indépendante,  ',  r>  <, •  •  •  sont  les  variahles  dépendïinfês , 
R  est  une  .fonction  déterminée  de  la  quantité  r=:  V^x^-+-r*H-**-^...i 
en  aorte  que 

•     b,R=:-Drll,    D,R  =  -D;R,«tc.; 
les  équations  proposées  devieni^eni  dès  lors 

D'x  =  -DrR,      D'jr^^BrBy     D"*=îl>,R, 

*  r  '  '  r..        '         '  r         ^ 

£n  les  combinant  deux  à  deux  pour  éHmiiier  Dr  R,  on  trouvera       * 

d'où  Ton  tire  les  fittéffrales  premières  en  nombre  -iS-H-i/ 

i.a      *  • 

La.sommâ  des  carrés  de  ces  équaHons  donnera 

{xD,r  -7D»  *)'  -V^  («DrX  —  JpDi*)"  -+-  UUiB  -  «D,4r)»  Hr. . . 

En  multipliant  respectivement  p&r  dx,  4r,  <2s,.. .  les  éqriMkfna  prôpo* 
sées ,  ^|ouUnt  et  inté^frani,  on  trottvcca 

Dix»  -h  Dr  jr»H-D,«'-H.  /.  =  afli  -t-B), 

et  par  suite ,  en,sMbstituant  f         *> 

(xD.x  -*-rD,/-f-«D,s  -*^.  .,)*  =  ar>  (R-+-  B)  ~  A«i 
mais 

xD,  X  -hjf^ty  ■+■  »D/  «  -h . . .  =  #0,  r , 
donc 

rdr 


^»T),^•=iw•(E-+-,■^)-A»,    ill  = 


|/ar«(R-f-B)-A«  ' 


D,r*=:aR-h.9B-^,     D;raî:D.RH-^'. 
On  t>c»t;  à  l'aide  de  ceile.formnle,  éliminer  DrR  do  'kr  premiCv^  des 

43..   ' 
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oqwtions  tfonnéoft  D|  «  =  -  Dr  R  ^  on  tromre  ainsi 

I  DJ*  -  *DV=t:Dr  {rD,^''  xar)=  D..r'D,-  ^  —  ^'  5 
«  '  r  r'  r 

;■• 
et^  en  miiltipliam  par  -r^  , 

A 

—  De. -"Dr  --H-  =r  o: 
A       A    .    r       r  ' 

cette  dernièro  équation  prend  une  forme  plus  simple  quand  on  £iii 
.  rf*        ,  A  dr 


'rW^2/»(R-+-B)— A«* 
cNe  deTîant,  en  effet , 

f    r       r 
ou  inra,  de  la  mémft  manière, 

»;   --t--  =  o,    Dr.i-h-=o,...; 

?    r        r  f    r        r         '       ' 

CCS  équations  s^întègrent  ftéparément,  ^t,«n  dénifuant  par  aj,  &„  «,>  ^p  > . 
^ttf  ^m  des  conaiaotei  arbitraires  eff  nombre  aa,  on  aura 

-=aj008^+>^  siny,     -  =  a,toB^+6,iinj),     -  =  a,  oo6^-4-&,  sins..  , 

rASHàlion    * 


|^2r»(a-f-B)— A> 

donne  d^atltetfta 


J  »/^«7r4-B)-A»  ' 


(R4-B)- 

^  couiii\e  R  dépend  uniquement  de  r,  on  aura  r  oB  fonction  4e  i  -f-«:  'fi  i 
son  tour»  seQi  donné  en  (bnciion  dç  r,  «t,  par  suite,  en  fonction  de  1 4-«. 
an  mojpen  de  Téquation  « 


En  remontant  ensuiie  aux  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  - ,  -t   • 

Igk  a  variables  seront  ttprimées  elles- mémei  au  moyen  de  f+a,  de  A, 
É)  et  des  an  constantes  a^,  &^,  a^,  &„. . .,  c''est-^dirc  que  diwi  cet  n- 
pressipns  il  entrerait ,  en  apparence ,  an  +  4  vrhîiraires ,  qui  dgsroat  ètr 
liées  entrevlle»  par  piusifurs  équations ,  car  le  problème  n^adMict  qsc  ^ 

consUMllosjirMlnrires.  Et,  en  effet,  si  l^oasubstitM  pour?,  ^,  -, ...  Ipot^ 
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valeurs  dans  T^u^ion 

r*        r'        /•' 
on  trouve,  en  employant  po^  abréger  une  notalion  connue  y 

et  cette  éqvatios,  qui  doit  aroir  Heu  pour  toute  Taleur  de  ^,  entraîne  les 
iroîs  suiTantes 

la  confiante  6,  d^eilleurs,  se  cenfond  avec  «(,  è^,  qu'elle  modifie  seule- 
menty^ir  * 

«,  •••(y  -*-  6)  -+-  ft,  8În (y  H-  C)  =  a'  coi  y  -♦-  *'  •!«  y  ; 

donc  lea  an  -f-4  consteiites  appaitRitesy  réduite»  d^aboid  à  te  -i-3,  q«l 
soat  Bf  A,  «,  a^y  ^u  •  •  •  >  >oB^  lÂéea  entre  elles  par  trois  équatiene ,  et  ne 
forment  en  réalité  que  on  constantes  arbîlraicis. 
Les  deux  intégrales 

qui  semblent  étrangères' PttBe  à  TautrCy  et  indéfMndantes ,  peuvent  ce- 
pendant être  ramenées  à  une  origine  commune.  En  effet,  aupposons  que 
il  soit  une  fonetioo  de  r,  déterorinée  par  réqoation 

il  est  éTident  qu^on  aura 

les  denx  -intégrales  sont  dont»  au  signe  prôs,  les  deux  déritées  parllolles 
de  la  fonction  A,  de  laquelle  seule  dépondent  Im  variables  «,  r»  <,...* 
Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  d^éiab1ir>  queTéquation 

*  r 

transformée  snccessÎTément  en 

A         A       r        r         ' 


U«..-H-  =0, 

f  r        r 
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a  pour  intégrale  générale 

I 

a^ ,  &|  sont  les  deax  constantes  arbitraires.  Afin  de  donner  an  exaopie, 
supposons  R  =  —  ;  Téquatiott  à  intégrer  sera  D*«'+  -3-^=0»  r  étant  doai>e 
en  fonction  de  t  par  Téquation 


1  + 


^^   r rdr 

"    *^V^-*(7-b)-I.' 


ou ,  en posant^l^  —  -,    à*  =mta{i^e*). 


/rd 
r = 


biiont  encore 

«— r=s«ecos4»  ou  r  =  <i(i— ecos4)? 
4  étant  une  nouvelle i{uantHè  auxiliaire ,  on  aura 

''^*  =  f~ii-e\m^)d^,    +-*8in+=(i-H*e)y/^, 
^       r^    ^'-    ^     «*t/m(i-~tfcos4)'        "~i-ecoe4' 

asiD4*V^l— c*  ,         ,    •     "        ,      .'    ,,> r 

j=  1-^^ -j     x^fffl,(cos4^^)-t-«fc,Bin4K  '— ^• 


sinv 


On  n^aura  plus  qu^à  remplacer  4  par  sa  ▼alenr  en  t  pour  olttenir  Vin- 
tégrale  cherchée,  mats  il  faudrait  pour  cela  résoudre  Téquation  transceo» 
dante 

4-csin4  =  («4-»)y^'. 
On  peut  obtenir  pfus  facilement  la  valeur  de  f  en  ^  :  posons 

c  et  y  étant  deux  nouvelles  arbitraires ,  on  aura 

cos  (^ —  y)  =  e  cos  >  -+-  - ,     4= >"+■*'*  ®**  (  — *~  '  ****  y  )  » 
(r-H«)  y -|  =  y  -h arc  cos  |  - -t-eços  yj  —  e  sin>  ( — H  eeos>  \ 

—  <?cosyy  I  — (--t-ecosy  1  . 
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11  sera  iaeile  dû  faire  disparariro  de  cettfi.denu^ta  éifiiatioA  Tar^KW*  an 
I^iaolant  dans  an  iieiil  membre  at prenant  le»  cosinus  des  deux  membres. 
Ve  nfsolut  feraifinti^tfale  générale  de  l'éqoation  do  second  ordre 

r  étant  une  fonotioa  de  t  donnée  par  les  deuiT  formules 

n 

r  =  «(i  — ffCos4),     +  — e8in4tc=:(<-K«)y  V 

Remarque.  Si  A'  devenait  négatif,  ^  serait  imaginaire;  dans  ce  aas  ^ 
uéanmoins,  Téqui^tlon  difTérentiene  s^lèçre  encore.  On  a  alors 

/rJr 

ou 

J   l/'ar'R-f.  k*' 
en  comprenant  la  constante  Bdans  R,  on  eu  conclut  successivement 

et,  en  posant 

^       A4*«       .        A*-      • 


*-V/ar*RH- A«' 

y  r       /•  '     r         *  . 

On  serait  arrivé  au  mèma  résultat  en  passant  du  réel  à  rimaginaif«,  et 

remplaçant  r  par  rV/^,  R  par  R  l/^,  f  fl'  y  k^— î>  '«•  quaatil^ 
sin  (<jp  V^— I.},  cos (y V^— X  )  perdes  exponentielles  imaginairos. 

Scolie,  Lorsque  lenr  nombre  d»  surpasse  pas  trois  ,  les  équations  que 
sons  avons  intégrées  se  rapportent  au  moiivement  d'^un  point  attiré  vers 
u^centre  fixe,  par  une  fprce  dont  Pexpression  est  DrR.  LHntégratinn  de 

Téquation  D*  x  +  -^  =  o  «enferme  toute  la  tliéorie  du  moui«Dent  el» 
liptiqne^ 

Qp.  Considérons  les  équations 
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que  Toft  peut  mettre  som  la  focmb  Uis-sinipI* 

m  dans  laquelle  T.  et  T,  sont  dea  fonctions  qoeleonques  ^  la  nriaUc 
indépendante  t,  et  de  une  ou  de  plu^ieois  autreii  rariabl»  aia«  çk  de 
leurs  dérivées.  Si  les  cdeOlcfënU  M„  M,,  M,,...,  N.,  N„N„...,»ii 
constante  y  ilsaffira,  pout  élimÎQer  y  et  ses  dérivée»,  d'écrire,  àli  place 
de  X,  T,  dans  le  premânr  membte  delà  première  équation ,  T,  dans  te  pre- 
mier membre  de  la  seconde,  et  d'épater  ]m  lésQltau,  en  sorte  qae  l%f«a 
tioo  finale  aéra 

£n  efiat,  si  l'on  différentie  tour  à  tour  la  première  équation  a.  feis,  ». 
foif,  a,  fois,  etc.,  on  aal« 

MultIpUons  reapectiTeoient  ces  équations  par  Ng,  K^  M,,... >  et  jou- 
tons, l'équatiao  réanltante  pourra  éïftderamont  s«jneUre  aons  la  Ame 

•U|  en  vertu  de  la  seconde  des  équations  données, 

2MD7T,e^2ND*T,, 

ce  qiiMl  falteit  démontrar. 

Si  les  deur  équations  |»ropoaées  sont  linéijMs  en  jt  et  en  ^ ,  et  oe  cos- 
tiannent  que  les  deux  Tariables,  et  la  variable  indépendante  «,  on  posn 
Cormer  ft  volonté,  par  le  «loyen  précédent ,  Téquation  finale  en  /  ooes  a 
et,  chose  remarquable,  cea  deux  équations  finalea  diflffireront  setikuat 
par  le  terme  fonction  de  t  qui  ne  contiendra  que  oetle  variaMe.  D  es  i^ 
suHera  que  les  valeurs  de  x  et  de  r  seront  de  la  forme 

X  =  C,«^i«  -h  C,<A»<  -♦-  €,«*.'-+-...,  I 

C|,  C„*. .  étant  des  fonctions  de  t,  que  Ton  saura  détamllner  par  les  wi- 
thodes  connues ,  dans  chaque  cas  partieulier  ;  et  les  quantités  Ai,  x^  V- 
étant  données  par  une  équation  commune. 

Si  Ton  avait  m  équations  entre  m  -t-  i  variables  à  eoefBeient^  eon^w^ 
pour  toutes  oas variables ,  moins  une,  qui  sera  là  varlSble  indépeodÉMe. 
il  suffira,  pour  éliminer  trois  d'^eMre  elles,  d^ordonner  le  premier  bm 
bre  de  chaque  équation ,  par  rappoM  à  ses  dérivées,  après  avoir  dit  p*** 


ser  tontes  ]«a  aMtret  dans  le  second  in«Bbr«  ;  on  conpartra  enivite  Vvmé 
qnelconqn*  de  oes  équations  ave»  les  m—  i  antres.  0|)  formera  ainsi 
rtm.  —  1  couple»  d^'équattons  «ntie  lesquelles  on  éHmineni  la  Tariable  en 
cfuestioa,  ^jnme  il  a  été  dit  ci-dessus,  et  Ton  n^aora  pins  que  Nt  —  i 
éciitttions  entre  m' variables.  £a  eootinuant  de  la  même  maitfèray  ooar- 
rlTera  k  une  équation  entre  deux  variables  seulement  ;  on  conçoit  qu^il 
sera  dès  lors  facile  de  remplacer  Yea/n  équations  proposées  par  m  autres 
équations  dans  chacune  desquelles  entreront  sealement  la  variabW  indé- 
pendante etPnne  des  autres  variables  qu^il  s'agit  de  déterminer. 

On  peut  conclure ,  à  priori^  Tordre  de  réquationilnale,sl,  pftrexsMa- 
pie ,  on  a  m  équations  du  premier  ordre;  le  ppMédé  indiqué  eondate  à 
na  —  I  équations  du  second  «rdre ,  à  m  ~  a  éqtAtîons  du  troisiètteraidre, 
il  nt  —  (m  —  i),  on  11  une  équation  du  m'^"»  ordre  :  et ,  en  généial ,  si  m ,  n , 
/y,  • . .  sont  les  plus  forts  indices  de  différentiation  pour  chaque  vaTlabi^ , 
pn-i-n-i-p  sera  le  -nombre  indiquant  l'ordre  de  chaque  équation  finale. 
Cette  méthode  d'élimination  a  été  donnée,  pour  la  première  fois ,  par 
M-  Favre-BoUin. 
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Rédaction  4Hid  cyitèmtfile  n  équations  simolUiMei  àa  premier  otértk 
«ne  Mirie  équation  de  Tordre  n. — Intégration  par  séries. — Note  «or  V» 
Intégrales  singulilMrw  des  équations  différentielles  d^un  ordre  quel- 
conque. 


266.  Nous  avons  vu  comment  on  pouvait  ramener  Tin- 
tëgration  d'une  équation  différentielle  de  Tordre  n  àYm- 
tégration  de  n  équations  simultanées  du  premier  ordre  : 
réciproquement,  on  peut  aussi  se  proposer  de  ramener 
rintégration  d'un  système  de  n  équations  simultanées  du 
premier  ordre  à  celle  d'une  seule  équation  de  l'ordre  n. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  donne  ra  équations  de  la 
forme 

l>tz=/3{t,  X,  jr,  Zy.  ./;,...      . 

Il  s'agit  d'éliminer  entre  ces  n  équations  les  n  —  i  va- 
riables y^  2)  •  •  •  9  6t  d'arriver  à  une  équation  qui  ne  ren- 
ferme plus  que  la  variable  indépendante  t^  et  l'une  des 
variables  dépendantes,  x  par  exemple.  Pour  y  parvenir, 
on  différentiera  n  fois  la  première  équation ,  en  ayant 
soin  de  substituer  à  D^  j,  D^r, . . . ,  leurs  valeurs  tirées  des 
n  —  I  autres  équations  :  on  obtiendra  de  cette  manière 
n  —  I  équations  nouvelles 

D*j:  =  ^.(f, X,  7,  «, .  .  . ),     D,'x  =  Ç3, 
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qui,  jointes  à  la  première  ëqufllioh  donnée 

fourniront  les  moyens  d'éliminer  les  i»  -*- 1  variables  dé- 
pendantes j^,  Zy,..^  et  conduiront  à  Té^^ialion  différen- 
tielle cherckée  de  Tordre  »,  entre  t  ei  x.  Après  avoir  in- 
tégré cette  équation,  on  en  tirera  la  valeur  de  x  et  de  «es 
dérivées  successives ,  avec  n  constantes  arl^traires,  pour 
les  substituer  dans  les  équations 

qui  donneront  les  valeurs  tie3  n  —  i  autres  variables,  ou 
les  /i  —  I  autres  intégrales  cherchées. 

Exempte  :  Considéronales  deux  équations  simultanées 

on  tirera  de  la  première 

jy^x  =;  Jytx ,     ou    "Dfx  =r  ^,  =  jp. 

Comme  y  se  trouve  immédiatement  éliminé ,  cette  der- 
nière équation,  D/ j>:=:  jr,  est  précisément  Téquation  fi- 
nale I  int^ée,  eUe  donne 

et  Ton  en  tire 
et,parauite, 

c'est  la  seconde  intégrale  cherchée. 

267.  Nous, a.von§  dit  qu'en  général,  Téquatiim  finale 
sera  du  n'**^  ordre,  et  que  son  intégrale  renfermera  n 
constantes  arbitraires.  Il  peut  cependant  arriver,  dans 
certains  cas  particuliers ,  qu  eKe  ne  soit  que  d'un  ordre 
inférieur  à  a,  et  que  «on  intégrale  renferme  moitts  de  n 
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consUinteB  ^  mais  on  tertk  cju'aJlors,  pour  arriver  à  la  fa- 
leur  des  a&tres  yaridbles  dépendantes  y  -Q.  fisrudra  effectuer 
certain^  intëgratio\is  qui  compléteront  le  nombre  indii- 
pensable  de  constantes.  Supposons,  |)ar  exemple,  ^'od 
donne  à  intégrer  les  trois  équations 

on  tirera  de  là  première 

et  Ton  sera  dispensé  de  difiE&'entier  ime  sécond^fbis^paioe 
que  Ton  élimine  îtnmédiatembnt  y  et  z  entre  les  desx 
équations 

qui  donneat  pour  éqpaùon  finale 

D/«  =  T>rX, 

qui  est  du  seeond  ordre  seulement,  et  qui  a  pour  inlégnlr 

X  =3  C,  -h  C^. 

Cette  intégrale  ne  renfenne  que*Aet|f  eonstai^les^  mais 
autti,  pour  déterminer  les  deux  auti-es  rariiabl^^'On  n'sora 
qu'une  seule  éq[iiation,  Cje*  ^=zy  +  ^ ,  qui  ne  suflfarafis: 
on  en  tirera 

z  =  Ce'  ^  X , 

et,  en  substituant  pour  x  4gl  z  leurs  valetirs  dans  rëq[u»- 
tîon  D;^  =  X  -^  z,  on  aura 

D,/  =  C.  -h  aC.^'  —  j. 

Pour  intégrer  cette  équation  Knéaire,  U  sëffit  de  multi- 
plier par  e'.  On  trouve,  de  cette  manière , 

et  Ton  Yoit  apparaître  la  troisième  constante.  Les  trois 


X  =r  C,  -f-  C^e',    /  =  C.  -H  C»**  -+-  C3<r-S 

ont  tool^  la  générailitë  voulue. 

Sixpposons  mçiînteBant  que  les  n  équations  données 
reuferment^véc  la  variable  indépendaaifi  ty  x  et  ^es  m' 
premières  dérivées,  y  et  se»  m"  premières  dérivées,  z  et 
ses  mT  premièFes  dériréos,  etc.,  et  que  Toir  ait 

on  pouffA  les  ramener  au  premier  orére  à  Taîde  des 
équaUons  Q»nnues 

et  Von  aursr  à  intégrer  un  système  de  m  4»  /»  équations 
simultanées  du  premier  ordre  que  t'on  rai^ènera  à  Tin- 
tégration  d'une  Mile  équation  de  Tordre  m  +  m. 

308.  Lorsque  aueune  des  méthodes  par  lesquelles  nous 
avons  af^rîs  jusqu'ici  à  intégrer  lès  équations  différen- 
tielles ne  réu^t,  on  essaye  Tintégratiôn  par  série.  Ex- 
posons en  peu  de  mots  cette  nouvelle  méthode,  qui  ne 
doit  être  employée  qu'avec  beaucoup  de  réserve. 

Considérons  d'abord  Téquation  différentielle  du  pre-- 
mier  o«dre  ày^^fi  {X^  y)^9  ^  supposons  qu'il  s'agisse, 
d'exprimer,  au  moyen  d^uiie  série,  ]  intégrale  générale  de 
cette  éfùatioti ,  on  uae  valeur  de  y  qui  satisfasse  à  Vé- 
quiftion  pfY>posée,  en  p(reoant  pour  x  =^  x^  \me  valeur 
quelconque  dosMiée  j^o*  L'énoncé  même  de  la  question 
suppose  que  Tintégrale  dierchée  est  développable  en  sé- 
rie coRvei^nte;  et,  par  conséquent ,  intégrer  par  série 
c'est  résoudre  tout  simplement  le  problème  suivant  : 

En  supposant  |^e  la  valeur  la  phts  générale  de  /,  qui 
vérifie  l'équation  proposée  et  se  réduit  ày^,  pmir  x=:Xai 
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piûsse  être  exprimée  an  mo^ren  d'une  aérie  convergente, 
déterminer  cette  série. 

Or,  la  solution  de  ce.pudfclème  e$t4rès-&eile;  car,  i*â 
la  série  convei|^eiile  ifui  doone  U  valejir  de  j^  exjfite  réel- 
lement, elle  devra  coïncider  .avec  celle  que  domierait  la 
fornuile.  de  Taylor  5  2^  de  Téquation 

*'  =  /t(*,ér>^,    ou    x'=/tÇ^/jr)f 
on  dédoira ,  fiTar  de  simples  difflSréntisûoiis ,  les  valenn 
des  dérivées  suco^ives  de  jr, 

et  en   faisant,    dans   les  épations  dblfenues^    ot^Xq. 

et  par  suite ,  en  vertu  de  la  forauile  de  Taylor,  - 

•=«^  ^ -Al  v.'/ '       1   .    («'^''»ol*^> 
r  =  ^  H ; /.  (jSo,  ro)  H — - — M^oj  Xo) 

^-  TTj  •^^^•'  -^^■*"-*^* 

Voilà  donc  la  valeur  cherchée  àey  \  elle  sera  admiUMe 
si  la  série  du  second  meml>re  est  convergente,  ^ans  ce 
cas,  comme  elle  satisfait  évidemment  à  l'équation  pro- 
pose, se  réduit  ky^  pour  jr=Xo,  et  contient  une  con- 
stante arbitraire  ^o»  '^^  sera  nécessairement  Tintégrale 
générale  cherchée.  SîTon  peut  exprimer  en  termel^iiis  la 
somme  de  la  série  convergente,  on  aura ,  en  tenues  finis, 
Tintégrale  géuérale  de  l'équation  proposée. 

I^renons  pour  premier  exemple  Pécpiation .  4rà»-siiifple 

on  aura 
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La  série  du  second  membre  esl  lonjours  convergenie  et  a 

pour  somme  j^o^*         °  5  on  aura  doncj^  =j^o  e*  ^^""'^f  ou 
simpleinent^=  Ce'^,  comme  nous  le  savions  déjà. 

269.  Ce  que  noi6  venons  de  dire  s'étend,  sans  difficulté 
aucune ,  à  une  équation  d'ordre  quelconque  n 

d;/ =/„(^, y, D,r,  Dir , . . . ,  d;-  x). 

En  effet  y  chercker  Tint^rale  générale  d'une  semblable 
équation,  c'est,  comme  nous  l'avons  vu,  cherdier  une  va- 
leur jr  qui  satisfasse  à  cette  équation ,  et  qui  soit  telle , 
de  plus,  que,i]>our  x  =  jTq  9  elle  et  ses  a  —  i  dérivées  pre- 
mières y,y'jy''9"",y^'*'^V  prennent  des  valeurs  données 
r»^  To^/ov-M  yr'^'  Cela  poaé,  si  la  série. qui  expri- 
mera cette  valeur  cherciiëe  dej^^stcouvergenii»;  ette  coïn- 
cideva  nécessairement  avec  la  série  que  l'on  déduirait  de  la 
formule  deTajlor.  D'ailleurs,  de  l'équation  ^^^"^==7^  on  dé- 

duîraj.("+i^=/;+.[x,y,y,/,..,r(»-')],y«+«^=/„^.,,^ 

et  en  faisant  dans  ces  équations  x  =  acoct  par  co^^uent 

y  =jo,  y  =y.y  y'=y.,  •  - . ,  y-'^  =yr'\  on  aura  us 

valeurs  J^,"\  J^,"'*^'N •  •  •»  des  dérivées  de  Tordre  «  et  des 
ordres  suivants ,  correspondantes i  x^x^-^  on  aura  dès 
lors ,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor,       ^       # 

r=ro-h^— Y—  y.  +  — rT^^^**"t"- 

^  i.î.3...(«-i)'^*      ^  1.2.3. ../i-^*   ^•••• 

Ce  sera  l'intégrale  cherchée ,  car  cette  valeur  est  admis- 
sible, puisque,  par  hypothèse,  la  série  du  second  membre 
est  convergente  ;  elle  satisfait  évidemmeift  à  l'équation 
proposée  5  elle  prend  pour  a:=:Xo,  avec  ses  n — i  premières 
dérivées,  j./',j^"**^  les  valeurs  données/o,  y.  v-îJ^»"^'^» 
ou,  ce  qui  revient  au  même  ,  elle  contient  n  constantes 
arbitraires. 
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E3»mple  :  Considérons  l*équation 


on  aura 


r:=«y.,  j^;=a^o,  >;=«y,,  r'^=ûVo,..M 
■^H~r-"^  i.a.i  -^  1.2.3,4.5 

Les  doAx  séries  (iont  se  con^Kide  le  second  nMemhre  «ont 
coRvergenteB  -,  elles  ont  pour  somme 

^- i '    J i— 

En  ajoutant  ces  deis  expressions 9  ou  aura  la  valeur ik^t. 
qui  p#ilt  se  mettre  sous  k  forme  très-^m^ 

Cette  mème^éthode  ,  appliquée  à  Téquatiou 

^bP;  j  4-  2D,/  -f-  w»^/  =  o, 
donnera ,  pour  son  intégrale  générale, 
C,  sin  /îjp  -h  Ca  cof  iM? 

''  = ï • 

270.  A  la  formule  de  Tajior  ou  peut  sulxlrituer  la  for- 
mule de  Madaurin ,  en  donnant  à  r^  U  valeur  priicn- 
Uère  o  ;  mais  alors  il  faut  bien  prendre  garde  ft  k  iraleur 
correspondante  que  Ton  assigne  à/',  car  cette  vakttr peut 
être  telle ,  que  <}uelqii€s-iines  des  (Privées  de  y  deviennent 
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infinie  ^  et  afers  le  devetoppement  sera  ityema  impoA- 
siUe.  Ainsi ,  dans  le  dernier  exemple  qu^e  nous  Teftons 
de  citer,  si  Ton  fait  x^  =c  o,  et  que  Ton  donne  à  jr,  y  les 
valeurs  arbitraires  y©  >  jr'#  j  l'^qiMktion 

qui  se  rëduit  d'abord  à  xy"  +  iy\  =  o,  ne  pourrait  être 
▼érifiëequ'autant  que  Ton  supposerait^"  infinie  ;  mds  dès 
lors  on  ne  pourrait  plus  recourir  â  la  formule  de  Madau» 
rin  :  il  faudrait  nécessairement ,  dans  ce  cas,  admettre 
que  jr\  est  aussi  nul.  Dans  cette  hypothèse,  de  Téquatioat 
JpT)ly  -h  2D,  ^  -h  n^xx  =  o, 

et  de  ses  dérivées  successives 

^D»  j  H-  ZDlx  -h  /ï'xD,/  H-  «>  j  =r  o , 


on  tirera 

r.  — O,      7      —  ^f-» 

-•^"  V'  "" TTIT^ "^1.2.3.4.5  ■"•••/ 
ir  en 
5  donc 


Or,  le  facteur  entre  parenthèses  n'est  autre  chose  que 
sin/ur 


smnx         ^    sm  nje 

r  =ro =  C . 

Cette  valeur  de  y  n'est  évidemment  qu'une  intégrale 
particulière,    ear    elle    ne  renferme  qu^une    coosCaiite 
T.  II.  ,  44 
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arbîtrail**  Nkit  il  est  facile  de  remoiiier  à  rmtségn)^ 
générale  à  Taide  d'vne  mëlbode  que  iMm&  avons  déjà 
sacLTeni  amplûjëa  et  qui  consiate  à  regarder  Ct,  noo 
plus  comq^Q  une  ooaatikiite ,  mais  conana  une  fondion 
indéterminée  de  x.  DifTérentions,  en  effet,  la  valeur 

jTj  =  Ci  — —7,  en  remplaçant  Cj  par  une  variable  u,,  et 

exprimons  que  cette  valeur  satisfait  encore  à  réqnatioiK 
prc^osée  :  nous  ironveroas  ainsi  ^  toul^a  r^uction  fkUe^ 

Di«i  H-  a/ïDxUrCOt/Mr  =  o. 

En  posant  Dj^Ui  =  (^,  cette  équation,  ramenée  au  premier 

ordre,  deviendra 

DgV  4-  :invcoiiix  =  o, 

et  donnera 

^^      C. 
sin»/ïjr  ' 
et,  par  suite, 

_,,  C  sin  /ïx  -+-  C^  co6/aj; 

tf,  =  C  4-C"cot/ix,    xz=z  : 


telle  est  l'intégrale  générale  cherchée.  Si  Ton  considère 

à  part  la  seconde  intégrale  particulière  y^  = ,  on 

voit  que  réellement  sa  dérivée  seconde  devient  infinie 
pour  j;  =  o,  et  qu^elle  ne  pouvait,  par  conséquent,  être 
développée  au  moyen  de  la  formule  de  Maclaurin. 

271.  Souvent,  aux  séries  deTaylor  et  de  Maclaurin, 
on  sDbstîtve  les  développemeiM  obtenus  pair  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés.  Cette  marche  est  même 
quelquefois  préférable  ^  elle  est  seule  admissible  lorsque  la 
série  qui  représente  l'intégrale  cherchée  doit  renfermer 
des  puissances  négatives  de  la  variable  indépendante  :  ou 
fera,  dans  ce  cas, 
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on,  en  faÎMiit  jt  —  jto  =  r,  ife  ^=  rf«, 

r  =  j:o  -+-  «.»*  -+-  «,2*"^'  -4-  /ij**"^^  -h .  .  . , 

puis  on  dëtennsnera  les  coefficients  md^miiiiës  «i,  a^, 
fly,  • .  « ,  ei  rei|io8ant  a,  par  la  oanditioB  qm  la  valeur  de  r 
satisfera  à  Fëquaiion  proposée  et  prendra,  pour  x  as  x^,^ 
ainsi  cpie  ses  dérivées  jusqu'à  Tordre  n  —  i  inclusive- 
ment, les  valeurs  données  jTq^  yt  v  •  •  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  qu'on  demande  une  valeur  de  y  qui  satis- 
fasse â  Téquation 

tfy  —  jdx  —  baf^dx  =  o , 

et  se  réduise  à  o  pour  x  =  o.  En  posant,  comme  tout  à 
rheure, 

on  trouvera 

Cette  ^équation  devra  être  vérifiée  quel  que  soit  z,  cl 
comme  b  n'est  pas  nul  par  hypothèse ,  il  faudra  d'abord 
faire  a  —  i  =m,  a=:/n-|-  i^  l'équation  devient  alors 

[6  —  fl,  (m  4-  I  )]a"  -f-  [a,  —  «.(i»  4-  a)l«^' 

•      -h  [«,  —  «3  («  -+-  3)  ]  z*^»  H- . . .  =  o, 

et  entraine  les  équations  suivantes 

b — a,(OT-+-i)=o,     a, — a, (/» -H  a)  =  o, 
fl.— û3{«4-3)=o,... , 
d'w 

«3  =  7" —        "  ■.  , — 

(w  H-  i)(m 
b 


"^  ^  (mH-i)(i»H-2)(»i-h^y  •  •  •  '■ 


.^pKH-t 


iH ■ 1- 


jii-4-2        (/Il -H  2)  {/?# -H  3) 

44.. 


]• 
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La  série  du  second  membre  est  toujours  eoavergenie, 
puisque  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  converge 
vers  la  limite  o,  donc  la  valeur  précédente  dey  est  ad- 
missiUe  et  remplit  toutes  les  conditions  énoncées. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  =  o,  réquation  proposée 
se  réduU  à  dy  —^ydx  =  o,  et  l'intégrale  devient 

comme  cela  devait  être. 

Prenons  pour  second  exemple  Téquation  déjà  traitée 

X 

et  faisons  plus  généralement 

y  =  ax*-  H-  64?   -+-  cx>  -i- .  . .  ; 

il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  a,  &,  c,  «Z,. . .,  et 

les  exposants  a,  Ç,  y, ...  ^  on  a 

D.r  =  ««x«-'  -f.^«4r^""'  4-cy«>~'  -h. . . , 

et,  en  substituant  dans  réquation  proposée ,  il  vient 

flst(«-M)x*~^  -f-/ï*fla:*  4-  W(C-f-  ijor^^''  4-«"^*^ 

E^  supposant  que  les  nombres  a,  €,  7, . . .  soient  ran- 
gés par  ordre  de  grandeur,  a  —  a  sera  le  plus  petit  de* 
exposants  de  x  dans  la  dernière  équation-,  et  comme 
d'ailleurs  cette  équation  ne  pourra  subsister ,  quel  que 
soit  X  ,  sans  -qu'on  égale  à  o  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  x,  on  devra  avoir,  avant  tout, 

OM  (se  -h  1)  =  e. 
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et  comme  a  ne  peut  être  nul,  il  faut  que  Ton  ait 
et  =  o',     ou    «  =  —  I . 

Prenons  d'abord  a  =  —  i .  Les  deux  plus  petits  ^ipo- 
sants  qui  viennent  ensuite  sont  a  et  6  —  2  ^  ils  peuvent 
être  ^aux  ou  inégaux  :  s'ils  sont  égaux,  le  tera« 
bÇ'(6  +  i)x^— *,  ne  pouvant  se  réduire  avec  aucun  au- 
tre^  devra  être  nul  de  lui*mème ,  ce  qui  ne  pourra  être 
qu^aïUant  que  S  sera  égal  à  o  ou  à  —  i:  on  ne  peut  £|ire 
6  = —  i,car  S  doit  être  plus  grand  que  a  =  ->-  i  *,  doQC 
6  ==:  o.  On  arrivera  ainsi  aux  exposants  a  et  y  —  a,  qu'il 
faudra  égaler,  car  le  terme  n*  x^  ne  pouvant  s'é.vanoi:^ir 
séparément,  doit  se  réduire  avec  un  autre  :  il  en  résulte 

en  continuant  de  la  même  manière ,  on  trouvera 

^    =    2,        «»6    -h    €lS{i'    -+.     1)    =    o. 

1=3,     n\  -+-^1(1    -f-   I  )  =  o , 


Les  deux  premiers  coefficients  restent  indéterminés, 
comme  cela  devait  être,  et  serviront  de  constantes 
arbitraires^  les  autres  seront  donnés  par  les  équations 


*~  1.2.34*         ~"  i.a.3.4.5' 
et  l'on  aura  pour  l'intégrale  cherchée 

\X         1,2  1.2.3.4  / 

\  1.2. 3  I\2,3.4  / 
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OU 

cosnx      ,  SUD /tx        Ccosnx-\-Cànnx 

X=za h*  =  . 

X  nx  X 

SI ,  au  lieu  de  faire  a= — i,  on  avait  faita=o ,  on  aurait 
obtenu,  au  lieu  de  l'intégrale  générale,  l'intégrale  parti- 
culière j  =a .  Et,  en  efï^t,  égaler  à  o  le  plus  petii 

exposant  a ,  c*est  admettre  que  le  développement  ne  con- 
tiendra aucune  puissance  négative  de  la  variable,  et  que 
la  dérivée  seconde  ne  peut  pas  devenir  infinie  pour  x=o  ; 
c'est  par  conséquent  exclure  formellement  la  seconde  inté- 
grale particulière. 

Exemple.  Considérons  l'équation 

D>   =   y"  z=z  ka*y; 
faisons 

en  substituant  pour  j^  et  D' y  leurs  valeurs,  on  trouTert. 

««(«—  i)a-*-"* -Ha,  ««,(*,— i)a:*»-* -h  Ht  *,(«,— l)jc^*"'*4-... 

—  ^ax*-^"  4-  ha^  x*»-^"  4-  ^a.x*«-+-'"  4- . . . , 

et  cette  dernière  équation  ne  pourra  devenir  identique 
qu'autant  que  l'on  aura,  en  désignant  par  acheta» un 
exposant  et  un  coefficient  quelconques  de  là  série, 

«{«— i)  =  o,   *«  =  ûi-h#»(/i-f-a),   ««•«(««— i)  =  ifl«_,: 

ces  trois  équations  déterminent  complètement  tous  les 
exposants  et  les  coefficients  de  la  série.  On  satisfait  à  la 
pre'biière  en  faisant  a  =  ooua=i.A  ces  deux  valeurs 
correspondent  deux  séries  distinctes,  renfermant  ckacoiie 
un  coefficient  arbitraire,  et  qui  toutes  deux  vérifient  l'é- 
quation dimnée^»  dont  elles  sont  des  intégrales  partica- 


TlLEMtBF-MBtiVlÈME    liBÇO».  6^ 

Kères  ;  la  aonaM  de  cet  deiixséries  sera  dès  lors  riotégnJe 
chercHée,  et  en  désirant  par  Cyy  C%  deux  valeurs  du 
premier  coefficieut  a^  resté  indéterminé,  on  aura 

'  "^(«4-1)  (/H-a)"^(/i-t.i)(/i-4-2)(a/i-f-3)(a/i  -h4)"^-"J 

•  "*-  („-4.a)  (/i-h3)  "^  (/H-2)(«4-3)(2/i-f-4)(a«  -h  5)  ^'  •  •  J* 
Si  /i= — a,  c'est-à-dire  si  Téquatiou  donnée  était 

tous  les  dénominateurs  de  la  série  s'évanouiraient  \  mais 
en  remontant  à  Téquation  a„=:a+iii(/i  +  2),  qui  déter- 
mine im  exposant  quelconque,  on  trouvera 

*«  =  «» 
et  par  suite 

X  =  (a  +  a,  +  û,  4-  «3  4-...)  ^  =  Âjc^; 
cette  valeur,  sid)stit«ée  dans  Téquation 

donnerait 

(»   —    4)   4-   *   r=   O,       «   =t:= *■  i 


« 


en  appelant  a ,  «^  ces  deux  valeurs,  et  désignant  par  C^  C 
deux  valeurs  arbitraire»  attribuées  à  la  quantité  A  restée 
indéterminée,  on  trouverait  définitivement 

/  =  Cx^'  4-  CTx*'. 
272.  L'équation  du  second  ordre  que  nous  venons  d'în- 
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tégrer  peat  fiMsilement  être  ramenée  au  premier  aràit;  il 
suffit  pourcela,  comme  nou&ravons  vu,  de^poser jr=e^'^\ 
on  trouve  en  effet  ainsi  que  Téquation  transformée  est 

c'est  précisément  Téquation  de  Biccati.  Si  Ton  savait  Tin- 
tégrer  et  qu'on  put,  par  conséquent,  en  déduire  la  valeur 

de  ^,  on  déterminerait  y  à  Taide  de  Téquation  jr=c^ 
ou  de  la  série 

•^  1.2  1.2.3 

Réciproquement ,  comme  Téquation  de  Riccati 
devLnH 

quànd^on  fait 

on  pourra  l'intégrer  au  moyen  de  la  série  trouvée,  qo) 
donnera  z,  et  par  suite  /,  qui  se  déduit  de  je  par  une  simple 
différentiation.  L'équation 

^^a  2/11    ^  - 

que  l'on  déduit  immédiatement  de  Téquation 
D>  =  kafy, 

II 

en  changeant  x'^       eax^  fiiisapt     ' 

b  = 


m  k 


a-) 
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est  donc  censée  avoir  été  aussi  intégrée  par  séries.  U  en 
est  encore  de  même  de  Féquation 


la<pidle ,  en  faisant^ = x^  jg ,  devient 

'  X 

273.  Si  nous  avions  cherché  à  intégrer  directemenl 
par  séries  Téquation  transformée  ^ 

nous  aurions  eu  à  rendre  identi({ue  Téquation 

ce  qui  aurait  entraîné  les  conditions 

a  (*  —  i) — m  {m  —  i)  =  o,      of»=r  «H-^w, 

La  première  équation  fournit  pour  a  deux  valeurs 

«'  =:  /w,     ce"  =   1   «—  m. 

La  troisième  formule ,  quand  on  y  met  pour  a^  sa  valeur 
tirée  de  la  seconde,  devient 

a^[»  {et  —  i)-f-a^(ai»--ha«  —  i) — «(/» —  i)]=^««-i, 

ou  plus  simplement,  puisque  a(a  —  i) — m(m — i)=o, 

on  trouve  dès  lors  pour  Tintégrale  complète  exprimée  en 
séries 
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*«•  b^x^ 


Les  séries  qu'oa  vient  d^obcenir  oot  cela  de 
quable ,  qu'elles  peuvent  être  sommées  et  remplacées  par 
des  intégrales  définies.  En  eiet ,  quaaddans  la  formule(5), 
pge  38, 


p 
lsiii'*xcos'xrfr=  - 

H r^    |«n'*xcos''^*xiir, 

on  fait 

il  vient 


./  2171 +  2«l 


aiw  4-  a«  —  I 
im  — 


2JW  +  2«  • 


Si  Ton  prend  o  et  n  pour  limites  des  int^ralea,  la  partie 
intégrée  s'évanouit  toutes  les  fois  que  a  est  une  quantité 
positive ,  ou  une  quantité  imaginaire  i  partie  réeDe  po- 
sitive, en  sorte  qu'on  a 


rsin^*-'ôcos^S^3=-?^î=^  r'sin^— '6co»' 

Jo  2iW-f-2«— IJo 

En  vertu  de  cette  dernière  relation ,  Tëquation 

2m (2/1?  -f-  2<  —  i)  tf«  =  h^m^t 
sera  satisfaite  si  Ton  prend 


tlm  = 


1.2.3   .  .(21W —  i)2m  J< 
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et  par  suite',  en  attrilmaiit  successivement  A  a  les  deux 
valeurs  m,  I  — ^m ,  on  peut  mettre  Fintégrale  obtenue  sous 
la  forme 

Jo\         1*2  K.2.34  J 

/«/      bm*  b*s^  \ 


or 


bx*  b*x*         ,^  b*x^ 

1  H cos*Oh 5--rCOS^flH 5__-cos*6h- ... 

i.a  1.2.3.4  i.2.3.4*o-o 

=   COS.K  —  IJTKOCOSÔrr-^  -h-^  , 

donc 

Cette  expreuion  peut  se  simplifier  encore,  car  on  a  ^  a 
cause  du  choix  des  limites,  et  de  la  nature  dea  fonctiofus 
sind,  cosO, 

I     «  sin  9ii0=r   I     e  8m^;f9; 

donc 

Ces  transformations  supposent ,  comme  nous  Tavons 
dit ,  que  a  est  une  quantité  positive ,  et  par  conséquent 
que  m  et  I  —  m  sont  des  nombres  positifs,  ou  que  m 
tombe  entre  les  limites  o  et  i  ;  si  cette  condition  est  satis-* 
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fait«  »  rint^ra,le  générale  de  Téquation 

^,  m(m  —  0  , 

sera  expiimée  par  des  intégrales  définies.  Quand  m  esi 
égal  à  o  ou  à  I ,  Téquatioa  se  réduit  à  Dxy  =  bjTj  et  Toa 
sait  que,  dans  ce  cas,  elle  a  pour  intégrale  complète 

y  '=iCy  e        .    4-  Ca  <? 
Quand  on  fait  m  ;;=  - ,  on  a 

Les  deux  constantes  se  confondent  eu  une  seule  ;  Tintê- 
grale  n'a  jplus  la  généralité  qu'eDêdoit  avoir.  Pour  ob- 
tenir l'intégrale  complète,  il  faudra  recourir  à  un  artifice 
de  calcul  déjà  employé  :  on  fera  dans  le  terme  qui  multi- 
plie Ci,    m   ==;  -  ^    et  dans  celui  qui  multiplie  di 

m  = J-  6  ,  puis  on  développera  (xsin*6)  par  la  for- 
mule toujours  convergente  qui  donne  le  développement 
de  fl— «rde  cette  manière,  en  posant  Ci  +C=  C, 
Ci€  =  C'\  et  faisant  ensuite  6  =  0,  on  trouvera 

y=za\/x        e  dB-hC''\/x  1    c  l.«in»Wî. 

J  o  «/o 

Si  m'était  plus  grand  que  i,  on  ne  pourrait  plus  admettre 
la  série  qui  multiplie  C,  :  ce  serait  au  contraire  la  pre- 
mière série  qu'on  omettrait  si  m  avait  une  valeur  négir 
tive.  Dans  tous  les  cas,  on  obtient  immédiatement ,  sous 
formç  finie,  une  intégrale  particulière /i  de  Téquatiou 

',          mim  —  0         , 
l>x/ ^—2 \r=^hy. 
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On  trouverail  la  seconde  ittlégnde  à  VMe  du  fvoeéàé  qii^ 
nous  avons  déjà  plumeurs  fois  employé ,  c'est-^-dire  en 
faisant  jr  =  mj^j,  et  exprimant  que  cette  valeur,  dans  la- 
quelle la  constante  est  remplacée  par  une  fonction  de  x  , 
satisfait  à  Téquation  proposée.  On  veiftiit,  de  cette  ma- 
nière, queFintégrale  générale  est 

Si,  dans  Téquatîon 

on  pose  ces  ô  =  t,  elle  deviendra 
r  =  C.*-£^'e'"^(.-/')— * 

réquation 

^,  m  {m  —  0  , 

Dir ^-^ — y^h 

aura  pour  intégrale  particulière 

suivant  qaç  m  >ç  i,  ou  m  <;  i. 

La  preipière  de  ces  iatégrations  s'eJÛiectue  quand  i»  e^t, 
un  «o»bre  enùfr  positif;  ce  sera^llcon^*air^,|ase(C(^ûde 
quand  m  sera  un  nombre  entier  négatif.  Donc,  toutes  les 
fois  que  m  désigi^e.ufi  nombre  entier  positif  ou  négatif, 
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on  a^  aoiu  firame  iiiie,  nae  iat^rale  partieidSèrf  del'é- 
quation  propoiiëe ,  et,  d'apris  la  forsinle 

la  détermination  de  Tintégrale  générale  de  cette  laène 
équation  se  trouve  ramenée  aux  quadratures.  L'éqni» 
tion  de  Riccati  D,^  +  ay^  =  6jc"  $•  traniforme  d'a- 
bord en  Yi\y  =  /pyar",  quand  on  cbange  j^  en  —  D,jr,  d 
qu'on  fait  ai  =  ft  ;  et  qu'elle  devient  successivement 

Dir + — ;Dx/  =  *r,   Di j-  — ^-^: — '  r  =  *r, 

n 

quand  on  y  change  x^  en  x,  puis  y  en  xr^y^  et 
qu'on  fait 


a(^-ha)' 


d'ailleurs,  si  m  =  ±:  u,  on  aura 

donc  l'intégration  de  l'équation  de  Riccati   se  ramène 
aux  quadrature»  toutes  les  fois  que  n  eai  de  la  forme 

-^^^ — .  Nous  retrouvons  ainsi  im  résultat  auquel  nous 

sommes  A^  parvenus  pn*  deux  mélkodes  essentiellement 
différentes. 

274.  n  est  enfin  une  trmsiime  [méthode  d'intégration 
par  séries  que  nous  exposerons  en  rappliquant,  potir 
plus  de  simplicité ,  à  Féquation  linéaire  dki  second  evdre 
fîaVis  second  membre 
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Xi,  Xt  étant  des  fonctîoiis  quelconqaes  de  x.  On  peut 
d'abord  ramener  cette  équation  à  la  forme  plus  simple 

il  suffit  en  eflTet  pour  cela,  comme  nous  Tavons  vu,  de 
faire  j-z=.uz^  et  de  déterminer  u  à  Taide  de  Téquation  du 
premier  ordre 

aD,«  -hX,  tt  =  o, 
ou  de  faire 

Reste  maintenant  à  développer  la  valeur  de  z  en  série 
coovcrgente.  Admettons  que  pour  une  valeur  donnée 
x^  de  Xy  -j  et  D,z  =  z'  doivent  prendre  les  valeurs  z^^ 
^ %\  ^o  et  z\  pourront,  dans  Tintégrale  cliercliée,  servir 
de  constantes  arbitraires.  Cela  posé,  de  Téquation 

on  tire 

dz 
rf  --r-  =  X«fe , 
eix 

et,  en  intégrant  à.  partir  de  x^^y 

dz 


d.    '*' 


/'  '  dz  à*  * 

X*ùr,     ou     —  3=  *;  -f.  J      XMÉif. 

En  iatégraiit  une  seconde  fois,  c»  aura 

î  =  A,  -h  « ,  ( x  —  oio)  -h   /    dx]    Xzdje  ^ 
Jxo      Jxq 

ou,  en  posant  poturabvég»r,  z^  -f-  z\  (x  -—  x^)  »  *t 
«=f-H    i    dx  f    Xzda:. 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  sous  le  signe/,  z 


704  '  CALCUL    IMTéGIlAL. 

par  sa  valeur,  et  qu'on  remplace  i  par  f,  en  se  rappe- 
lant que  toutes  les  intégrales  sont  prises  à  partir  de  Xq  , 
on  trouvera 

z  =  t  -hfdxfX{e  -hfdxfXzda:)  dx 

=  t  +Jdxf  Xtdx  -hfdxfXdjefdxfXuùc  ; 

remplaçant  encore  z  par  sa  valeur,  on  trouvera 

z  =  t-hfdxflLtdx  -hfdxfXdxfXtdx 

-^fdxf  ILdxJdxJ  HdxfdxfXjuLx  -h . . . 

En  continuant  cette  même  substitution,  on  obtiendra  la 
valeur  de  z  exprimée  par  une  série  indéfinie  de  termes 
qui  sont  tels  que  chacun  se  déduit  du  précédent ,  en  mul- 
tipliant par  Xflîr',  et  intégrant  deux  fois  de  suite,  à  par- 
tir de  JC  =  Xq,  Le  dernier  terme  seul  contient  r  on  la 
fonction  inconnue  qu^il  s*agit  de  déterminer  \  mais  nous 
ailbiis  démontrer,  i®  que  ce  dernier  terme  décroit  indéfi- 
niment à  mesure  que  le  nombre  des  termes  augmente; 
7?  que  la  série  tout  entière  approche  indéfiniment  d'une 
certaine  quantité  finie  qu'elle  ne  peut  pas  dépasser,  et  dont 
elle  peut  diflferer  autant  que  Ton  voudra. 

Supposons  en  effet  que  x  croisse  d^une  manière  conti- 
nue dtDS  rinlervalle  de  x^  à  x,  et  appelons  ^9  (^  et  r  les 
plus  grandes  valeurs  absolues  de  X,  z  et  f  dans  cet  inter- 
valle, ou  des  valeurs  plus  grandes,  de  sorte  que  l'on  ait 
toujours  X  <C  f  9  ^  <  C>  ^  <  T«  Si  l'on  trouve  pourf  une 
valeur  finie ,  il  sera  démontré  par  là  même  que  s  ne 
peut  devenir  infini  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
les  limites  Xq,  x.  Or,  puisque  entre  ces  limites  on  a 

X^  <   «r, 

on  aura 

fXtdx  <C^f  irdx  =  |t(x  —  Xo) , 


TREHTS-SEUVIÈMS    LEÇON.  7o5 

OU  simf  lemeat 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  inégalité  ptr 
€lx  et  qu'on  int^re  e^tre  le$  limites  x^^  X  :  pour  multi- 
plier de  nouveau  par  X«/r  et  intégrer,  pour  multiplier 
encore  par  dx  et  intégrer  une  troisième  fois ,  et  ainsi 
de  suite,  on  trouvera 

JdxfTidxJdxJlLtdM  <  ««r  ^=f^, 

et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  x,  et  x.  On**  aussi,  pour  ces  mêmes  valeurs  as  x, 

X»  <  ?C, 

et,  par  suite, 

/X«tr  <  /{Çdr  =  |Ç  («  —  *o). 


JdxjTiidx  <  Çt 


(*  -*b)' 


I  .2 


et,  en  général , 

En  substituant ,  pour  chacune  des  intégrales  dont  se  Com- 
pose la  valeur  de  *,  sa  limite  supérieure,  on  arrivera  né- 
cessairement à  Tinégalité 


i  .  a  .  3 .  .  .  2//  ' 

45 
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Cette  inégalité  sera  vraie ,  i  {dus  forte  raison ,  si  l^Mt  pro- 
longe indéfiniment  la  série  qui  forme  la  première  partie 
du  second  membre,  mais  cette  série  ainsi  prolongée  a 
pour  somme 

lrU'-"'^^Ke-^'-">'>^^l 

et  cette  sonmie  conserye  évidemment  une  valeur  finie 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xo  et  jt  ;  od 
peut  dès  lors  assigner  une  limite  L  qui  lui  soit  coofttm- 
ment  supérieure.  D^ailleurs,  Texpression 

I .  a  •  3 ...  2/1  1 . 2 . 3 . . .  3A    ' 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(x^x^y/^     {x^Xo}\/i    (x-jro)W<fc      {x^x^V^i 

""—"""""■"""  •  — — ^— — —    • ,  .  .    ■     '  . 

1  2  3  211 

décroit  indéfiniment  à  mesure  que  n  augmente ,  et  peni 
devenir  plus  petite  que  toute  quantité*  donnée  f ,  quel- 
que petite  qu'elle  soit;  on  aura  donc,  en  prenant  n  suffi- 
samment grand , 

et  comme  cette  inégalité  est  vraie  pour  toutes  les  valeur» 
de  ^  comprises  entre  Xq,  x,  on  pourra ,  jt  la  place  de  z , 
mettre  sa  valeur  maximum  ^  ;  on  aura  donc 

Ç<L+.Ç,     {<-    ' 


I    I 

OU,  parce  cpie  e  peut  devenir  aussi  petit  que  Ton  voudra. 

Ç<L. 

Donc,  d'une  part,  le  dernier  terme  de  la  série,  qui  est  plus 
petit  que  Ce,  décroit  indéfiniment  à  mesure  que  le  nombre 
de  ses  termes  augmente,  et,  deTautre,  z  reste  tonjoors 
inférieur  i  une  limite  fixe  et  finie  L.  Donc  la  série  qoi 
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forme  le  second  membre  de  Féquation 

z,—  t ^fdxfyjdx  -¥fdxf  XdxfdxfXtdx 

'\-SdxJ  Xdx  fdxfUdxfdxf  lUdx  -+-..., 

prolongée  à  Tinfini ,   est  convergente  et  a  précisément 
pour  sonmie  l'intégrale  cherchée  z. 

275.  On  peut  aussi  développer  en  série  Tintégralé  gé- 
nérale de  Téquation  Dl  z  =  \z  de  la  manière  suivante  : 
on  pose 

»  =  «o  -f;  a,  -h  a,  -f- . .  •  -h  ««, 

Wo»  Wi,  lit, . . . ,  Un  étant  /i  +  i  fonctions  de  x  qu'il  s'agit 
de  déterminer ,  et  qui  sont  liées  entre  elles  par  l'équation 

Di«p  -+■  Di«,  -+-  Dî a,  -h h  Di«(») 

=  X«o  -h  Xlf,  -+-.X«a  4-. . .-+-  Xll«, 
ou 

SDii»  =  £Xa. 

Admettons  encore  que  pour  x=Xo,  £  et  2' doivent  pren- 
dre des  valeurs  arbitraires  Zq,  ^^ ,  et  que  I^^ineoniiues  u^, 
Ui, . .  .  vérifient  d'abord  les  équations 

DJiio  =  o,     Dia,  =  Xtto,     D>a  =  X«„ . . .,     Di«»=  Xu^^ . 

Puis  intégrons  ces*  équations  à  partir  de  x^^  en  admet- 
tant que  iiq  et  li^  prennent  les  mêmes  valeurs  qu«  zetz\ 
et  que,  par  conséquent,  les  éqmtiooa 

se  réduisent,  pour  j:  =  Xq,  à  iio=^'2oî  "#  =«'»» 

«I  -f-  «a  H- . . .  4-  «m  =  o,     a,  -f-  «I  -+- . . . -h  â'„  =  0, 

supposons  enfin  que  l'on  ait,  pourx  s=  ar^, 

tt,  =  o,   II,  =z  o,  .  .  .,    r«»  =  o,  «',  =0,    i^,=  o^..,  «'.  =0, 

45., 
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il  viendra 

«o  =  lo-h  »;  (jc  —  Xo)  =zt,     a,  =  fdxfjjdx, 

«,  =fdxfXdxfdxflitdx, 

U3=J'dxf\dxf€ixJ'XdrfdrJ'XtdXy..,j  u^  =...,  n.  =..., 

les  intégrales  étant  toutes  prises  à  partir  de  x^. 

La  valeur  ainsi  obtenue  pour  z  ne  satisfait  pas  propre- 
ment à  Téquation  proposée 

ou 

elle  vérifie  seulement  celle-ci 

Di  ao-4-D>,  +..  *-h  Dîtf„  =Xtfo-4-X«,  H-, .  .-+-Xjc»_,; 

mais  on  fait  voir,  à  Taidc  de  raisonnements  tout  i  fait 
semblables  à  ceux  que  nous  avons  employés  ci-dessus, 
I®  que  la  somme  t^o  +  "i  +  "î  +•  •  •+  "»  ^^^  toujours 
vers  «ne  limite  finie  à  mesure  que  n  augmente  ;  a^  que  si 
Ton  prend  ua -nombre  suffisant  de  fonctions  ii^,  ^t? 
u«, . . . ,  «!»>..•)  déduites  successivement  Tune  de  Tautre, 
comme  nous  Tavons  indiqué  ,  le  terme  Xu.  pourra  deve- 
nir aussi  petit  que  Ton  voudra,  et  que,  par  conséquent, 
la  valeur  z  =  «o  -H  «i  4-  «t  -+--  •  •+  '<n  vérifiera  alors 
Féquation  Dx^  =  X^. 

276.  Pour  suppléer  à  'quelques  omissions,  reprenons 
eaiNMre  Téquationdu  second  ordre  sans  second  membre 
Di^  -h  X.D,r  H- X.7  =  o; 

en  faisajili  jr  =  e^'  ,  on  la  ramène  à  Féquation  du  pre- 
mier ordre 

D,»  ^  s»  ■+-  JiXv  -h  X.  =  o, 

que  Ton  intégrera  par  les  moyens  connus;  r,  dès  lors. 
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sera  donné  par  la  série 

>ious  avons  vu  que  lorsqu'on  connaît  une  intégrale  pai^- 
ticixlîèrejTi  de  cette  équation,  on  peut  aisément  déter- 
miner la  seconde  intégrale  particulière,  et,  par  suite, 
V  intégrale  générale.  H  suffit,  pour  cela,  de  poser  y  =  uyi] 
on  trouve ,  de  cette  manière , 

Si,  par  exemple,  on  connaît  rintégrale  particulière 
y:  ==  dx  de  Téquation 

^'•^  -x(lx'-.)°'^+x'(J-.)  =  '>' 
la  seconde  intégrale  sera  donnée  par  Texpression 

dx  =z  jr   I dx  =:  X   I  €lx 

x>  J        X*  J        x^ 

x\x 

X 

et  rintégrale  générale  sera 

Cette  méthode  s^applique,  ainsi  que  nous  Tavons  dit, 
à  une  équation  linéaire  quelconque.  Il  existe  un  moyen 
plus  facile  de  passer  de  la  première  intégrale  particulière 
à  la  seconde ,  et  qui  n'appartient  qu'à  Téquat^pn  du  se- 
cond ordre. 

Considérons  les  deux  équations 

\)ijr  H-  X.  D,7  4-  X,  =  o,  Di^,  -h  X.D.jr,  -h  X,  =  o  ; 
multiplions  la  première  par  ji,  la  seconde  par  j',  puis 
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retranchons-les  Pane  de  Tautre ,  il  viendra  ainsi 

Comme  en  faisant 
on  aura 

Téquation  qui  précède  prend  la  forme  très^imple 

D^  -+-  X,u  =  o, 
d'où 

On  saurait  intégrer  cette  dernière  équation,  qui  est  do 
premier  ordre  et  linéaire,  par  la  méthode  ordinaire;  mais 
on  arrive  plus  rapidement  au  résultat  en  remarquant  que, 

le  premier  membre  étant  égal  à  j^'  D^^  —,  on  a 

r.  y\ 

et,  par  conséquent, 

-/X.rfr 


dx. 


ScoUe.  L'équajtion 

met  en  évidence  plusieurs  propriétés  de  Téquation  li- 
néaire du  second  ordre  sans  second  membre.  On  voit 
d'abord  que ,  pour  une  certaine  valeur  de  or,  j"  et  sa  dé- 
rivée D,^  ne  peuvent  être  nuls  en  même  temps.  En 
efiët,  s'il  en  était  ainsi,  la  constante  arbitraire  d  de- 
vrait être  nulle,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  gé- 
nérai. 
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On  voit  ensuite  que,  entre  deux  valeurs  successives  de 
^f  ^o  ^^  ^1 9  ^^  rendent  jti  nul ,  il  se  trouve  une  valeur 
de  jr  qui  fait  évanouir  j^.  En  effet,  si  Ton  suppose  la 
constante  Ct  positive,  on  conclut  de  Tëquation 

que,  pour  X  =  x©,  x  =  XijjrDj,yi  <  o,  et,  par  suite, 
que  jr  et  Dj^  j-,  sont  de  signes  contraires  5  mail  très-peu 
après  Xo  et  très-peu  avantXi,  Dxyt  a  des  signes  contraires; 
donc  il  en  est  de  même  de  jr^  et,  par  suite ,  ^  doit  s'ëva- 
nouir  au  moins  une  fois  dans  Tintervalle.  Réciproque- 
ment, entre  deux  valeurs  successives  de  x  qui  annulent 
jr,  se  trouve  au  moins  une  valeur  de  x  qui  fait  évanouir 
/«  •  On  en  conclut  que  si  Ton  fait  croître  x  d'une  manière 
continue,  depuis  —  00  jusqu'à  -4-  00^  les  deux  fonctions 
y  et  j^i  deviendront  nulles  toujours  alternaâvement.  Par 
exemple,  Téquation 

Dî  jr  4-  j  =  o 

a  pour  inl^rale  générale 

j  =  C,  sin  j?  -h  Ca  cos  X, 

et  l'on  vérifie  aisément  que  ies  courbes  y  =  sinx  et 
jr  =  cosx  rencontrent  alternativement  la  ligne  des  ab- 
scisses. 

277.  Terminons  cette  analyse  coniplète  de  tous  les 
travaux  qui  ont  eu  pour  objet  Tintégration  des  équa- 
tions diflérentielles,  par  quelques  considérations  sur  les 
solutions  singulières. 

Supposons  que  Téquation  différentieQe^ 

ait  pour  intégrale  générale  » 
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Si ,  entre  les  équations 

F  =  o,  D,F=  o,  DÎF=  o,  ...,  d;F=o, 

on  élimine  les  n  constantes  c^^   c, ,    c, ,   c.  »   on 

rëtjpouyera  nécessairement  Téquation  proposée. 
Ainsi ,  par  exemple ,  Téquàtion 

i>x  r  H-  «r  —  ï  =  <> 

a  pour  intégrale  générale 

F  =  ay^  I -f-cos.jrl/a — {cj  ûa,x  \/a -h c, cos.xl/fl)|/«rro, 

et  Ton  en  tire 

D,F=rtfDx/ — V^asin^V^a — (c,  cosjcl/'ii — c,sin.xV^)tf=o, 

DÎF==tfDÎ7-^fl<lO».«V^4-(<:,siBarV/^-4-<tCO»^V/«)tfl/fl==o; 

or,  de  cette  dernière  étptation  ,  jointe  à  la  première,  on 
déduit  immédiatement  Téquation  proposée 

Cela  posé,  concevons  que  Vfm  difll^ntie,  par  rapport 
aux  constantes  C|  ,  c»  , . . . ,  o„  ,  les  i^  équatiaos 

F=:o,   D,Fc=o,  D^F  =  o.,  ...,  D^'F  =  o, 
et  représentons ,  pour  abréger  y  par 

les  différentielles  obtenues,  on  arrivera  tomours  à  Té- 
quation  proposée  :  si ,  pour  éliminer  les  constantes .  on 
emploie,  au  lieu  des  éqvatiohs 

F=o,  D^F  =  o,...,  d;F  =  o, 
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les  équations  nouvelles 

F  =  o,    D,F-hï€/cF=o,    DÎF-f-3:rfeI>*F=:  0,..., 

d:F-+-  Srf4D;-'F  =  o, 
pourvu  que  l'on  ait 

2d;F=o,  ii/eD*F  =  o,...,       2£/eD;-'F=o; 

et  il  résultera  de  ce  qui  précède  que  si ,  après  avoir  éli- 
miné entre  les  n  équations 

2:d;F=o,         s</eD,F  =0,  ...,  Si^eD"F=o, 

les  n — I  rapports 


de,'     de,'"'       de,    ' 

de  manière  à   arriver  â  une  équation  différentielle  de 
l'ordre  n —  i , 

f(-»i  r,  c,,  <?,,...,  c„  D,r,  D*/,. . . ,  D^V)  =  o, 

on  élimine  de  nouveau  les  n  constantes  Ci,  c,,. .  .^  c„ 
entre  les  n  équations 

f=o,     F  =  o,     D,F  =  o,...,     D^'F  =  o, 

pour  arriver  à  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n — i 
indépendante  des  constantes 

Xi^y  ff  D,j,.,.,  D^>)  =  o; 

cette  dernière  équation  sera  en  général  une  solution  sin- 
gulière de  l'équation  proposée. 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  ait 

F  =7  —  —  X*  —  c,x  —  ej—  c\z=:  o  ; 


1 
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en  éliminant  les  constantesci ,  cg  entre  les  trois  éqnadons 

F=:o,     D,F  =  o,     DiF  =  o, 
on  trouvera  pour  Téquation  différentielle 

on  a  d'ailleurs 

de 
et  en  éliminant  le  rapport  -z^  entre  les  deux  équations 

on  aura 

enfin ,  si  Ton  élimine  les  constantes  Ci ,  Ct ,  entre  les  troi* 
équations 

f  =  o,     F  =  G,     D,F  =  o, 

on  arrivera  à  Téquation 

qui  sera  une  solution  singulière  de  Téquation 

r— ^i>*r-H  ^^^y  —  Kr*  —  (i^^r  — *i>»*  =  <> 

Il  est  facile  de  voir  que  non-seulement  Féquation 
xi^y  Xy  i>»rf    ••  i>rV)  ==  o 
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sera  une  intégrale  sin^olière  de  Téquation  difiërentielle 
mais  que  les  intégrales  successives 


de  cette  même  équation  X  =  ^)  seront  encore  des  solutions 
singulières  de  réquatîony*=  o.  Il  en  résulte  que  la  solu- 
tion singulière  la  plus  générale  contient  au  plus  n  -y  i 
constantes  arbitraires  ,  ce  que  nous  savions  déjà. 

Il  arrive  quelquefois  que  Téquation  f  =  o  ne  renferme 
aucune  des  constantes  arbitraires  Ci ,  0^ , . . . ,  c„  ^  alors 
la  solution  singulière  ^  =  o  se  confond  avec  f = o.  Suppo- 
sons,  par  exemple ,  que  Téquation  différentielle  donnée 
soit 

/  =  jx*DÎj  —  aj?»  DsX*  -h  &rrD,j^—  6^»  :=o, 

son  intégrale  générale  sera 

F  =  a?j^  -h  c,jc5  -f-  c,^  =  o, 
et  Ton  aura 

<fc,         ^  cfc,       •'        Ar,       ^  de,      dx 


on  trouvera 


f=5'>-^-i  =  '»  = 


Tintégrale  singulière  sera 

I   dr        dx 

â  — =  0; 

o    y  X 

en  rintégrant  on  trouvera  une  seconde  solution  singulière 

y  =  cx\ 
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Si  Téquation  f  =  o  ne  renfermait  que  n-^^m  conatante» 
arbitraires  Cj,  Cj,,..,  c,^^^,  potir  arriver  à  la  solution 
singulière  il  suffirait  des  équations 

fmo,  DT^'F^o,     D7*F  =  o,...,  07*F  =  o. 

Supposons  maintenant  que  Tëquation  différentielle 

soit  vérifiée  non-seulement  par  Pexpression 

X   =   F,   (x,   c,   C.,...,    Cm)  =   0> 

mys  encore  par  une  seconde  valeur  de  la  forme 

^•f-i^  =  F,(ar,c„  <?„...,  c«) -h  f^(x,c„c„...,c,), 

m  étant  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  /» ,  et  e  désignant 
une  quantité  très-petite.  L^équation 

sera  vérifiée  non-seulement  par  les  valeurs 
mais  encore  par 

r  -I- 1^ ,    r '  -H  1^',    r "  -H  «^"^  •  •  •  I    r ^'^  -h  ■♦^•-  » 

et  Ton  aura  par  conséquent 

■'-^  ■  (^» -- ^  »'+■■■*  ;^-")-^ 
+  ':(^''+$r{»'-+...+|:^  «■+•.•+.,)=«. 

et  désignant  une  nouvelle  quantité  infiniment  petite  qui 
s'évanouira  avec  e.  Maisy=  o  ;  donc  ,  en  divisant  par  e  , 
puis  faisant  e  =  o ,  on  trouvera 

^/        ^  àf  ,  df,df 
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Cela  posé ,  ou  le  coefficient  -^-r^  a  une  valeur  finie ,  ou  il 

est  nul.  Dan$  le  premier  cas ,  Téquation  qui  précède  sera 
de  l'ordre  n  et  donnera  par  suite  pour  (f  une  valeur  ren- 
fermant n  constantes  arbitraires  ;  m  sera  alors  égal  à  n  ,  et 
la  valeur  ^  =  Fi  ne  sera  pas  une  intégrale  particulière , 
mais  l'intégrale  complète  de  Téquation  proposée.  Dans  le 
second  cas,  Téquation  qui  donne  <f  sera  d'un  ordre  infé- 
rieur à  »,  m  sera  plus  petit  que  n,  Fj  sera  une  intégrale 
particulière  ou  singulière.  On  en  conclut  que  dans  le  cas 
où  Téquation  /[J?, y,  /", . .  .  ^J^"^]  =  o  admet  des  solu- 
tions singulières ,  on  a 


et  comme 


IV-)  /  =  o  : 


dfz=^  T>Jdx  -Ar  l^jf.y'  dx  4-  Dy/./'  ^  -H. . . 

on  aura  aussi,  dans Thypothèse d'une  solution  sid^i ère, 
I>«/H-I>//r'H-I>r/r''-h...4-Dj.(--:o/.j-(-)-+-Djr(.-.)/.^«=:o, 
et  par  conséquent 


o 


O 


Les  deux  équations 

D^,.,/=o,  Drv=^ 

fourniront,  dans  certains  cas ,  des  solutions  sin^Iières, 
alors  même  que  Ton  ne  connaîtra  pas  Tintégrale  générale. 
Exemples  : 

^^  Dî j  -h a* — aV/x* -h D, j  =  o, 

ou 
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on  peut  mettre/ =  o  sous  la  forme 
de  sorte  que 

en  égalant  cette  valeur  à  o ,  on  trouvera 

rfr=— x»<ir,  ^  =  C,  —  5-: 

cette  valeur  de  y  satisfait  â  Téquation  proposée  et  en  est 
une  solution  singulière. 


Dy/=jr— l/x»-f-r 


»— fl\ 


d'où  X*  —  a*  =  o  ;  mais  si  Ton  mettait  Féquation  donnée 
sous  la  forme 

/=  y  y  t/«*-f-7»—  a>  —  /  (^  4-r*  —  fl*)  +  JP  V^x>-Kr«— I,» , 

on  aurah 

D//=  (r  —  V^^*4-r*— «•)  V/^x'-h/»— fl«  =  o, 

et  Ton  tirerait  de  cette  équation  non-setdement 

x*  —  a»  =  o, 
mais  encore 

j?*  •+-  ^  —  o^  =  o. 

3*».    ^"»  —  iff  -f-  J?  =  o  ; 
on  en  tire 


y  = 


-    j^''-' 


îC^r"-/)' 


o        » 


CH  exprimant  que  celte  dérivée  prend  la  fbnne-,onaara 

/'»    —1=0,       JJjr'   —    jr'    =    o, 
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d^où  l'on  tire,  en  éliminant  jr", 

y»  — x*  =  o,      djr  =  xdx^      jr  =  C,  H . 

4^.  Enfin 
on  aura 


X    = 


et  par  conséquent 
d'où 


et  en  éliminant  y  entre  cette  équation  et  la  proposée ,  on 
obtiendra  les  deux  solutions  singulières 

y^  (a*  —  a?»)  —  {x*  -f-  «*)'  =  0,     y  -H  x»  —  a»  =  o. 

Dans  tous  les  cas,  pouf  savoir  si  les  intégrales  trouvées 
par  la  méthode  que  nous  venons  de  développer  soqjt  réel- 
lement des  intégrales  singulières ,  ce  qu'il  y  aura  de  mieux, 
comme  nous  Tavons  déjà  dit ,  ce  sera  de  chercher  si  on 
peut  les  déduire  des  intégrales  générales  en  donnant  aux 
constantes  des  valeurs  particulières. 

Nous  avons  emprtmté  cette  méthode  au  Traité  élément 
uiire  de  Calcul  intégral  duR.  P.  Caraffa,  proCesseur  de 
Mathématiques  transcendantes  au  collège  romain.  Voici 
comment  le  géomètre  italien  procède  dans  le  cas  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre.  Soit 

f{^^  r»  r')=^o 

Téquation  diâ^érentielle  donnée  que  nous  mettrons  sous 
la  forme 
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et  soit 

son  intégrale  générale;  en  diiTérentiant  cette  dernière 
équation,  on  trouvera 

D,F-4-D,F.r'=ô, 

et,  en  résolvant  par  rapport  à  la  constante  e, 

cette  valeur  de  c,  substituée  dans  F(;r,  jr^  c)  =  o. 
donnera 

ou ,  en  mettant  pour  jr'  sa  valeur  —  y  (x,  /), 

cette  dernière  écpiation  doit  être  évidemment  une  équa- 
tion identique  0  =  0,  et,  par  conséquent,  Ton  aura,  en 
différentîant  tour  a  tour,  par  rapport  à  x  et  à  j^ 

D.F  -H  (D,A:  —  Jy^XD^^)  DXY  =  o, 
D,F  -f-  (D,;t—  î}ifXDj(p)J)x^  =  o, 

d'où  Ton  tire 

Mais  toute  solution  singulière  entraine  Téquation 

D,  F  =  o, 
et,  par  saite, 

donc  elle  entraînera  aussi  les  deux  équations 

et  ces  deux  équati^is,  ainsi  établies  à  priori,  serviront  à 
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déterminer  les  solutions  singulières  d'une  équation  dif- 
fcrentielle  dont  on  ne  connaîtrait  pas  Thitégrale  géné- 
rale. 

Exemples  : 

xdx  -h  ydy  =  dy  l^x*  -h  /*  —  «*> 
ou 


—  r  -h  v^  -h  r*  —  «• 

on  a 


—  r  -I-  v^x» -h /»  —  «*' 


—  j  H-  V/j7«  +  ^1  _  fl» 


H- 


ces  deux  valeurs  deviendront  infinies,  si  Ton  a 

X*  -h  j*  —  fl*  =  o,     .r*  —  II*  =:  o. 

La  première  de  ces  équations  donne 

xdx  -f-  /'(r  =  o  ; 
la  seconde 

xdx  =  o  : 

toutes  deux  sont  des  solutions  singulières  de  Téquation 
proposée. 


T.  11.  4fi 
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QUARANTIEME  LEÇON. 


Exposition  d'une  méthode  nouvelle  et  rigoureuse  d^inté^ntion  '  d'an 
système  quelconque  d''équations  différentielles  simultanées  do  pre- 
mier  ordre. 


278.  L^întégration  par  série  des  équations  différen- 
tielles est  illusoire,  tant  qu^on  ne  fournit  aucun  moyen 
de  s^assurer  que  les  séries  obtenues  sont  convergentes ,  et 
que  leurs  sommes  sont  des  fonctions  propres  à  vérifier 
les  équations  proposées ,  en  sorte  qu'il  fallait  nécessaire- 
ment ,  ou  trouver  un  semblable  moyen ,  ou  chercher  ime 
autre  méthode  à  Taide  de  laquelle  on  pût  établir  géné- 
ralement Texistence  de  fonctions  propres  a  vérifier  les 
équations  différentielles.  C'est  ce  que  nous  avons  fait 
dans  la  vingt-sixième  et  dans  la  trente-troisième  Leçon.  La 
méthode  exposée  est  rigoureuse  et  ne  laisse  rien  â  dési- 
rer sous  le  rapport  de  la  théorie  ^  nous  Tavons  d'ailleurs 
étendue  à  un  système  d'équations  différentielles  d'ordre 
quelconque  dont  on  peut  ramener  l'intégration  à  ceUe 
d'équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre. 

279.  Sous  le  rapport  pratique,  et  sous  d'autres  points 
de  vue ,  la  méthode  nouvelle  que  nous  allons  exposer,  et 
qui  est  due  encore  à  M.  Cauchy ,  présente  de  nombreux 
avantages. 

Soient  x^  y^  r, . . .  des  variables  dépendantes ,  ou  des 
fonctions  inconnues  de  la  variable  indépendante  r,  de- 
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terminëes  par  les  équations  différentielles  du  premier  ordre 

dx   =  F,rf/,     dy  =  Ftdiy     dz  =  Fjrf/, . 

ou 

iy,x  =  F„     Btf  =  F„     D,3  =  Fj , . 


F. 

F." 

^Fj- 

fit 

F. 

F, 

D,z 
~"F3~ 

dans  lesquelles  Fi,  Fa,  Fs,...  désignent  des  fonctions 
connues  des  variables  x,^',  -s»  •  •  • ,  f .  U  est  évident  qu'on 
n'ajouterait  rien  â  la  généralité  de  ces  équations  en  écri- 

vant  =-  au  lieu  de  — . 
F  I 

Supposer  que  ces  équations  sont  intégrables ,  c'est  ad- 
mettre que  X,  y,  z, . . . ,  f  peuvent  varier  simultanément 
de  manière  à  les  vérifier,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
c'est  admettre  qu'en  désignant  par  r  une  valeur  arbitraire 
de  f,  et  par  ^>  >îi  Ç,  •  •  •  les  valeurs  correspondantes  attri- 
buées arbitrairement  à  x,  jr,  ir, . . . ,  les  variables  dépen- 
dantes sont  liées  à  t  par  des  équations  de  la  forme 

{'\    J^  =  ^>(5'''>Ç'---»'''0»     r  =^1  (?>«».  Çv.»  r,  r), 

Ces  équations  seront  vraies  encore  quand  on  fera  f  =  r, 
et  puisque  Ç,  >;,  ^, . . .  sont  les  valeurs  de  jr,  y^  z^. . , 
correspondantes  à  la  valeur  r  de  f ,  on  aura  identiquement 

i  =^,({,  ny  Ç,...,T,  t),     n  =  Çi  ({,  V,  C,...,  T,  t), 
on  aura  de  même  évidemment,  et  pour  les  mêmes  raisons 

46.. 
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Le  premier  et  le  dernier  de  ces  quatre  systèmes  d'équa- 
tions sont  également  propres  à  représenter  les  înt^rales 
générales  des  équations  données ,  et  admettre  Texistence 
de  Tun  de  ces  deux  systèmes ,  c'est  admettre  que  l'inté- 
gration des  équations  proposées  est  possible  et  réalisée. 

Admettons,  pour  fixer  les  idées ,  que  le  système  d'inté- 
grales cherchées  est  représenté  par  les  équations 


('0{ 


que  nous  écrirons  sous  la  forme  plus  simple 

{  =  f.,       ,=:f.,      Ç=f3,.... 

Désignons  par 

«  =/(*.  J»  »»••  ) 

une  fonction  déterminée  des  seules  variables  x,  jr,  j?,..., 
et  par 

u=/({,  ,,  Ç,...),      Ur=/(f.,f„f,,...), 

ce  que  devient  la  fonction  u  quand  on  y  remplace  les  va- 
riables x^  y^  ^j  •  •  •  î  ï^  par  les  valeurs  arbitraires  Ç,  r, 
^, . . .  *,  2^  par  les  fonctions  fi,  f,,  fg» . . .  ^  U,  ainsi  que  f|, 
fa,  fa,  dépendra  uniquement  des  quantités  x,  j-^  ^v  •  m 
t,  T,  et  se  réduira  identiquement,  pour  f  =  t,  à  la  nou- 
velle constante  arbitraire  désignée  par  u.  De  plus,  en 
vertu  des  équations  (ii) ,  on  aura  nécessairement 

/(«,«»,?,... )=/(fM  fa,  f3,...),     ou    U  =  .. 
Cela  posé,  il  est  facile  d'établir  les  trois  propositions  sui- 
vantes, qui  servent  de  base  h  la  nouvelle  méthode  d'inté- 
gration. 

280.  I"  Théorème.  L'expression  U=  C,  C  étant  une 
constante  arbitraire,  etU  une  fonction  des  seules  varia- 
bles x,  y,  z,  • . . ,  f  et  T,  ne  pourra  être  une  intégrale  des 
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équations  données  (D) ,  qu'autant  que  la  valeur  j  =  U 
sera  une  intégrale  particulière  de  Téquation  aux  dérivées 
partielles 

(C)        T>ts-h  F,D,J-^FaD,x  -hF3D,j-f-...=  o. 

En  effet,  U  =  C  ne  pourra  être  une  intégrale  des  équa- 
tions données ,  qu'autant  que  les  valeurs  de  or,  ^,  z, . . . , 
tirées  des  équations 

{=f,,     >»  =  £,,     Ç=f3,..., 
ou 

réduiront  U,  non  à  une  fonction  de  /,  mais  à  une  con- 
stante arbitraire;  et  U,  d'ailleurs,  ne  pourra  être  réduite  à 
une  constante  arbitraire  qu'autant  que  sa  différentielle 
totale  y  par  rapport  à  t^  étant  nulle,  on  aura 

D|U-hI>xUD,x-HD^UD,j4-D,UD,z  4-...=  o; 

ou,  en  substituant  â  D^x,  D^y,  D|Z, . . .,  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (D), 

DrU  +  F.D,U  -h  F.Dj.U  -^  FjD^U  H-. .  .=  o. 

Cette  dernière  équation  doit  d'ailleurs  être  une  équation 
identique  0  =  0,  car,  sans  cela,  elle  établirait  entre  les 
seules  quantités  x,  y,  -z, . . . ,  «  et  t  une  certaine  relation , 
et  cette  relation  serait  ime  conséquence  nécessaire  des 
(équations 

g  =fg,     »  =  f»,     Ç  =  ft,.. . . 

Or,  cela  ne  peut  être ,  car,  par  hypothèse ,  ces  dernières 
équations  sont  vérifiées  par  des  valeurs  entièrement  arbi- 
traires de  X,  y,  ^,...,  tj  T,  et  par  les  valeurs  de  Ç,  t?,  f,... 
déduites  à  l'aide  des  mêmes  équations  des  valeurs  attri- 
buées k  Xy  jTj  Jï, .  . . ,  ^  et  T.  De  sorte  qu'il  est  absui*de  de 
supposer  que  l'on  puisse  éliminer,  entre  ces  équations. 
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les  variables  $,  >î,  Çv  *  po^M"  arriver  à  une  relation  entre 
les  seules  quantités  x,  jr,  z, . . . ,  r  et  t.  L'équation 

(A)       DrU  -+-F.D,U-f-F,D^U-hF3D,U-h...  =  o 

ne  peut  donc  être  en  réalité  qu'une  équation  identique 
exprimant  que  s  =  V  satisfait  à  Péquation  (C)  ;  donc 
réellement ,  pour  que  V  =  C  puisse  être  une  intégrale 
des  équations  proposées ,  il  faut  absolument  que  ^  =  l 
satisfasse  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (C). 

Scolie.   Si   l'on  nomme  v  la  valeur  particulière  que 
prend  la  fonction  f  quand  on  y  pose 

celle  des  intégrales  générales  des  équations  proposées  qui 
seront  de  la  forme  U  =  C  se  réduiront  nécessairement, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit,  à  U  =:ti,  et  alors  aussi  la 
valeur  5  =  U  —  v  sera,  en  même  temps  que  la  valeur 
5  =  U,  une  intégrale  particulière  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles.  Donc,  i^  pour  savoir  si  les  équations  pro- 
posées peuvent  admettre  une  intégrale  générale  de  la 
forme  U  =  C,  il  su£Gt  d'examiner  si  la  valeur  5  =  U  ou 
5  =  U  —  u  fournit  ou  non  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  (C)  -,  2°  u  désignant  une  constante  arbitraire  cl 
U  une  fonction  des  variables  or,  j^,  -s,. . .,  t  qui  ait  la 
propriété  de  se  réduire  pour  une  valeur  particulière  r  de 
la  variable  t  à  une  fonction  donnée  de  x,  j^,  ^- . . . ,  sa- 
voir, à  u  =zf{x^  y,  z, . . .).  Pour  obtenir  celles  des  ex- 
pressions U  =  V  qui  pourraient  satisfaire  aux  équations 
proposées ,  il  faudra  égaler  à  o  la  valeur  de  5  qui  a  la  dou- 
ble propriété  de  vérifier  l'équation  (C),  et  de  se  réduire  à 
u  —  V  pour  f  :=  T,  ou  bien  encore  il  suffira  d'égaler  à  w 
celle  des  intégrales  de  l'équation  (C)  qui  a  la  propriété  de 
se  réduire  à  «  pour  f  =  r. 

281 .  a*'"  Théorème.  Pour  obtenir  celles  des  valeurs  de 
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la  forme 

qui  peuvent  former  un  système  d'intégrales  générales  des 
équations  proposées ,  il  suffira  de  chercher  les  diverses  in- 
tégrales particulières  de  l'équation  (C),  qui  ont  la  pro- 
priété de  se  réduire,  pour  f  =  t,  à  lune  des  variables 

Ce  théorème  est  un  corollaire  du  précédent;  on  Ten 
déduit  immédiatement  en  remplaçant  tour  à  tour  la  fonc- 
tion J  (a:,  jr,  ^  v)  par  a:,  y^  jï,  . . . .  Dès  lors ,  si  Ton 
désigne  par  5  =  fj,  5  =  fj,  5  =f,, . . .  les  diverses  inté- 
grales de  l'équation  (C)  qui ,  pour  e  =  r ,  se  réduiront  à 
l'une  des  variables  or,  y,  -z, . . . .  On  vérifiera  encore 
cette  même  équation  (C),  en  attribuant  à  5  Tune  des  va- 
leurs s  =fi  —  ^,  s  =  U  —  TOj  ^  =  fs  —  (^v  et,  en  éga- 
lant à  zéro  ces  dernières  valeurs  de  5,  on  obtiendra,  sous 
la  forme  cherchée ,  les  intégrales  des  équations  propo- 
sées (D). 

282.  3"*  Théorème,  Réciproquement,  l'intégration  gé- 
nérale de  l'équation  (C)  entraine  l'intégration  générale 
des  équations  (D),  et  pour  obtenir  les  intégrales  généra- 
les de  ces  dernières  équations ,  il  suffit  d'égaler  à  des  con- 
stantes arbitraires  I9  »,  (^,.<-  les  valeurs  fi ,  fi ,  f» , ...  de  5 
qui  ont  la  double  propriété  de  vérifier  Téquation  (C)  et 
de  se  réduire  à  or,  j^,  z , . . .  pour  f  =  t. 

Démonstration.  En  eflet,  on  obtiendra  de  cette  manière 
les  équations 

en  vertu  desquelles  x,  j^,  z, . . . ,  seront  des  fonctions  de  t 
qui  pour  t  =  r  se  réduiront  respectivement  à  Ç,  >î,  Ç,.... 
Cela  posé,  puisque  fi  est  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  (C),  on  aura 

D,f,  H-  FxDxf,  +  F.  nyf,  4-F3D,f,  -h.    .  =  0. 
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D'ailleurs ,  en  faisant  varier  x,  j^,  z , .  .  .  avec  /,  onU- 
rera  de  rëquation  fi  =  J 

En  éliminant  D^fi  entre  ces  deux  équations  et  opérande 
même  par  rapport  à  f| ,  ft , . . . ,  on  trouvera 

D,  f,  (D,  j:  — F,)  -h  D,  f,  (D,r  —F.)  -H  D,  f,  (D,  z  — F3)  H- ...  =0, 

D,f.(D,x— F,)-4-D;.f,(D,r— F,)-hD,f,(D,*  — F3}-+-..  .=0. 
D,f3(D,x— F,)-f-p^f3(D,r— F,)H-D.f3(D,s  — F3)-+-. .  .=0, 

Si  Ton  combine  entre  elles  par  voie  d'addition  ces  der- 
nières équations  après  les  avoir  multipliées  par  des  fac- 
teurs choisis,  de  manière  que  toutes  les  difierences 

D,*  — Fo     D,/— F,,     D,«  — F3,... 

se  trouvent  éliminées^  à  l'exception  d'une  seule ,  et» Ton 
fait 

K  =  D,  f,  D,  f,  D,  f3. . .  —  D,f,  D,f,D,  fa...-!-.  •. , 

il  viendra 

K(D,*  — F,)  =  o,  K(D,7-F0  =  o,   K(D,»  — F3)=o; 

or  la  fonction  de  x,  j',  z,...,  f,  représentée  parK,  ne  sau- 
rait être  généralement  nuUe,  car  elle  se  réduit  àl'imité 
ainsi  que  D^fi ,  DjU  9  D»f| ,  pour  f  =  r,  puisqu'alors 

f.  =  «,     f.  =  r>     £3  =  »,...; 

on  devra  donc  avoir  nécessairement 

D,j:  — F,  rro,     D,jr— F,  =  0,     D/S  —  F3  =  o, .  • ., 

ou  enfin , 

D,ar  =  F.,     D,^  =  F,,     D,2  =  F3,..; 

les  équations  f  =  fi ,  n  =  Uf  C  =  fs ,  •  •  •  vérifie- 
ront par  conséquent  les  équations  proposées ,  et  seront 
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leurs  intëgrdes  géuérales.  Ces  intégrales  d'aîUeurs  sont 
telles  9  qu'étant  donné  un  système  de  valeurs  des  variables 
x^  J'y  JBy,..j  t,  elles  fournissent  immédiatement  les  nou- 
velles valeurs  £,  19»  Çy-  que  prennent  les  variables 
dépendantes  pour  une  nouvelle  valeur  r  de  la  variable 
indépendante. 

ScoUe.  Les  intégrales  générales  des  équations  (D)  étant 
obtenues  comme  on  vient  de  le  dire,  et  représentées 
par  les  formules  (i|),  la  formule  U  =  u,  dans  laquelle 
U=y(fi,  f,,  fs, . . .)  désigne  une  fonction  quelconque 
de  fi,  f,^  f», . . . ,  représentera  une  nouvelle  intégrale 
générale  des  équations  (D)  :  et,  pour  obtenir  cette  nou- 
velle intégrale ,  il  suffira,  comme  nous  Favons  vu ,  d^é- 
galer  à  une  constante  arbitraire  v  celle  des  intégrales  par- 
ticulières de  Téquation  (C)  qui  a  la  propriété  de  se  réduire 
à  u  z=f(x,  y-y  z,. . .)  pour  t  =  t. 

Exemple  :  Supposons  que  les  équations  données 
soient 

iùe  =  xtU^     dy  =  ydt^     d%  =  tdiy  • . . , 
on  aura 

F,  =x,    F.  =  ^,     F3  =  2,...; 

l'équation  (C)  deviendra 

|D/#4- xD,#4- r  D^*-+-»D,*-|-  ...   =3:0. 

Les  valeurs  5  =  xe*^^  ,  s  =  j-e''^',  s  =  ze'~  ♦  •  •  •  , 
jouissent  évidemment  de  la  double  propriété  de  vérifier 
Téquation  aux  dérivées  partielles ,  et  de  se  réduire  pour 
f  =:  T,  à  x,  ^,  z, . . .  ;  les  intégrales  générales  des  équa- 
tions proposées  seront  dès  lors 


ou 


g    I— T  /— *r  £  — T 
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Dans  ces  dernières  formules,  (,  ij,  (^, . .  •  peuvent  être 
considérés  comme  représentant  les  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration. 

Plus  généralement  :  comme  en  désignant  par  u  une 
fonction  homogène  quelconque  dex^  jr,  z,...,  dn  pre- 
mier degré ,  on  a 

xDg.u  -f-  J^Dyw  -f-  «D,a  =  a, 

le  produit  lie^C^—O  aura  la  double  propriété  de  vérifier 
réquatiou(C),  et  de  se  réduire  à 

«  =/(*.  r>  «»•••) 

pour  f  =  T  ;  donc  Texpression 

«  =  «/('^-0     ou    it  =  »tf*C*— ^) 

représentera  encore  une  intégrale  générale  des  équations 
données. 

283.  Posons ,  pour  abréger, 
F,  D.f H-F,  D^^-hFjD, j-f- . . .  =5Dx*D, «  -hD;.*D,r -h . . .  =FdJ, 
et  servons-nous  du  signe  caractéristique  Sd^  pour  indiquer 
Tintégrale  définie —  /     Fds  dt ,  de  sorte  que  Ton  ait 

Sd^  =  —  C  (F,D^-hF.p^-f-F3D^-^ . .  .>fr=—  CTi^sàtl*], 

s  étant  d'ailleurs  une  fonction  quelconque  de  x,  j^,  2 , . . . ,  f . 
On  tirera  dès  lors  de  Téquation 

D,U-^F,D,U-+-F,DyU  -f-  F3D.U4-...=o, 

[^]  Au  lieu  des  notations  Fds,  Sd5,  qui  indiquent  tout  natoreUement , 
il  me  semble,  une  fonction  de  dérivées  partielles ,  et  la  somme  ou  inté> 
grale  d\ine  expression  composée  de  dérivées  partiolles,  M.  Cauchja 
choisi  les  noUtions  Qi,  yj.  Il  m'a  été  impossible  de  les  admeltrei i 
cause  de  leur  ôtrangeté,  et  surtout  parce  qu'en  même  temps  qu'elles  ne 
disent  rien  à  Tesprît,  on  peut  à  peine  les  énoncer. 
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intégrée  par  rapport  à  f  et  à  partir  de  £=:  t, 

U— a  — SdU=  o,       U  =  a4-SDU. 

Si  dans  le  second  membre  de  cette  dernière  équation 
on  substitue  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  à  la  fonction  U 
sa  valeur  tirée  de  cette  même  équation ,  alors,  en  écrivant, 
pour  abréger,  SdU,  SdU,...,  au  lieu  de  SdSdU, 
SdSdSoU,  etc.,  on  trouvera 

U  ==  a  -4-  Sd  a  -4-  SdU  =a-HSDa-hSiw-+-SStt  =  ..., 
et  généralement 
U  =  a  -h  Sd«  4-  Sèa  4-  Sii*4-  Si«  -H. .  .Sg"'"  4-  S»  «, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Si  dans  cette  der- 
nière équation  le  terme  SqU  décroît  indéfiniment  pour  des 
valeurs  croissantes  de  /i ,  la  série  du  second  membre  sera 
convergente,  on  aura  simplement 

U=  «  4-  S^a  4-  SÔ«4-  S^«  -H  Sja  4- . .  •  ; 

par  suite,  la  formule  U  =  u,  propre  à  représenter  une 
intégrale  quelconque  des  équations  proposées ,  deviendra 

«-hSD«4-Sitt4- Si» -h  .  .  .   =»; 

et  comme ,  dans  le  cas  où  S,^  désignerait  non  plus  un 
système  d'opérations  à  effectuer  sur  une  fonction  don- 
née ,  mais  une  quantité  véritable,  on  aurait 

I  4- Sd  4- Se  4- Se  4-  ...   = 
symbolique 


Sd' 
rintégrale  générale  pourra  être  représentée  sous  la  forme 


i-Si 
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D'ailleurs ,  comme  de  l'équation  qui  donne  en  série 
convergente  la  valeur  de  U,  on  tire 

SdU  =  Sd{u  -f-So"  -l-S&«-+-Sia-|-  ...) 
=  SDa-HSD«-f-SSa-f-  ..•  =U  —  k, 

il  est  clair  que  la  valeur  de  U,  fournie  par  cette  éqoation, 
vérifiera  la  formule  U  —  u  —  S^^U  =  o,  et  par  suite  la 

formule  (C) ,  tant  que  la  série  sera  convergente.  On  peat 
donc  énoncer  le  théorème  suivant. 
4"«  Théorème.  Tant  que  la  série 

Uy     Sj)Uy     Sotf)     Sott,*   • 
sera  convergente,  la  formule 
(Ir)  a-f-Sow-hS5it-hSèa-l-  ...  =»  ou 


I  — Sd 

est  propre  à  représenter  Tune  quelconque  des  int^rales 
générales  des  équations  (D). 

284.  Lorsque  F,,  F,,  F|,...,  et,  par  suite,  Fp5  ,  ne 
renferment  pas  explicitement  la  variable  indépendante 
tj  mais  seulement  les  variables  dépendantes  x,  jTy  £,..•? 

alors, ensubstituantà5,dansréqUationSo^= —  /    Fj^sdt^ 

la  fonction  u  qui  ne  renferme  pas  non  plus  la  variable  t, 
on  tire  successivement  de  cette  équation 

Sd«  =  —  /  Fd«<^=  — Fd»  ;    A  =  (t  —  e)Fi,Uy 
Sè«=--/  (t— r)Fèiirf/  =  — Fèa/  (t  — /)rfr 

I  .2 

et  généralement 

(r  — 0» 
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Elu  vertu  de  cette  dernière  équation ,  l'intégrale  quel- 
conque (le)  des  équations  (D)  devient 

u  Hx^m^Fott  4-  F&«-+-  ...  =»j 

t  I  .2 

et  comme  dans  le  cas  où  FpU  représenterait,  non  plus  un 
système  d'opérations  à  effectuer  sur  une  fonction  donnée, 
mais  une  quantité  véritable ,  on  aurait 

r intégrale  pourra  être   présentée  sous  la  forme  symbo- 
lique 

(10  ir(^-OFD„^,. 

On  arrive  de  cette  manière  au  théorème  suivant. 

5""  Théorème.  Lorsque  les  fonctions  Fj,  Ff,F8, ...  ne 
renferment  pas  explicitementla  variable  indépendante  t, 
Téquation 

(I.)         „+IZ1'f„«  H- tjzi)!F> +...  =  ,. 

OU 

^(t-0Fd„3=., 

est  propre  à  représenter  une  quelconque  des  intégrales 
générales  des  équations  (D),  tant  que  la  série 

est  convergente. 

Scolie.  Si  des  formules 


on  veut  déduire  les  intégrales  générales  des  équations  (D), 
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propres  à  remplir  les  conditions 

ff,A  -4-  a,^  -h  ^3*  -+....=  Xa, 
bjX  4-  b^fé  -h  bif  -h. .  =  kfg^ 
C,A    -t-    C^U   -h    C3»   -f-...=   >», 

ou 

(a,  —  ^)a  -h  a^ft,  -H  «3»  -1-...=:  o» 

^.A-4-  (*.  —  ^)/«  -h  *3»  4-...=  O, 

r,A   -4-  c,/i  -h   (C3  —   ^)>  4-...=:  o, 

desquelles  on  déduit,  par  Télimination  de  A,  fz,  y,.... 
Téquation, 

(il,  —  k){b^  —  k)  {ci  —  ^)...—  flA(cs  — i)...4-...  =  o, 

qui  renferme  la  seule  inconnue  k^  et  dont  le  degré  est 
^al  au  nombre  n  des  variables  x^  y^  j?,  . . . .  Les  n  ra- 
cines de  cette  équation  fourniront  n  systèmes  de  valenn 
pour  les  coefficients  X,  fi,  v, . . . ,  et  les  int^;rales  gcoé- 
raies  des  équations  données  se  trouveront  toutes  comprises 
dans  la  formule 

«  =  ...*('-'), 
ou 

Si  aux  équations  que  nous  venons  d^int^rer  on  snbstitoe 
les  suivantes 

dx  =  [<i,*-l-  6,^  -f-c.ï-h  . . .  'hf,{t)]dt, 
dr  =  [a^x  -+.  6,j  4-  r.r  4-  . . .  4-/.(/)]^r. 
dz  =  [a^x  4-  *3jr  -4-  C3«  -h  . . .  4-/3  W]  *» 

/t(0  »  /«  (Oï  y»  (0»  •  •  •  ^^^^^  <Jgs  fonctions  quelconques 
de  la  variable  ti  alors,  en  supposant  toujours  la  fonction  u 
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<3éterminéej>a'  la  formule  u=kx + fty-+-  v-g  -f- . , .  ^  choi- 
sissant les  quantités  X  ^  |ui^  v  9  •  •  •  de  manière  à  vérifier  les 
mèiaes  conditions  qiite  ci-dessus  ;  et  faisant  poor  abréger-  ' 

on  trouvera  '        ^ 


•  *•  •  • 


«t  Téquation        • 


1  —  Sb" 
donnera 


;i.[,**(.-,)*ifc£)-v...]    ■   ■• 

ou ,  ce  qui  reviemi  au  même  > 

ou  enfin 

^  +  /^ -h»»  rf- .  :'..«=;;.(A  J  H- ^1» -h  »Ç-f....)tf*(''-'^ 
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Le^dirërses  éqiiatioas  que  comprend  cetta  denim  Ibr- 
mule ,  en  égaM  aux  n  valeurs,  qu'on  peut  attribuer  k  la 
constante  ie,  et^]^  sid^e  à  X>  p,  v,. . .,  prëaentoAt  le 
système  des  intégrales  générales  âe^  équations  proposées. 
Si  deux,  trois,. ...  racùues'de  l.^iiatio^  en  k  deviennent 
f      égale»  entre  elles,*  les  deux,  trois, ^. .  équations^ corres- 
jpidfidaules  à  ces  racines'  coïncideront  et  devront  être  rem- 
placées ,  comme  il  est/acy^-^e  le  p^rc^ver  par  l'une  d'entre . 
elles,  jointe  à  t'équ^tionr  dérivqj^  du  pfeomier  oÉ^it,cii 
aux  ^deux  équations  déniées  du  premier  et  dp  seeond 
ordre  qu'on  obtiendra  en  difierentîant  taxe  ou  plusieurs 
.    ftlis  de  sui t£  les  denx'membrflp  deJ?équation  oonaervée  par 
*     rappprt  à  ]fi  seule  quqjlb^itiS  A.     ^        , 

Pour  ntantrer  une  dciliîére  apjSicatiâÂ'  de  la  formule 

•       a  '•  •  ,       *.         •  ' 

j— •=  V  5  suppo^ns  lea  éqviationft  (D)  rédulics  à  œie 

I— %)  ... 

seule  qui  çoit  du  premier  àegri^  par  ^apport  è  j?  et  de  la 

fo^me»  .  «    *         '  »■ 

*  •     '  '*'  •    .  ' 

y  tO>  ^(0  «é^»^  ^^^^  ftections  quelconques  àe  t  :  on 
'*  aura'dân»ce  cas      « 

et /par  îîuite,  en* faisant  a^jc,  ,  * 

'  *  ^  r /w  r '  :*-  T*  ^fe''' +fM'4^*'(f)  *'* — !*• 

ty^autreVart-,  F(l)  étanfla  dérivée  de  /    F(Jt)  «fr ,    on 
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c<^p«  suite,  *    . 

I  - j'  ^itldi^+'j"  F{t)  f  F(t)dt.dt~.... 

^ufc.Itnt4gr4le  §kaérai.ei,aet»  donnée  par  1||({**b^<^° 

Dans  bs  divers  exemple  qfte  xioils  vçnôns  de  passer  en 
revue ,  laforÂule  (I,)  fout  ni  t  pourries  éijualions  dîfteren-_ 
uellei  proposéeaJes  in^grales  coiftiueày  ^%^  auxqûeUes- 
avait  elé  conduit  pac  le^iversevnLéthoi^s  pGécë(j|eiïnàent 
on  développëes.       •     •  ^  ^  •     ^     .-    **   • 

28€u*Il  est  facile  deproitirer,<|ue  laformule  ^  ^*.  %    «=**• 
continuera  de  représenter  une  intëgmle  gén^alejles  équa-  • 
,  tions'^D),  si  ix-devenaAt  une  fenclion  explicite  de  tcmtes 
les  vatjabtes  ,»,  y^  r,..". ,  f,  on  dëtei^mîne  Fiyf'«aïon  plus     • 
à  rridé^dc  J'ëquation  '  .       •    •;      ; 

•  *    • 

maïs  à  Faide  de  la  guivante  "*  *         . 

poiàr.vu  tûuteû)is  (piei,lai^^i^  ^  ^    «      •  » 


"*'  "    '         i.a        •'''',.. 


'jii      ,  CALCUL  iirïtoaAL. 

Le^divërseft  éi)iiaUo»s  que  couqpretid  cMp  d^enum  fer- 
mule,  en  égaM  aux  n  valeurs  qu'on  peot'IiUribtter  à  la 
constante  je,  ^.]}Kr  sui^e  à  X^  jui,  y,. . .,  présentcm  k 
système  des  intégrales  géiiënalcs  das  équations  nropoorrî 
Si  deux,,  trois, . .,.  racines' de  réi|ûatT€^  en  k  (reviennent 
égale»  entre  elles ^  les  deu?t ,  trois,.  * .  équations  corres- 
j^c^aule's  i  ces  racines  coifnciderom  et  devront  être  rem- 
placées ,  comme  il  est/acijli^iiele  pu^ver  par  i'tine  d  entit» 
elles,  jointe  à  Féqu^tionr  dériv<j|f  du  pféquer  otdi^,ou 
aux  ^deux  équations  dérivées  du  premier  et  ipt  sceond 
ordre  qu'on  obtiendra  en  différentiant  jine  ou  plusîeur> 
fMs  de  «uitc  le9.^denx*membr^  de^équatiou  conaervée  pr 
'     rapport  à  1^  seule  qH^ité  k.     ^       , 

Pour  montrer  une  dci'aiére  ap{flicatio«  de  la  formule 

^=  V ,  ^upposbns  les  éqviaiiorft  (D)  réAiilcs  à  une 


seule  qui  çoit  du  premier  d^ré  par  fappori  à  Ji  et  de  la 


f(arme 


dx=^[/it)^xF(i)]di, 


fit),  F(e)  ^tavt  deux  fbnctions  quelconques  de  r  :  oo 
aura'dân#  ce  cas      ^ 

^  .^    \  '  '  •: *' 

et ,  "par  ^itê,  exf  faisant  «i=  x ,  ,  '  *     ,  • 

ç;=  xTi  -  j^  F{t)dt  -P  f'^.rit)  j'^  F{t) dt.St-. ,.] 

f^attU^part,  F(t^  éUnCla  dérii^e  de  /    F(t)  *,    on 


aubM  m      '" 

-     .:.*..' ;.,.♦..,........ 

ct^  pfcsuile,  .7'    , 

=  •  -^L  ^^'^ *  ■*" dX f <')f  j  — -^^ V/  -.  ,  • 

-doi^  I^iUégr^/e  9faén|)evsera  donnée  par  IJ^duation 

•       \,.  '~f'.F(t)dt.      \J     "      -pf{,)dt 

■m  J^f  • 

Dans  ks  di\4rs  exemplfc  qfte  noils  venons  d€  passer  ell 
revue , fa«foriÉulç  (ï,)  fournît  pourries  équations dîfleren- 
tîelle&  proposées 4es  in^grales  ccuiâueâ,  ceUpfi  auxquelles''' 
avait  elé  conduit  pac  lè^divers^fuéth^i^s  p^cé^^iinnent 
on  développées.  \     ^      ^    **   • 

28€u*II  est  facile  depwttrtrer'qiie  la  formule  e  ^.  »    w=iy- 
continuera  de  représenter  une  intégrale  généralefies  équa-'  r 
tîoBs  (D),  si  li-deveçaAt  une  fonction  explimte  de  toutes 
les  varyabtes  ,»,  y^  z,./. ,  f,  'on  détermine  Puw^non  plus 
à  Tridé  de  J'équ^tion  '  .  '*  * 

FDrttz:^F,D,«-i-F,D^«;i^|3D/«4:v.,j  /       -■ 

à  " 

maïs  à  Paide  de  la  sfuivante  *  ^         « 

poiirvu  toutefois  (pia.lai^^i^  ^'v  ^    .      « 

•  -        *  * .       «       ■     v' 


f 

y4q  ,CAtCUL    INxAïîAt. 

reste  convergente ,  f^  que  l'o»  désijgne  par  v  la  vatear  ée  a 
correspondante  aux  Valfeurs  ^  *îi,?>  •  -^b  '^  dfes  variaUes 
Xy'j,  ^, . . .  r  ^-  tn«eflfel,  si-,  danrceifc? dernière Hypo- 


th^ ,  on  pose 

1.2 


.  U  =  //  H ^^Ei)»-+-  ^   :  -^^  Pd» -+■  ■ 


comme  on  aura  généralement 

on  ea  concWa  FdU  =.o,"eiï,  ce  qui  revient  aQ^mètoe, 

■  Donc,  dans  l'hypothèse   Almisef  ^  a=  y  sera  ujoie  inrf- 
grale^articuHère  de  réqu4loa  (C),  et  la  formule     * 

;ou    •      ••  ^      ..      . 

sera  Aine  intégrale  générale  des  équad^s  (D)> 

Au  re^,  ou. peut,  dans  la,  Aâiçliyj^thèise,  <|tdiurf 
ÂkecleiiifrÀ  des  équations  (  D)  la  fi^rmfiJe  &^  ~.*^  ^^u  =  », 
k  IJaide  *&e  h  fornttul^de.Taylor,  En  efliçjt,  h  éuJt  une 
fonction  c[uelcoiiqua  de  la  q^aria^le  indépendante  f,  et 
iLes  yaviaUes  dépendantes  3i^\  y^  z, . . .  «  liées  à  f -par  les 
'é<{uati9ns  (D)^  on  Imra,  en  yertu  de/;es  e||iat^îé^  Joiates 
à  fa  fofmule  qui  défi^îifia  fonctîdn  J^'nU^ 

r/ttr^^DW.'^     /f.FDa  =  Fètt.Wr,    V.F^  =  ff^^, 

et ,  par  suite ,  .a  '  "  '^' 

•  •       •    «  .?>.:<  '^  <^        » 

¥  ^  "  f 

D'tfllieuxs  si  Fon  ndmme  u  une  nouvelle  valeuf  de  u,  cor- 


41      •'  QU.ARA||TiÈME*Lt;ÇOW.     .  'J^t 

m^spoaisj^uQ  à  uii^.^puveUe*vaIeuf  t  de  la«v^iablc  indé- 
ipeûlante^;  laforoitile  deTaylor  doonera  pour  les  valeu|s 
dl^'lf  dîffërejifce  t  — ^i^  qui  pef mettront  de  iq^eloppcr  v^ 
eïm  une  séi'îe."  ordonnée  Suivant  les puîssaaces  ascendantes 
et  enuère^  dfe  celte  diffëreice,  '      ^  '  \ 

e^,  en  substituant  pdjir  d§i^  d^u^. . . "les 'valeurs >qui  pré* 
cèdent,    ^  '  *  ^  ^     • 

,  I    •^;.      '2  •  2  3  _^ 

Pour  vérifier  celte  formule  sur  ^ln^  exemple  très-simple , 
cohc^vons  que  les  c(|uaiio^s(D)  se  Réduisent  à 


on  aui*a 


^  ^ar  consëquclit  ^ 


lorsque  u  deviendra  une  fonx^on  homogène  du  premiei* 
degré  en<t:,y,  z, . . . ,  /.  INIai^  alors  F© m  étant  atae  (onc- 
tion homogènât^d'up  degré  nul ,  on  a^ra  '       • 

Fd«==o,     Fd«=o,     fi)U=Oy 
et  Vintégcâle  sef  a  donnée  dès  locs.  f>a^  lléquation  très- 
simtolê         .  »      ••  *  t  '^ 

Si  dans  cef  te  dernière  formule  on  réditll  successivej|;j|jent 
la  fçnctieR  a*4tix  vîiriables  ^*9  v,  -z,***'  ^^  faudra ^en 
mèq>e  temps  attribuer  à  la  constante  arbitrée  v  rane 
des  valeurs  |>  r^,  ^,.*-?  et  Ton  obtiendra  ainsi  le»ilbt^- 


^4^  .  GAicDL  mii^RAL. 

grales  gën^lès  des  ëqnAtioni  p>'^t>poi|p,  sousla  foi 


*  * 


% 


»  —       7  »•  — \_  t  •   •   •  ? 

r  , 

on  arrTverait  dû^ectement  à  cm  mêmes  valeor»  en-  inté- 
çiiific  les  ^ul  orembrés  de  chi^une  des  iauanfcis^ 

287,  Onpou4|!ait  encbre  généraliser  là  formule 

• 


1  1.2 


-i^ 


en^  rempkiçant  la«rariflble  indépendanle  <,  ^la  cju^n- 
tité  r,  par  une  fonction  donnée  r  des  ^iftriaUes  «,  n 
^,...,  r,  et  par  la  valeur  partieultère  /9  de  r,  <^w^pH^ 
daat£,à  f  =  r.  Eflectivement ,  r  et  i«  étant  ileiyx  ^aetions 
qudoonquesdl^ir,  y,  ^,...;/,  les  équations  difEéroitidles 
(D)  obligent  j?,'  y,  z,...f!/.  et  par  conséqueuftipssjiJes 
fonctions  r  et  ii,  à  ya1|j,er  simultanément  "^  et  si  Ton 
nomme  p  et  v  deux  v^eiirs  corres|f>ndantes  de  ce^câc- 
tions,  u  sera  ge  que  devi'eiit  la  fonction  u  quand  la  varuf^ 
ble  rreç<Mt  laccroissement  f-- —  r-,  or,  en«4mettyt  epe 
u  soit  dévdoppable,  par  D»  formule  de  T;Sylor,  en  un^sé- 
rî)^  j^rdonnée  suivavt  les  puissancfB  a^cendantçs  de  cet  ac* 
'croi^H^ment,  on  aufa,  en  représentatfit  par  ^ 

•    V    'au  dr  • 

^  %  '    dr  dr  y        \    . 

esHftfJpports  ei^e les  difli^-entielles  totallps  des  foifttioDsr, 


i-  p  -^  r  <i^       fi»  —  r)* 


# 


• 


f  •• 


QUÂRAlirriÈMK    LBÇOIV.  }  liA 

on  W-aiUinir»  îdentîqifèment 

el ,  ^  vertu d&  équ^ions'^ÏJ),  -    ^ 


dolîc,  sî  l'on  fait,  pour  abréger,     -  v  ^ 

J^  D,jr-f-  F,P^tf  4-'F,ïVtf  V.F^^^ie  -^  . . . 

.   "^D,r-4-F.D,r  4-F,  D,r  -f-Fjl/.r  H-  ...'  T 

T    .  *  •  .     'i     ' 

on  aura  simplement  '-      -  «       # 

♦  rdr. 

Oui  en  #9nqbira 

-         — :: —  ==:  ri)«.  ,  ,  , 


t 


*  rf-r-- 


*     •  ■         >  •      ^ 

et,  par  suite j, 

'*«  p  r  (i^ —  rV 

•     •==  «S-^^ *D«-»-^* ~  Fi«  -f-..., 


OU  *  .  T 


V 


=  cif-''^^u. 


Ajoutou»  qtîe  jpes  dernières  forjfiries  représenterait  ^  i 

une  intégNile  généra]^  dés  équations  proposées,  tanlqu^  i 

la  série  '      '  •*  '•  I 


• 
• 


f 

sera  conyei^ente  ^  en  e£Eet,  si  ronr£nt,  pour  àlûirégeib 

.     cebime,  en  vertu  de  réqu&tion^qui  déûnit^Fou  anma^ 
de  r  et  d«  w,  on  a  Fnr  =  i ,  tt,  pat.^uîte ,  *  ^ 

'     •    F>      fe^^)"     F--^-    <^^^)"       P"'^V       JPZlZ£l>«-a 

*  [f- ô l?u«  =  — * — 5 rè    « 5 — 7- — ^  r  D  »• 

I.2.3.../1*  I.9..3.../I  i.a.3...{«-— fj 

jon  trouvera  FoU  =•<),  ei^  par  conséquent, 

D,U  -h  F.D.U  -h  F.DyU  4-  F3D,»  H-.  •    ^^IW 

.  donc  5  =  U  sera  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (C),  et  la  formule  *  1  .  -•- 

sera  u^  intégrale  générale  dfs  équations  (D). 

288.  Si,  ^^sugi^sanfû  fonction. des  seules  variables 
jc,  jj  ^y'"i  on  nomme  Çof»  Fd",  Plu,...  ce  que  de- 
vient FpM  lorsque  dans  les  quantités  Fi,  F,,  Ft,...v!«»- 
sîdérées  commefonctions  de  X,  j^,  z^..,^  t;\^Èàf^m^ix 
la  seule  ^fciy^îable  t  par  de  nouve4^ariabfes  t\  ^,  f *,.... 
on  aura  évidemment  ^. 

%■  mm 

.■....*..;,.•.-..,.,._ 

'  •  ^t.par^ftiite  l'intégrale  générale  des  équations ||P)  de- 


9 


• 


'r— ^ 


\    ',  •/       J  t  J 1 4  "•'        '      ■  •    • 

Lorsqiiç.les  fonctions  F„  F,',.F„  ....  ne  renfermen? 
p«s  e^Bcitemtot  la. variable  /,  on-a 

^D «  =  p'b-«  =^r»«  =  : .  ,  FdFï,»  =  Fè«,. .  • , 

çt  déplus,  '  \ 

La  formule  {t)  devient,  ^^^  cela  devait  être,  la  for- 
mul^(la).  -t  -    -        . 

•  n  ^  bon'diobserver  que ,  dans  le  casoù  Ton  considère 
seulement  deux  variables  a:  et  ^  et  où  liJquation   ; 

D^-h  ir.D.*  -H  F.It>  +  F3l).x  4-  .  .f  =  o 
se  iMdiut,  quand  on  y fait^  =  tl|  a      .  ^ 

*DrU-l-F,D,lT=o,  •        * 
la  dMBérentîelle  toule  de  la  fti|ctiou  U  > 

^  rédùit;V  quand  du  y  substitué  pour  D,U  sa  valeur 
i  ÎFi  D,B,  à  un  produit  de  )a  |orme  V  (dx^  F,dt),  la 
valeur  de  V  éunt  V  =  D^U;  donc  la*  fonction  \i  étant 
dëterminéepa^un^4eséqoaticms  ^.    ^ 


1.2  '  • 


* 

•  le  facteur  V  =  D^L\sera  propre  à  ren4<^  intégraMe  le 
premj^  membre  d'j^ne  éqjiatîon  différentiel^ 'entre  x 


.    •     % 
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,.et  t,'  présentée  sons  la  ferme  dx  —  F,  A=o  ;  efecti- 
v^meiH ,  résiliation  D,  U  +  F^  ht  Uj^  o»  âifféfei|giée  par 
rapport  m  X,  donne 

^uation  qui  exprima  Uen  rintégrabilité  du  prodoit 
y{dx  — ■  Fi  A) ,  et  qu'on  peut 'regarAeroainme  iitte^§qiu- 
tjon  aux  dérivées  partieUeit .propre  à  déter/i^ner  le  fiio 
leur  V  en  fonction  des  variables  i  et  t. 

S|i,  à  la  place  des  équations  données  (0)^  qui  aom  do 
premier  oixirts,  oti  considérait  une  ou  fittisieur^  épations 
différentielled  d'orâtteTsupér^tur^  pourxédijî/e  oelle»-€Îà 
n'êtreplus  que  des  équations  différentielles  da  premier  oi^ 
dire,  îlsufBlftiiuAe  leur  a4joindrequ^qUe^^ufies  des  formules 

c'est-«-dii?e  de  nouvelles  équations*diflerentieyes'qui  se- 
raient elles-mêmes  du  premier  ordre  àxsi&  le  cas  oti  Ion 
prendrait  pour  inconnues  non-seulement  3^-^  y  y  ^ , .  • . . 
m«tt  encore  quelques-unes  des  fonctions  dérîvéesx',  x', ..., 

A  Ikiide  de  cet  artifice ,  on  déduira  sans  peine  ^de  la 
formule      '  '*.*»/ 

Xr-f-/t/  -h  l'a  4-  .    .  '^' 

Jt(i— t)  ht    ni    — *« 

Tintégrale  générale  sous  *  forme  finji^  d'une  équadon  li- 
néaire à  coefficients  constant»  avec  un  sjecaod  membre 
variable,  6*est-À-dire  d^une' éqU&tidh  fle  la  fonne 


QUAKAi^H-DNIÈMB    LSÇOJN»  *  ^4? 


•    *        '  'î 

Détévi^iiMClon  des  limite»  entre  l^^glHs  les.«éri^Bi  )r^|^é«iteii4  ik 
intégrales  générales  ^à'vn^  syHème  d'équations  diflFâMnlKRles.  restent 

'  *con'vérgaiile8y  et  des  errears*que  Voa  ton)  met  en  conriHK'Bt  80iii|É«>ent, 
dans  ebakl^  série,  \eh  n  premiers  tormea. .       ^         '^  «.  * 


^B^  n  nous  r^te*à  faire  voir  comment  on  pefli  ^^^W|^ 
^er  gënéral(2;ni^t  que  les  sëiies  de  la  leçon  précédnb 
sont  Qcmvergen\|Es,  d|^  nHp'ns  pour  Ses  valeurs  ^  la  dii£é^ 
rence  t—  r,  jon  Tj-^t  sufisammeni  rapprochées  de  2^0, 
et  coiÀmeiit  on^  peut  alors  fixer  des  limites  superi^res 
aux,  erreurs  que  Ton'commet  en  conservant  seulement , 
.dans  cfaaqiie  série,  les*n  premiers  tiTrmes.  Nous  y  pai> 
vie^rons  fapilemcQt  à  V^e  de  quelques  procédés  no»- 
veaiéc  dontî'ense«d]le  a  p^u  asm  important  k  M.  Cw-  , 
cKy  j)Our  qu'il  ait  'essaya  d'jn  .faire  uik^alcul  nouveau, 
^'îl  alippelë'bi/cii/  des  iîmà'es, 

Soi^t  r'une  «(aantit^  flbsitive,i0'Un.  af^  J^^i^  ^t  ((x) 
uÊe  fonetion  quelconque  de  la  variable  réelle  ou  imagi- 
naire x;  <Tu  aura  évidemment 

ti       ""     ^  *  '        '     .     •     ' 

Or,  si  Ton  întAgre*  les  deiip  menllMresHla  oetie  éqû^bn  ^ 
i^'par  n^poBt.À  r,^  à  ^rtir  de  r  :;^  o  ;  ^^^  par  i^pport»» 
9  entre.les  Jimites  •  =:  #—  ^,  9  =±  -f-  ir,  et  si  l^on^t^ppose  * 


.    . 


é 
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(  

qaeiafoniiticmdejr.  retfl,  représeniéeparf(jc-+-re«V/-i  \ 
«Qste  finie  el  continttê,  quel  que  soit  6,  pour  là  valeur  at- 
tribuée à  ry  el  pour  une  valeur  plus  petite,  ou  trouvera 

f  "^^  /  Vf (x  -4-  n?9  \/^)dni^  —  o ,  - 

M.,  ce  qui  revieAt  au  mèml*, 

•  '  .    it 

et  l'op  to  condura  '     - 

Si  1 W  dHTéremîe  cette  équation  n  fois  de^ suite  ,  p»  rap> 
porti  Xy  on  en  tirera 

puis,  éh  intégrant 'pat*  parties  le  second  membre  de  cette 
dernière  n  fois  de  suite ,  on  aur^ 

^  '  .  aftr        ,/-*••*•  ^    .  ^    ■ 

L'expression  f^û^^'^ peut  fttrè  cônsidécée  cx>fbme,uD  ac- 
croissement imaginaire  attribué  k  la  variable  x  :  désignons- 
le  par  A„cnsorte  quePon  ait  re^  \^—^  =  A^,  etre{>réseDtOQ5 
.par  Vfipc  +  /i;)  ou  L{  Ja  pluS  grande  valeur  que  "poisio 
acquérir  le  module  de  la  fonfition  imaginaire  f(A:+^,)- 
lorsque  dans  la  valeuir  deH?  =  re'*^^^^^^^  on  fait  ntatip*  Tan- 
glc  d  stfns  changer  le  module  m  Le  module  de  re:xpre6si(»i 

.  -  •     -f  »... 

r~^c- n%\/^ i f (.r  -h  re^  V"^^)  .     .      '    ' 

'■  •  »  .  I 


•.•    * 


•*  ».    * 

sera  iaférieur,  oU  tout  au'pfbs  égal  au  pMhiit  r^  jtr,*ct 

la  '\aleur  ilumërique  de  l'intégrale  *  * 

ne  dépaBsera  [v^^  rexJ)ressioii  27r  r~"  Xf ,  de  sorte  qu'en 
représentant  par  1  anitiak  Mit  module  od  la  valeur  numé— 
rîque  d'une  expre^on  quelconque  iAiagînaire  ou  réelle, 
Qnaura  '  . 

jl/.  (.("^  (x)  <  f  .^ .3 . . .  «  r-X|f3 

coiBme  on  a  jd'aiB^urs  généralement 

on  aura 'aussi-  ^ 

,^     ^i^/.f('•)(Jr)<(-.^-I>^.^-«£,. 

Celte  «(fuâtion  sùbllftcra  (*ncope.pour  n^=o  eii'o«>aura 
M.((jc\<^Lî ,  comme  on  a^radÇpule  coanlujpe  directemem 
deTéquation       •  '  , 


I 


t^es  équations  qui  précè4ent  supposent ,  comme  nous  Ta- 
vous  déjà  exprîirié ,  que  la  fonction  .    •  ••• 

reste  finie  et  continue  quel  que  sèkÇffkVUt  k  valeur  attri- 
buera r.  '  » 

290.  Cela  posé ,  rêvions  &  Tinté^i'atioîi  des  équatiôtis 
diflérentiellés^  et  suj}po«rms  d'abord  qrfil  s's^sse  d*ex- 
prin\eif  ^n  série  Tintégixil^  générale  d'usé  s^uk  équation 
/fa  =i'F,  eii ,  dan»  laquelle  t",  sa  X  =  y  (x)  est  fbndtion  ji^ 
la  seule  Yariakle  x^  Si  Ion  désigne  par«  ^=f(x)  une  Htfa- 
telîe  fonction  de**V  seule,   ï'i»tégcaJe  chercliée  «era, 
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cofon^noos  ïdjnms  vu, doAttle  par  Féquiion 

0 

■»  ,  •      I  .2 

danslaqueUe  on  aura 

OU,  ce  qui  revient  aj^  même, 

«n  aura  donc    '     %>  '^ 

Fo/w=  »(x)/'i*),. . -^       ;■'   *  . 

Fâ  /H  =  [^  (*)]•  /"  (x)  +  ^x)  «.'  (x}/'  (x). 
n  f{x)  ^  (♦  (x)J3  /"Xx)  +  3[(p(x)]'^'-{xJ/"  (X), 

'    fie  ces  éçiuations^  joîtLt««  aux  eoiùid^rations  précâjentn , 
on  d^uirif  -  ^  . ,        , 

^?à/(x)<B^(rXy)>.rX;,     -•    . 
Ar.Fè/<x)<R,(^^)î;rX,, 
*  •  .  .         •) 

I^  »  fi»>  R#'  •  •  •  éiantdes  f(nictions>le  /•  déterminées  par 

les  équipons  "^   * 

-        .  ■      *♦ 

—  Rj  =  («(-«)*  I>> '■•*•  4-«(r-')'  D,  r-  D,»  *.-'  '' 

fît  *a  valeur  de  r  devant  èire  telle  que  çliacuiie  des  fonc- 
tîous  f(x+  h,) ,  9 (x  +  4)  demeiir^ 6nie  et  conUnuc 


poaiir  ct^  même  valear  àengi^x»  uàc  vahvr  plus  pe- 
tite. D'aillclir»,  les  valeCfc»  de  — Ri ,  R»,  — Rj, . . .  sont, 
évîdeiçment  ce  que  évyieiîB'ent  les  v^IéUrs  de  FjifÇx)^ 
Fq  y  ^)f  Fd/'C^)»  •  .*»,  quand,  apr^s  avoir  fait 

<yii  Remplace  la  variole  x  par  te  module  r,  et  il  ne  pou'-. 
vait  en^ire  autrement»  puisque'.^.iiçs  le  s«ico|id  niiembr^ 
de  la  fofçiule  ,  *  ^  ' 

Jlf,f  <»)(*)  <  (—  #)«  d\  r-f .  rlf^ 

« 

le  coeffiùdnt  du  produhrLf  est ,  a}>9lraîction  frite  du  ^ne , 
ce  c^e  devieut'f  ^"^  (x)quandr,  âjprès  avofr  posé  f  (x)s=aF-%, 
on  substitue  rkx.  On  aura  généralement 

( —  i)"RAétMI  ce  que  devient  la  valeur  de  ^ifr)?  cor- 
respondante aux  valeurs-de  ^(Jt)^J'(x)^  données  par  IV- 
quation  f  (x)  =f(x)  =  jd~*,  quand  on  y  remplace  x  par 
r.Qç  on  tire  de  l'équation 

-        fD/(*)=5^^WD,/(a?), 
jointe  à  la  oonditidn  f(x)^f  (x)=  jc~* , 

n/{x)  .p=  :r-«A.-  or-î  (     )  =  VS 
*  « 

F«/<x)  =i:  (—1)"  i.^3.5#.,(îMi— !)4r'(«^'îj 

on  aura  donc  %  5^ 

'  .k^  =r,  1.3/$...'  («T/  --•  i)  r-(«+0,    '■•^> 
et  par  conséquent- 
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Enfin ,  oomme  on  a  év^dainn^nt 
on  aura  aussi 


't 


Jlf.¥l/(x)<:  ..3.5*.  .>«^  .y^Lth^jLj. 

Ceb  posé,  le  terme  «général  de  la  série  qui  doone  rinié- 
grale  cherchée,  aavair,^ 

offrira  une  valeur  numéric^  inférieure  à  cdlc  du  pitlduit 

par  conséquent  à  celle  du  produit 

** 
puî^[ue  Ton  a  évidemment 

1.3.5. .  .(2/1  -—  ij        a»4*^'  —  ^^ , 

.    *,  .1.2.3...*/!  1.2-3...  «• 

Donc  les  djftérenls  tenues  (^  la  séria  en  (ptestiontAn- 
ront  des  valeurs  numériques  infiSrieures  à  ceDes  de» 
termes  correspondants  d6*la  progression  géoqiéUnque  ({oi 
aurait  pour  terme  génér|îl  lexpression 

or  oette  progression  sera  convergente  si  i  on  a 
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OU 

I 


et  alors,  si  Ton  remplace  la  somme  de  la  série  p^r  la 
som^e  dp  ses'  n  -premiers  termes,  le  reste  de  la  9érie  où 
Terrciir  commise  sera  iniiérieure,  abstraction  faite  du 
signe,  à 


[iif..l.^OX^-^J 


hi 

Stq^posons  en  ]^rticulier  f  {pc)  =  j?,  Tintégraje  cher- 
chée  deviendra 

^  f.9.  1.2.3 

et  le  reste  de  la  série  coi^prise  dans  le  second  membre  de 
cette  é({aation  sera  inférieur,  abstraction  faite  du  signe,  à 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivantow 

29i.  Théorème  !**'•  "Supposons  que  la  variable  t  et  la 
fonction  x  éiaut  liées  entre  elle^par  Téquation  différen- 
tielle dx=^<f{x)dt^  Foft  homme  t  une  nouvelle  valeur 
de  la  fonction  x  correspondante  à  une  nouvelle  valeur  r 
de  la  variable  t\l^  sera  développable  par  la  formule 

I  «  2  I  .  2  •  <3 

en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
T.  II.  •  48 
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asceadantes  de  la  ài£fërence  r  —  ^^  si  Yen  a 

A, 


la  yaleur  du  ino4iile  r  de  hi  =  re^^^^  étant  aasajetde  à 
la  seule  condition  ^e  la  fonction  f  (jp  +  A,)  reste  fiflie  et 
continme,  (juel  que  soit  Tangle  0,  pour  cette  Talear  et 
une  valeur  plus  petite.  Alors  le  reste  de  k  série  réduite 
à  SCS  »  premiers  termes  sera  inférieur,  abstraction  fdte 
du  signe,  au  produit  [E^'^]- 

Alors  aussi  une  fonction  quelconque  de  Ç,  /*(()  sera 
elle-même  développable  en  une  série  ccmvei^ente  onkin- 
née  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r  — -/,  et  le  resle 
de  cette  dernière  série  sera  inférieur,  abstractioit  frite  dn 
signe ,  an  produit  (Ei),  si  la  valeur  du  module  r  est  as- 
sujettie à  ^  double  condition  que  les  deux  fonctions 
/(j:  4-  A,),  y  (x  -f-  hi)  demeurent  finies  et  continues 
quel  que  soit  Tangle  0  pour  cette  valeur  de  r  et  pour  oiie 
valeur  plus  petate.  H  est  avantageux  de  choisir  le  modnk 
r  de  hi  de  telle  sorte  que  la  limite  asargnée  pour  le  module 
de  r  —  ^.devienne  la  plus  grande  possible.  On  y  parviendra 

en  réduisant  la  quanti  té  X  -^ — ^  à  la  plus  petite  valeur 

qu'elle  puisse  acquérir.  - 

Pour  montrer  sur  un  exemple  tràs-simple  une  ap^ 
cation  des  formules  qui  précèdent,  concev<m8  que  l'équa- 
tion ^o:  =  9  (x)  cf<  se  réduit  i  dlr  SX' </r,  a  désignant 
une  constante  positive.  Si  Ton  suppose  x  positif,  afia 
que  f  (x)  ^.X"  soit  toujours  réel ,  Texpression 

ne  restera  continue  pour  des  valeurs  fraftionnaires  ou 
irrationnelles  de  Texposant  a  qu'autant  que  l*on  aura 
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^<x:  on  aura  alors 

X(*+A,)='H-r,  L{x+h;r={*+ry,  LÎf±^=fe±î>. 

I^a  phis  petite  râleur  que  puisse  acquérir  cette  dernière 
quantité,  eu  égard  à  la  condition  r< x,  sera ,  i^  si  Ton 
suppose  a  <  a,  la  valeur  qui  correspond  à  r=a:,  savoir, 
r*  a:*~*  ;  2®  si  Pou  supposera  >  2,  la  valeur  qui  corres- 
pond à  la  formule 


Dr' ^  =  0,     OU     r  =  . 

r 


{«-!)- 


donc,  en  vertu  du  théorème  premier,  {  et  r  désignant 
deux  valeurs  correspondantes  des  variables  oêelt  assujet- 
ties à  vérifier  Téquation  dx=:afdtj^  sera  développable 
en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  différence  r  —  f,  tant  que  la  valeur  nu- 
mérique de  cette  différence  restera  inférieure  à  la  n).oitié 

du   rapport   -j— ^,  si  ronaa<^5et  àlamoîtiédurap- 


a'x» 


port ~—  n  Ton  a  a  >  a.  Or,  en  effet,  on  lire  de 

Téquation  dx=^x^  di^  intégrée  directement, 


I  — d 


et  la  puissance  [i — (a — i)af'~^  (r  —  O]'""*  ^^^^  déve- 
loppaUe  en  ime  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  différence  r  —  /,  si  la  valeur 
nianérique  de  cette  différence  est  inlSérieurc  à  celle  du 

48.. 
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rapport  7'~3~{~ii:;'  D'ailleurs,  îl  est  clair  que  ce  deruier 
rapport  surpassera  toujours,  abstraction  faite  du  signe, 
le  rapport  —^ — ^^ ,  et  à  plus  forte  raison  sa  moitié,  si  Fou 


1'  x" 


supl^ose  û  <  a^  le  rapport  — ^ — ^^,  et  a  plus  forte  raison 
sa  moitié)  si  Ton  suppose  a>>2.  Eu  efiet,  on  aura  dans  la 
première  hypothèse.  J/. >!>-;»  et  dans  la  se- 
conde, a" >  (i  — flV,  — ! —  >  LLllfZ_.  Donclethéo- 

rème  premier  se  vérifie  à  l'égard  de  l'équation  dx=j^dt: 
et  même  îl  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire  que,  pour 
une  équation  différentielle  de  cette  forme,  on  obtiendn 
encore  une  liiaîte  supérieure  à  la  valeur  numérique  que 
la  dîfTéreuce  t  —  f  peut  acqiiérir  y  à  la  formule 

on  substitue 


^  (fijx-h  hj)  ' 


Cette remaiK{uc  s'applique  paretUe-mentauic  équatîcms  dif- 
férentielles 

dx  ^  ET*  dty     dx  =  e"  dt^      dx  =  <?-«  A, . , ., 

dont  il  est  facile  de  calculer  ^rectement  les  intégrales, 

292.  Concevons  à  préseïit  que  dans  le  second  membre 
de  Téquatiou  dx  =  Fi  J^,  Fi  soit  à  la  fob  fonction  de  x 
et  de  /,  en  sorte  qu'on  ait  Fi=f  (x,  t).  Alors  l'int^nlo 
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sera  fournie  par  la  formule 


dans  laqodle  on  aiu-a 

F;/{.r)  =  f(x,   r)/'(^),..., 
et ,  par  suite, 

F^/(a;)  =  f(:r,  (-)f(^,  0/:W-+-r(x,  ijDJi^:,  /"');/'(.r), 

+  f(x,  0[f(*,Oi>i%,  ^")+D,f(x,oi>.f('^,0]/'W. 

D'aulre.part,  comme  dans  les  iotëgrales  déânies  les  va- 
riables t\  t"^  «*,...  devront  rester  comprises,  la  prQpfiiài*e 
entre  les  limites  t  et  r,  la  seconde  entre  les  limites  r  et  t\ 
la  troisième  entre  leslûnites  t  et  ^'V«->îlcst  clair  que  ces 
variables  resteront  toutes  comprises  entçe  les  limiter  r  et 
t  \  d'où  il  suit  que  chacune  d'elles  pourra  être  r^résentée 
par  une  cicpression  de  la  forme  «  -}-  s  (r  —  t)\  e  dési- 
gnant un  nombre  renfermé  entre  les  limites  o,  i.  Cela 
posé ,  si  Ton  représente  encore  par  £f  la  plus  grande  va- 
leur que  puisse  acquérir  lo  module  de  la  fonction  imagi- 
naire f  [x  -1-  /?i,  ^  +  e  (r  —  ^)],  lorsque  dans  /?,  on  fait 
varier  Tangle  Q  sansf^hangcr  la  valeur  de  r,  ni  celle  de  e^ 
si  d'ailleurs  on  nomme  e„,  celle  des  valeurs  de  e  pour  la- 
({UcUe  le  module  £f  devient  le  plus  grand  possible,  et  /* 
un  nombre  entier  quelconque ,  on  tirera  successivement 
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de  la  formde  M.  f^'  (x)  <  (—  i)"  D;  (f^y  £, , 
Af.B;f(x,  O  <  (-  i)«d;(^')^A, 

puis  de  ces  dernières  formules  on  conclura,  en  dëa- 
gnant  par  Zf"  le  module  maximum  maximorum,  et  yàs 
Ri,  Rf,  Rt5«--  les  mêmes  fonctions  de  r  que  ci-dessus. 


Il  fallait  nécessairement  que  les  coefficients  Rt,  Rf,  Rsv 
conservassent  les  mêmes  valeurs  que  précédemment;  cir 
lorsqu'on  réduit  la  fonction  ({Xy  i)  à  fC^),  les  demièro 
formules  doivent  coïncider  avec  celles  que  nous  avons 
déjàJ|obtenues,  et  cela  arrive  effectivement,  mais  sous  It 
condition  que  les  valeurs  de  Ri,  Rt,  Rs,. . .  restent  les 
mêmes  dans  les  deux  systèmes  de  formules.  La  valeur  gé- 
néra]e|de  R»  restant  la  même,  on  aura,  pour  ujoe  vakor 
quelconque  de  /i, 

M.¥'^r^¥l...t;V{x)  <  ..3.5. .  .(a«-,)r-(z-iji^, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

M.KKK. .  -K  m  <  '  .3.5.. .  (a.  -  0  \l  ^'^'"  ^  +  '-(--)lj-r 

Donc  le  terme  général  de  la  série  qui  donne  Tint^ale 
cherchée  offrira  une  valeur  numérique  inférieure  àceDe 
du  produit 

1.2.3... A     p       ^   *  hi  y    ' 
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^%j  à  plus  forte  raisbn ,  à  celle  du  produit 

<loiic  enfii»  la  série  en  queslion  sera  convergente  si  Ton  a 

et  al(»«,  I^  reste  de  k  s4ne  réduite  à  ses  n  premiers  ter- 
mes offrira  une  valeur  numérique  inférieure  au  produit 

n  est  important  d'observer  que  le  module  r  de  hi  doit 
être  tel  que  chacune  des  fonctions 

f[x-f-Ai,     r4-i(T--0],    /(x-4-A,.), 

demeure  finie  et  continue  quel  que  soit  Tangle  6,  pour 
la  valeur  attribuée  à  ce  module ,  et  pour  une  valeur  plus 
petite..  Il  sera  d'ailleurs  avantageux  de  choisir  ce  même 
module  de  telle  sorte  que  la  limite  assignée  par  la  for- 
mule (C^  )  à  la  valeur  numérique  de  r  —  t  soit  la  plus 
grande  possible.  Si  Ton  pose  en  particulier  f{x)  =  x, 
rintégrale  deviendra 

et  le  reste  de  la  série  comprise  dans  le  second  membre 
dç  cette  formule   sera  inférieur,  abstraction  faite   du 
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signe,  à 

[EWj      t L^ _ -fi l^L(x-1-U 

On  peut  doncéaoncer  la  proposition  suivante. 

293.  a?^®  Théorème.  Supposons  que  k  rariaUe  teth 
fonction  x  de  cette  variable  ^taQt  liées  entre  elles  par  Té- 
quation  diflKrenti  elle 

dx  ±=  f(x,  t)dt^ 

on  nomHBie  \  une  nouvelle  valeur  de  la  fonction  x,  coi^ 
respondante  à  une  nouvelle  valeur  t  de  la  yariable  f;  l 
sera  dëveloppable  par  la  formule  [T^  ^'^]  en  série  eonver» 
gente.  Si  l'équation  (C,)  est  vérifiée,  c'est-à-dire  si  la  va- 
leur numérique  de  la  différence  t  —  f  est  inférieure  à 
celle  que  détermine  l'équation 


{T-^t)L  -= i . =  r» 


la  valeur  du  module. r  de  A,  étant  assujettie  à  la  seule 
condition  que  la  fonction  f  [x  -h  A^,  t  +  ê(t  —  t)]  de- 
meure finie  et. continue,  quel  que  soit  l'angle  9,  pour  celte 
valeur  de  r  et  pour  une  valeur  plus  petite.  Alors  le  reste 
de  la  série  réduite  à  ses  n  premiers  termes  sera  infé- 
rieur ,  abstractioQ  faite  du  signe,  au  produit  [£'[' ^.  Alors 
aussi  une  fonction  quelconque  de  ^,  désignée  par  f{\)^ 
sera  elle-même  développable,  par  la  forqiule  (1^  ),  en  une 
série  convergente ,  et  le  reste  de  cette  sérîç  sera  inférieur, 
abstraction  faite  du  signe,  au  produit  (E,),  si  le  moduler 
est  assujetti  à  la  double  condition  que  les  deux  fonctions 
/  (x  +  hi ),  f  [x  H-  A.,  i  -I-  e  (t  —  i)],  demeurent  fi- 
nies et  continuesr,  quel  que  soi4  l'ange  9,  pour  la  valeur 
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attribuée  à  ce  module,  et  pour  une  valeur  plus  petite. 
Pour  j&outser  une  application  des  formules  qu'on  vient 
d^étaUb,  concevofis  q«e  Téquation 

"  dx  ±z  ((x,  t)dt 
se  réduise  à 

Ar  £=  (X  -+-  tfài^ 

a  désirant  une  quantité  positive  quelconque.  Si  Ton 
suppose  X  +  t  positif,  afin  que  f(x  +  t)  soit  réelle,  et 
T  <  f ,  la  fonction' 

f[x-f-/i,.,   t-^  ,(t  — ^)]c±-[j:-hA,-t-r-f-i(T  — f)]-' 
ne  restera  continue  pour  e  =  o ,  qu'autant  qœ  Ton  aura 

alors  on  trouvera 

et,  en  nommant  e^  la  valeur  de  e  pour  laquée  cette  der- 
nière expression  devient  la.  plus  grande  possible ,  on 
aura  «^=:  i, 


X 


La  jdus  petite  valeur  que  puisse  acquérir  cette  demlètc 
quantité,  eu  égard  à  la  condition  r  <[  x+  f ,  sera  celle  qui 
correspond  à  /*  =  x  +  f ,  savoir, 

(2Jr  -f-  ^  4-  r)", 
X  -^t  ' 

X    -\-     T 

OU  celle  qui  correspond  à  r  =  — r^^ — ,  savoir , 


(rrTp.('  +  ')^'' 
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suivant  que  :ç  +  ^  sera  inférieur  ou  supérieur  i , 

c'est-à-dire ,  en  d'autres  termes ,  suivant  que  le  ncniilire  a 
sera  inférieur  ou  supérieur  à  Texpression 

X  -h  r                      r  —  e 
I  H =   2-1 . 

X  -h  t  4?4-  ^ 

^      Si,  poor  fixer  les  idées^  on  suppose  leBombre  a  iBférieur 
à  2,  il  sera  inférieur,  à  plus  forte  raison ,  i  Texpression 

2  -^ — ^^^ ,  et,  en  remplaçant  dans  la  formule 

X  -^  i 

le  coefficient  de  t  —  t  par  le  produit  ^-^f -ÎL,  qh 

réduira  cette  formule  à 

Cette  équation  est  évidemment  vérifiés  par  une  valeur 
positive  de  r,  comprise  entre  les  liq^iites  r  <=  ^,  r  =  «, 
qui,  substituées  dans  le  premier  membre,  le  rendest 
successivement  nul  et  infini.  Il  y  ^  plus  :  comme  on  a 
généralement 

(2jr  H-  ^  H-  r)*-^'  —  (2x  -H  2f)^' 
'  a  4-  I  ^ 

=  r   (MH-f-hry^c^r  <{r— t)(2x-h/-f.r)-; 

il  est  clair  que  la  valeur  de  r ,  propre  à  vérifier  la  fomuile 

(r  -r)  (2X4-  r  -h  tY  =  i(*  4-  t), 
sera  inférieure  à  celle  qmi  vérifie  la  condition 

(2X  +  r-H  r)^'  —  (2Jr  -h  2/)*^'  _  ^   .^ 
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à-4lireà  lalimile 

I 

[a  -*- 1  -la  H-  l 

donc  elle  aéra  comprise  eutrc  t  et  c«tte  denûère  limite , 
ce  qui  permettra  de  la  calculer  facilement  pour  chaqpe 
système  de  valeurs  attribuées  aux  variables  Jtr  et  t.  Or , 
pour  la  valeuf  de  r  ainsi  déterminée,  la  série  qui  donne 
la  valeur  de  |  ou  Tintégrale  chercbée  deviendra  conver- 
gente etoifiîra  un  veste  iAférieur>' abstraction  faite  du 
signe,  à  TexpressioB  [Ec  ]>  ou,'ce  qui  revient  au  même,  à 
r  a  (t  —  t)  (ax  H-  ^  4-  r)*1* 

Donc  cette  série  fournira  Tintégrale  générale  de  Téqua- 
tion  /ir  =  (a:  +  tydf^  et  l'on  pourra  dire  combjien  3e 
termes-on  doit  conserver  dans  le  second  membre  de  cette 
formule ,  pour  obtenir  la  valeur  de  Ç  avec  un  degré  donné 
d'approximation.  Ces  conclusions  subsistent  quel  que  soit 
le  nombre  désigné  pa^  a.  Toutefois,  dans  le  cas  où  ce 
nombre  devient  considérable,  il  est  avantageux  de  rem- 
placer Iç  coefficient  dé  r  —  t  dans  l'expression 

(aj?-h  f  H-  r)«  .        "  j    . 

non  par  ^ ^,  mais  par  le  produit 

En  opérant  ainsi ,  on  obtient  Téquation 
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qui  fcmrnit  une  valeur  de  r  înfiirieiire  à  celle  qui  vcnfie 
la  condition 

par  conséquent  une  valeur  de  r  inféneure  à  la  limite 

I 

r = (*H.  f)|^n.x^,  -^y^v  H-./)-y-  X. 

La  val^r  de  r  en  question  surpassera  uotablemenu  si 
a  devient  considérable,  céUt  qui  vérifierait  Téquation 

(r  —  r)  (ax  +  t  4-  r)-  =  t(x  -+-f), 

et  une  vdaur  pIuS  petite ,  nuiis  supérieure  à  t^  rendra 
convergente  la  série  qui  donne  la  valeur  de  ^.  AjooioDs 
que  le  reste  de  la  même  série  sera  inférieur,  absiractîoa 
faite  du  signe ,  au  produit 

294.  Cette  détermination  des  conditions  de  conver- 
gence et  des  limites,  de  la  série  qui  donne  Fînt^iralc 
{cherchée ,  peut-  être  facilement  '  étendue  à  un  système 
quelconque  d'équations  diflerentielleç  entre  une  variable 
indépendante  t  et  des  fonctions  x,y,  r,...  de  ces  mêmes 
variables.  En  effet,  soit  f (x,  j,  r,...)  une  fonction 
quelconque  des  varîiibles  réelles  ou  imaginaires  x,  jr, 
z, Soient  d'ailleurs  Xf,  j^,,  -z,,...  des  variables  imagi- 
naires dont  les  modules  soient  respectivement  r,  r',  r',..„ 
en  sorte  qu'on  ait 
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(/,  &",  <r,...  éMSitit  des  arcs  rëck;  et  supposons  les  <lio- 
dules  r\  r",  r'*, . . .  choisis  de  manière  que  la  fonction 

f(4?-f-lr,,     J-f-jTf,      «H- 2.,...) 

reste  finie  et  continue  quels  que  soient  les  arcs  d*,  &\ 
6*^,...,  pour  les  valeurs  attribuées  à  ces  modules,  ou  pour 
des  valeurs  plus  petites  ;  pu  tirera  successivement  de  la 
formule 

J  — *w 

/-Ht  '  '  • 

et,  par  conséquent, 

Eii  dé^gnant  par  m',  m",  m**,...  des  nombres  entiers 
quelconques,  on  ticera  pareillement  de  la  formule  - 

i.2..jn'  i.a...j»i"   i.a...»i*       ,, 
en  posant— p;r-.—;7»—.—pi-—  =  K,  • 

puis,  en  indiquant  par  la  notation  Lt  la  plus  grande  va- 
leur que  puisse  acquérir  le  module  de  la  fonction,  imagi- 
naire f,  lorsque  dans   xij  y  h   ^h"-  on  fait  varier  les 
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allées 6\  0%  0'^y...jMns  dMuagerles  nuxhiles r\  1^,  r*,..., 
on  aara 

OU,  ce  qui  revient  au  même , 

Cette  dernière  formule  subsiste  lors  même  que  les  nom- 
bres m',  m",  m"*,...,  ou  quelques-uns  d'entre  eux,  se  ré- 
duisent à  zéro,  n  est  d'aiUeurs  une  remarque  importante 
à  faire,  c'est  que,  pour  obtenir,  au  signe  près,  le  secood 
membre  iA  la  dernière  inégalité,  il  suffit  de  prendre 

puis  d'effectuer  les  différentiations  indiquées  par  la  noii- 
tionDlJîf +«"'+•  f(x,jr,  a,,..),  c'est-à-dire  de  differcmier 
f(x,  y^  ^v))  ^  ^^^^  P^  rapport  à  x,  m"  fois  par  rap- 
port ij*,  m*  fois  par  rapport  à  z,...,  comme  si  R  déô- 
gnait  une  constante  ou  une  quantité  indépendante  de  ces 
variables,  sauf  à  poser  apnès  les  xiifférentiauions  effecinées 
R  =  Zf ,  et  hors  de  la  fonction  R,  a:  =  r'  ,  j^  =  r' , 
z  z=z  r".,. . . . 

295.  Considérons  maintenant  un  système  d'éqnatioBs 
différentielles  de  la  forme 

djÊ  =z  ¥jdt^     dy  =  F,i£f ,     dz  15=  Fs* , 

Si  Fi,  Ff,  F),.».,  sont  des  fonctions  des  seules  variables 
^y  Xj  ^7'  •  '  9  ^^  sorte  que  l'on  ait 

F.  =rf,(a?,/,  J, ...),     F.  =^,(ir,  ^,   «»...)» 
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-«t  qu'on  désigne  par  ui=f{Xyjr,  ^v)  inw  riouvelle 
fonction  de  ces  mêmes  vanilles,  une  intégrale  des  équa- 
tions proposées  sera  fournie  par  Féquation 

y(è,  »,  ç....)  =/(x,r,  «»•••)  -+-  (r  —  r)FD/(x, r,  «,...) 

dans  kquelle  on  auivi 

Cela  posé,  il  est  clair  que  dans  le  poIynAme  représenté 
par  F]Jj  /{x^  y  y  z, . . .  ),  un  ierme  quelconque  sera  le  pro- 
dtiit  de  plusieurs  facteu;^  égaux  ou  inégaux,  dont  cha- 
cun coïncidera,  soit  avec  Tune  des  fonctions^,  fi,  ipt, 
f  s, . . . ,  soit  avec  Tune  de  leurs  dérivées  des  divers  ordres^ 
prises  par  rappod  a  une  ou  à  plusiears  des  variables  a:, 
y^  js,  • . .  ^  et  pour  obtenir  une  limite  supérieure  au  mo- 
dule de  Fp  /(x,  y,  z,...),  il  suffira  évidemment  de  rem- 
placer chacun  des  facteurs  en  question  par  une  limite 
supérieure  à  son  module ,  limite  que  nous  avons  appris  à 
déterminer.  En  opérant  ainsi,  on  obtiendra  pour  linlite 
supérieure    an  module  du    polynôme    représenté   par 
F^^f(Xj  fj  ^,.«.)»  ^^  second  polynôme  que  nous  déw- 
gnerons  par  A,  et  qui,  en  Vertu  de  la  remarque  précé- 
demment faite ,  se  déduira  facilement  du  premier.  En 
effet,  pour  avoir,  au  rfgne  près,  la  valeur  de  A ,  il  suffira 
de  chercher  ce  que  devient  Fjj^y  (a:,  jr,  -e,...)  quand  on  y 
pose,  avant  les  dî^rentiations'relatives  à  x,  j',  ^,.«.5 

/  = A,     ^.n:  A., 

xyz,.,  arjrz.., 

;r^'S...  xyz,,. 
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puis,  après  les  difierentiations, 

A  =  Z/,     A,  =5  Zy, ,     A,  =  X^,,     A3  =  I^. 
D'autre  part,  comme  on  trouvera  le  polynôme 

composé  de  termes  tous  posi^fs ,  ou  tous  négatifs,  suivant 
que  n  sera  pair  ou  impair,  il  est  clair  qu'il  suffira  de  mul- 
tiplier par  ( —  i)"  la  valeur  trouvée  de  Fd^ (x,  y^  -«,.••)? 
pour  eo  déduiw  celle  de  A.  Si,  pour  abréger,  on  pose 


xyz.,. 
on  aura 

/{«,>;,  2,...)t=A^, 

FS  /(x, >,  z, .;.')  =  A FëV  =  X/.f  &^^  ; 
par  suite,  ou  aura 

Az=P„X/, 

pourvu  qua  Ton  désigne  par  P^  ce  que  Aevîent  Vexpres- 
sion  (— i^^'F'd  P  ^i^^iid  on  9  égard  aux  remarquas  que 
nous  avons  £Biite&.ll  reste  à'détermifaer  p„.  C^,  «  Ton  re- 
présente par  u,  »/,  %Vy...  d^^. fonctions quelebnques  dex^ 
j<^,  z;...,on  aura  évidemment,  en  venrtu  des  équations  qui 
définissent  la  fonction  Fd/'(^,  j-,  jT,  . . .},  et  de  l'équation 

Fd/(x,  r,  ^y)  =  P  (A.D,/--*-  A,D^/+  Aj  p,/-f..  . .}, 

Fola-V*»  H-  tv-l-:..)  =rD«  •4-Fdj'+Fd«'-4-..., 

Fd  .ap=  mTo»'  h-  fFutt , 

Fop.=  -«p-(^  +  ^  +  ^+...). 

^  /A7  •  Aj    a;       n  /a^h-  ,  a;-5-'  ,  A',+'  ^  \ 
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et,  par  conséquent, 

/A,      A,      A3  \ 

,/A,      A,      A3         V       .Mî      A»      A!  \ 

^    VA,      A.      A3         V        ^/A.      A,      A3         \/Aî      a;      Aï  \ 

puis  on  en  conclura,  en  posant  hors  des  fonctions  Ai, 
A„  Ab,...,  X  =  r',  j^  =  r",  «  =  r"",...,  et  par  suite 
P=  I, 

A       A.     A3  .       Y./'AÎ      Aï       a;  X 

A,    A,    A3      V.  f^t.^^    A3  .    \/a;     aï     a;       \ 

/A!       A!       A?  \ 

les  valeurs  de  Ai,  A|,  Ag,...  étant  déterminées  conune 
nous  Tavons  dit.  D'autre  part ,  comoie  on  aura  évidem- 
ment 

r'm^  r"'       r"*       ^  "^  \  r'  ^  r"       r'  i  ' 

on  en  déduira 

»"»<'5(p'  +  ^*  +  fi+...y, 
T.  II.  4q 


1 
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et,  géiiëralement, 

^  N  désignant  le  /i'*'^  dernier  terme  de  la  suite 

I,  2-f-  <^  =  3,     64- 7 -h  2  =  r5, ..., 

c^est-à-dire  la  somme  des  coefficients  numériques  compris 
dans  le  second  membre  de  Téquation  qui  donnerait  F^p. 
Or,  ces  coefficients  conservant  les  mêmes  valeurs,  que) 
que  soit  le  nombre  des  Tai^ables  x,  jr^  ^v»  îl  sofira* 
pour  obtenir  le  nombre  N,  de  considérer  le  cas  trè»* 
simple  où  Ton  aurait 

P=^,     FD/(a:)  =  A.pD,/(*); 

on  trouverait  alors 

et,  comme  on  tire  directement  des  équations 

p  =  ~,       Fd/(x)  =  A.pD,/(x),      , 

(-  i^vF»  p = 1 .3.5. . .  (2/1  --i)p-^t  ^A^y, 

on  aura 

N  =  1 .3.5. .  .  (2/1  —  i), 
et,  par  suite, 

P.<i.3.5...(a«-.)(^'H-^:  +  ^  +  ...)'. 
Ainsi  A,  qui  représente  une  limite  supérieure  au  mo- 
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diile  de  Fd  f(j^  y-,  -Zv*-)»  '^  pourra  suq)aafter  le  second 
membre  de  rinCgalité  précédente  ^  ï  en  résulte  que  le 

terme  général --U^-^  Fd/(j:,  J,  ^,...)de  la  séria  cjui 

donne  rintégrak  cheinhée,   offrira  une    valeur  numé;' 
rique  inférieure  à  celle  du  produit 


1.3.5...  {p.n  —  I  ) 


[('-')(7+^^+^'+---)T^-^' 


I .2.^. . .  n 
par  conséquent  à  celle  du  produit  > 

donc  les  différents  (ermos  de  la  série  en  question  oi{ri- 
ront  des  valets  numériques  inférieures  à  cdles  des  ter* 
mes  correspondants  de  la  progression  géométrique  qui 
aurait  ce  dernier  produit  pour  tertne  générait  or,  cette 
progression  sera  convei^nte  si  Ton  a 

^[=  ('- ')(p  +  r- + f^  ■^- •')]<»  ' 

ou,  ce  qui  raient  au  même,  en  substituant  p<nir  A  j ,  A 2, 
As,, . .  leurs  valeurs; 


(C,)      M.{T^tX 


Xi  yi    '  Zi 


et  alors  si  Ton  remplace  la  somme  de  la  série  par  la 
somme  de  ses  n  premier»  termes,  le  reste  de  la  série,  où 
Terreur  commise,  sera  infârUEur,  abstraction  faite  du 
signe,  au  reste  de  la  progression  géométrique,  c'est-à- 

49- • 
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dire  à 

,-».[a(,-,l(*'  +  ij  +  ^  +  ...)] 

Si  Ton  suppose  en  particulier  f  {x^  y^  z,...)  =x,  la 
série  qui  d^ne  Vintëgrale  devient 

*^      ■■  I  1.2  1.2. 3 

le  reste,  quand  ou  s'arrêtera  an  n'^^  terjne,  ofirira  uii 
module  inférieur  à 

[EifT         i-i :-^^^ î^ '- ^  X  (X  -H  *.). 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivanto. 

296.  3**^  Théorème.  Supposons  que  la  variable  f,  ei 
des  fonctions  x,  y,  Zy...  de  cette  variable,  étant  liées 
entre  elles  pac  les  équations  diffiérentielles 

on  nomme  $,  >3,  (^,  •  •  •  de  nouvelles  valeurs  de  x,^,  jj,.... 
correspondantes  à  une  nouvelle  valeur  r  de  f  ;  Ç,  n,  ^,... 
serpnt  développables  par  la  formule  [r^)]  en  séries  cou* 
vergeutes  ordonnées  suivant  les  paissances  ascendantes  de 
la  différence  r —  f ,  si  la  valeur  numérique  4^  cette  diffé- 
rence est  inférieure  à  celle  que  détermine  réquation 


t^t=.\- 


Xi  Xi  *i 
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l^s  modules  r,  r^,  r",...  des  expressions  iinagintiires.  ' 

étant  choisis  de  manière  que  les  fonctions 

demeurent  finies  et  continues ,  quels  que  soient  les  an- 
gles &^  9^,  6*, ... ,  pour  les  valeurs  attribuées  à  ces  mo- 
dules, et  pour  des  valeurs  plus  petites.  Alors  le  reste  de 
chaque  série  réduite  à  ses  n  premiers  termes,  sera  infé- 
rieur, abstraction  faite  du  sigqie,  au  produit  [Ei'^J  ou  k 
celui  quon  en  déduirait  en  remplaçant  Z(a:  +  x^  par 
Tuqe  des  quantités  LÇy-^-y^^j  L{z  +Zi  ),.•••  Alors  aussi 
uue  fonction  quelconque  de  Ç,  m^  fvj  désignée  par 
y(Ç,  >7,  ^,. .  .)î  ^^*  elle-même  développable  en  une  sé- 
rie oonvergenbe  ordcAinée  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  T  —  t^  et  le  reste  de  cette  série  sera  inférieur, 
abstraction  faite  du  signe,  au  produit  (En)»  si ,  pour  less 
valeurs  attribuées  aux  modules  r',  r'',  r"^,..,,  ou  pour  des 
valeurs  plus  petites,  la  fonction 

demeure  linie  et*continne  aussi  bien  que  les  fonctions 
7ii  ?t>  <Ps^---9  quels  que  soient  d'ailleurs  les  angles  6',  â^, 

397.  Si,  dans  les  équations  proposées  (D),  Fi,  Ff, 
Fs,...  renferment  explicitement  la  variable  r,  dt;s  rai- 
sonnements pareils  à  ceux  par  lesquels  nous  avons  établi 
le  a*"'  théorème  fourniraient,  au  lieu  du  3°**  théo- 
rème, celui  que  nous  allons  énoncer. 

4"'  Théorème,  Supposons  que  1«  variable  /,  et  des 
fonctions  x,  j,  2,...  de  cette  variable,  étant  liées  par 
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les  équations  différontîeUes 

QD  nomme  \^  m^  ^,...  de  nouvelles  valeui::si  dex,  j-,  2,..., 
correspondantes  à  une  nouvelle  valeur  r  de  ^.  Concevons 
d'aillears  que  u  =  f  (x^  y,  -Z)*--)  ^lant  une  fonction 
quelconque  de  r,  j^,  z, . . . ,  on  pose ,  pour  abrëger , 

Fd «  =  ^il>,«  +  CiPr«  -f  ^3D,a  -h. .  . , 
et  que  Ton  désigne  par  P^m,   F'ptt,  F^i/,...  ce  que  de- 
vient Fi)U  quand  à  la  variable  t  on  substitue  d  antres 

variables  t\  t"^  «*', Soient  encore  t\  e%  c*,.,.  des 

nombres  inférieurs  à  Tunité,  et  supposons  les  modales 
r',  r",  r*,...  des  expressions  iqiaginaires 

choisis  de  manière  que  chacune  des  fonctions 

demeure  finie  et  continue,  quels  que  soient  les  angles 
d',  0^5  fi*,.- 9  pour  les  valeurs  attribuées  à  ces  modules  et 
pour  des  valeurs  plus  petites.  Enfin,  posons 

A. =  Z'**=:X^,[x ■+.«-.,    x-hyi,   z-h2.,   /4-f.(r  — fj], 

Z  indiquant  le  plus  grand  module  que  puisse  acquérir 
chaque  fonction  quand  on  fait  varier  les  angles  Q\  fi",  8*, 
sanschangerr',  r",r *,...,  et e'^,  e^,  e^^,...  représenuntles 
valeurs  qu'il  faut  attribuer  à  c',  e",  £*,  pour  que  chaque 
module  devienne  le  plus  grand  possible.  ^,  y;,  Ç,...  se- 
ront développables  en  séries  convergentes  par  la  fonnide 

J*t  J  t  J  T 
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^t  autres  semblables,  si  la  valeur  numériqoe  de  r  —  t  est 
infiérieure  à  celle  qu^  détermine  réquatiota 

.    ('-<^+^+^-^--)=- 

Alors  le  re%te  de  chaque  série  réduite  à  ses  n  premiers 
termes  sera  inférieur,   abstraction    faite  du  signe,   au 

produit  [Ei],  ou  à  celui  quon  obtiendrait  en  rempla- 
çant L(x  +  Xi)  par  l'une  des  quantités  ^(/H-J".), 
L(z  +  -^i),...,  les  valeurs  de  Ai,  A„  As,-*-  étant  tmi- 
jours  déterminées  par  les  mêmes  expiations.  Alors  aussi 
la  fonction  y^(^,  yj,  Çv«0  sera  elle-même  Séveloppable 
par  la  formule 

V 

et  le  reste  de  cette  série  sera  inférieur,  abstraction  faite  du 
signe,  au  produit  (E»)?  si,  pour  les  valeurs^attribuées  aux 
modules  r',  r'\  r*,...,  ou  pour  des  valeurs  plus  petites,  la 
fonction  f  (x  +  x,,  y  +^i,  z  +  ^„...)  demeure  finie 
et  continue  aussi  bien  que  les  fonctions  fi,  fi,  fs)*.., 
quels  que  soient  d'ailleurs  les  angles  9\ff'y6r^..., 

Dans  l'application  des  3°*  et  4**  théorèmes,  il  est 
avantageux  de  choisir  les  modules  r\  r\  r*....,  de  telle 
sorte  que  la  limite  assignée  au  module  de  <r  —  t  soit  la 
plus  grande  possible. 

298.  NotcOn  a  vu,  par  ce  qui  précède,  que  pour  déter^ 
miner  le  reste  des  séries  qui  expriment  les  intégrales  des 
équations  proposées ,  il  fallait  chercher  la  valeur  <„  de  e, 
propre  à  donner  la  plus  grande  valeur  possible  à  une  e3t- 
pression  dépendante  de  6,  el  que  l'on  supposait  déjà  par- 
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venue  â  son  maximum,  par  lapport  à,0.  Cette  plus  grande 
valeur,  qui  couduit  à  Texpiisfision  du  reste,  est  du  genre 
de  celles  qu'on  a  appelées  maxima  maximonan  et  que 
M.  Cauchy  aj^rend  à  déterminer  dans  une  petite  JSote 
récemment  publiée,  que  Ton  sera  bfen  aise  de  retroor 
ver  ki. 

Soit  X  une  variable  "téelle  "et  u^=if{x)  une  fonction 
réelle  de  a>,  <[ui  demeure  continue  aveo  sa  dérivée  se- 
conde f"(x)^  du  moins  entre  certaines  limites.  Les  va- 
leurs de  X  qui,  étant  comprises  entre  ces  limites,  corres- 
pondront aux  valeurs  maxiifta  et  minima  de  la  fonction  ii, 
seront,  comme  on  sait,  celles  qui  vérifieront  Téquation 

r{x)  =  o, 

oii,  ceiqui  revient  au  même,  Téquation 

\}^u  =  o. 

On  sait  encore  qu'une  racine  simple  de  cette  dernière 
équation  fournit  un  maximum  ou  un  minimum,  de  u,  sni- 
•  vant  que  la  valeur  correspondante  de  Dlu  est  une  quan- 
tité négative  ou  positive. 

Dans  certaines  questions  il  importe  de  déterminer, 
non  pas  tous  les  maxima  ou  minima  d'une  fonction 
donnée,  mais  seulement  le  plus  grand  de  tous  les  maxima, 
ou  le  plus  petit  de  tous -les  minima,  c'est-à-dire,  en  d'au- 
tres termes,  le  maximum  maximorum  ou  le  minimum 
minimorum^  on  peut  y  parvenir  dans  un  grand  nombre 
de  cas  à  l'aidé  des  con^dérations  suivantes  : 

Concevons  que  la  fonction  u  renferme ,  avec  la  varia- 
ble X,  un  certain  ]^ramètre  a  :  il  arrivera  souvent  que 
pour  une  valeur  particulière  de  ce  paramètre,  il  sera  fa- 
cile de  reconnaître  quelle  est  celle  des  racines  de  l'éqiu- 
tion  Dj,u  =3  o  qui  fournit  le  maximimi  maximorum  de 
if.  Soient  X  cette  racine,  et  U  la  valeur  correspondante 
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de  u  OU  le  maximum  maximorum^  on  aura 

U=/(X), 
X  étant  racine  de  Téquation 

D,«  =  /'(ap)  =  o. 

Concevons  maintenant  que  le  paramètre  a  vienne  à  va- 
rier par  degrés  insensibles  !  Ja^xacine  X,  qui  correspond 
au  maximum  maximorum  de  la  fonction  u,  variera  elle- 
même  en  général  par  degrés  insensibles ,  jusqu'à  Tinstant 
où  Ton  aura  i«  =  i/,,  u^  désignant  un  autre  maxitnum 
correspondant  à  une  autre  racine  Xi  cle  Téquation. 

/'(x)  =  o, 

par  conséquent  jusqu'à  Tinstant  où  Téquation  en  i/,  pro- 
duite par  l'élimination  de  x  entre  les  formules 

acquerra  des  racines  égales.  Soit  (7=  o  cette  équation  en 
u  ;  parmi  les  valeurs  de  u  qui  représenteront  des  racines 
égales,  se  trouveront  comprises  celles  qui  correspondront 
à  des  racines  égales  de  l'équation  . 

D,a  ==  o, 

c'est-à-dire  à  des  valeurs  d&*x  pour  lesquelles  se  vérifle- 
ront  simultanément  l'équation 

Dxif  =  o, 
et  la  suivante 

Dl  a  ^  o. 

Des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons 
fkit  usage,  nous  auraient  conduit  aux  mêmes  équations 

U  =  o,     DJw  =  o, 

s'il  eût  été  question  de  fixer,   non  plus  le  maximum 
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maximorum ,  mais  le  minimuni  fninimorui^  àe  la  (onc- 
tion II.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

i*''  Ti4orèine.  Soient  x  une  variable  réelle  et 
a  ^=  f(x)  une  fonction  de  x  qui  demeure  continiie, 
du  moins  pour  des  valeurs  de  x,  renfermées  entre  cer- 
taines limites  ;  soit,  de  plus,  X  une  racine  de  rà{uation 

DxM  =::  G, 

<jui,  étant  comprise  entre  ces  limites,  foiumisse  le  maxi- 
mum maximorum,  on  le  minimum  minimorum  de  la 
fonction  u.  Si  ce  paramètre  vient  à  varier,  la  racine X 
continuera  de  correspondre  au  maximum  niaximorum 
ou  au  minimum  minimorum  de  Ja  fonction  u,  jusqu'au 
moment  où  le  paramètre  a  deviendra  tel  que  TéquadoD 
?/  =  o,  produite  par  Télimination  de  x  entre  les  formules 
u  =  /(:c),     D,M  =  0, 

acquière  des  racines  égales,  par  cofiséquent  des  radnes 
pour  lesquelles  se  vérifie  la  condition  D^U  =  o.  D  ail- 
leurs cette  condition  sera  remplie  pour  les  valeurs  de  u. 
correspondantes  à  des  val^rs  de  x ,  qui  vérifieront  nf»n- 

seulement  Féquatiou 

D^tt  =  o, 

mais  encore  la  suivante 

Dîtt<=:0. 

En  raisonnant  de  la  mèfae  manière ,  on  établira  géné- 
ralement la  proposition  suivante  : 

2™^  Théorème.  Soient  x,j^,  -z,...  des  variables  réeOes, 
et  14  =  y  (.r,  j,  -z,...)  une  fonction  réelle  de  x,  j,  «,•.. 
qui  demeure  continue,  du  moins  pour  des  valeurs  de  x, 
y^  2,.' «5  renfermées  entre  certaines  limites.  Soit  de  plus 
X,  y,  z,...  un  système  de  valeurs  de  x,  y,  «,...  qui,  étant 
comprises  entre  ces  limites,  vérifient  les  équations 

D,a  =  o,      Dy(/  =  o,      D,«  =  o,..., 
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et  qui  fournissent  le  maximum  maximorum^  o\f\e  mùu- 
mum-  minimorum  de  u,  pour  certaines  valeurs  particu- 
lières d'un  ou  de  plusieurs  paramètres  a,  S,  y,.**»  conte- 
nus dansia  fonction  u.  Si  ces  paramètres  vieni^ent  à 
varier,  le  système  des- valeurs  x  =  x,  jr-  =  y,  z  =25..., 
continuera  de  correspondre  au  maximum  maximorum  ou 
au  minimum  mmimoram  de  la  fonction  u,  jusqu^au  mo- 
ment où  les  paramètres  deviendront  tels  que  l'équation 
27=  o,  produite  par  Télîmination  de  x,y,  z,...,  entre 
la  formule 

'  w=/(x,>,  z,...), 

et  les  suivantes 

Dxa=:o,     D^M=:o,     D,a  =  o,..., 

acquière  des  racines  é^les ,  par  conséquent  des  racines 
pour  lesquelles  se  vérifie  la  condition  D„î7=o.  D'ailleurs 
cette  conditionnera  remplie  paj?  les  valeurs  de  u^  corres- 
pondantes à  des  valeurs  de  JC,  y,  z,...,  qui  vérifieront 
non-seulement  les  formules 

Dx«=o,     D^tt  =  o,     D,tf=o,..., 

mais  encore  la  suivante,  f^==o,  (^  désignant  la  fonction  al- 
ternée que  Ton  forme  avec  les  termes  renfermés  dans  le 
tableau 


Di  «, 

Dl,«, 

Di.«, 

îil,u. 

d;  «, 

d;.«, 

Di.«, 

d;.«, 

D.'  u, 

En  sorte  que  Ton  ait,  par  exemple,  quand  les  variables 
or,  j^,  <z, . . .  se  réduisent  à  deux, 
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Note  additionnette. 

M.  Jaoabi  a  appelé,  dans  ces  derniers  temps,  latren- 
tion  deâ  géomètres  sur  un  théorème  très-remarquable  de 
Poisson,  lequel,  pour  ceruins  systèmes  d'équations  dif- 
férentielles ,  permet  de  déduire  les  intégrales  les  unes  des 
autres  d'une  manière  directe,  et  sans  employer  dœ  qua- 
dratures; de  sorte  que,  dans  certains  cas,  il  suffit  de 
connaître  deux  intégrales  ppur  arriver  à  toutes  les  autres, 
n  nous  serait  impossible  d'exposer  ici  complètement  cette 
belle  théorie  de  Poisson ,  rendue  plus  générale  par  M.  Ja- 
cobi  ;  mais  novi^  pouvons,  en  terminant  ce  que  nous  avons 
à  dire  de  l'intégration  des  éqpations  différentielles  ordi- 
naires, profiter  d'une  Note  de  M.  Liouville,  pour  donner 
au  moins  une  idée  de  ce  genre  de  recherches. 

Supposons  qu'on  nous  donne  à  int^rer  les  quaur 
équations 

^    ^       (D,jr  =  F3  =  (pD.F,     D,P  =  F4  =  — ^D,F, 

dans  lesquelles  ^  désigue  une  fonction  doimée  des  cinq 
variables  a:,  u,  y^  i^,  ï,  et  F  une  fonction  des  seules  va- 
riables dépendantes  x,  u,  j%  i^. 

L'expression  F=C,  C  étant  une  constante,  sera  évidem- 
ment une  des  intégrales  des  équations  données,  car  cette 
équation  vérifie  évidenunent  l'équation  aux  dérivées  pai^ 
tielles 

D,F4-  F,D,F  -^F,D„F-hF3D^F-hF4D,F  =  o. 

Supposons  que  f  =,  c^  f  étant  une  fonction  des  seules 
variables  x,  w,  y  y  v^  soit  uue  seconde  intégrale  de  ces» 
mêmes  équations,  ou  que  l'on  ait  identiquement 

(C)     D.FD,/^D,FD„/-hD,FD,/-D^Fa/=o; 

et  proposons-nous  de  trouver  les  deux  autres  intégrales 
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qu'il  faut  joindre  aux  précédentes  F  =  C,  /  ^^  c,  pour 
déterniiner  ciotnplétement  x,  ih  jr^  ^  en  fonction  de  la 
variable  indépendante  t. 

Pour  cela  ,  observons  d'abord  que  des  deux  équations 
F  =  Ç,  y*  =  c,  on  peut  tirer  les  valeurs  de  deux  des  in- 
connues 1/  et  (^  par  exemple ,  en  fonction  des  deux  au- 
tres, et  des  constantes  arbitraires  C,  c.  Eji  portant  ces 
valeurs  dans  les  équations 

on  arrivera  à  deux  équations  k  deux  variables ,  et  pour 
que  f  =  c  soit  une  de  leurs  iniégrales,  il  suffira  que  l'on 
ait 

D,  f-*-^(D«FDxf4-D,FD^f)  =  o, 

ou  même  plus  simplement 

D«FD,f4-D,FD,f  =  o, 

si  f  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  t. 

Admettons  maintenant,  ce  que  nous  démontrerons 
tout  à  l'heure,  que  le  binôme  udx  +  i^^  soit  la  diflSé- 
rentielle  d*une  certaine  fonction  ;(  des'  seules  variables 
x^  jr  :  on  aura 

Mais  en  différentiant,  par  rapport  à  c,  dont  ueiu  dépen-  < 
dent,  l'équation  F  =  C,  on  trouve 

D.FDcK  -+-D,FDcP  =  o, 
ou 

D.F  D..De z  -+•  DrF  D,.D. ;;  =  o  ; 

donc  l'équation 

D,FD,f  -^D,FDj.f=:o 

sera  vérifiée,  et  f  =  c  sera  l'intégrale  cherchée,  si  l'on 
fait  f  =  DcXi  et,  par  conséquent,  l'équation  Dc^  =  c 
sera  tme  troisième  intégrale  des  équations  (D). 
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Si  9  e§t  une  fonction  de  t  seulement,  on  trouvcn  ai- 
sément une  quatrième  intégrale.  DifférenUons  en  eft\^ 
par  rapport  àC,  Téquation  F=:G,  puis  multiplions  pv^. 
il  tiendra 

—  ^  -f-  ^  (  D„  F  De  a  H-  D,  F  De  p)  =  o 
ou 

—  <p  -H  ^(D.FD^eAî  -H  D,EDj..DcAs)  =  o; 

d^où  il  suit  que  Téquation 

,D,f+^(D«FD,f-hD,FD^f)=o 

sera  satisfaite  par  f  =  De  x  —  /  9^^i  et  qn^ ,  par  consé- 
quent, c  étant  une  constante  arbitraire,  la  dernière  in- 
tégrale cberchée  des  équations  (D)  sera 

Mais  lorsque  f)  ne  se  réduis  pas  à  une  simple  fcHiction  de 
f.y  on  doit  se  borner  à  tirer  des  trois  intégrales  coniuies 
les  valeurs  de  trois  des  variables  dépendantes,  u,  j",  v\ 
par  exemple ,  vpour  les  reporter,  dans  la  {>remière  des 
.  équations  donnéiçs,  qui  ne  sera  plus  (fik  deux  variables, 
et  dont  il  restera  à  trouver  Tintégrale  complète. 

Il  reste  à  démontrer  que  udx  +  ^dy  est  une  différen- 
tielle exacte  ,  ou  que  D^a  =  D,i^.  Or,  des  deux  équations 
.  F  =  C,  f  ^t=iC^  diflérentiées  tour  à  tour  par  rapport  à  x 
et  ^9  <^Q  y  regardant  u,  (^  comme  fonctions  des  deux  pre* 
mières  variables ,  on  tire 

D,  F-+-D.  F  D,«H-D,  FD,  p=o,     Dx/4-D„/D,ii-hD,/  D,«^o, 
Dy  F-|-D„  FD^  a-hD,  FD^c^=o,     Dy./-4-D«/D^i«-^D,/D^F=o, 
_D./D>F-~Du/D,F  _D./D^F~D,/D,F 

'  ""  ""  D«/D,  F— D,/D«  F'     ^  "  '"Ù./D^F— D,/D.F' 

et  ces  deux  valeurs  sont  évidemment  égales,  en  vertu  de 
Téquatiofi  (C)  : 

D.FD,/--D,FD«/+D.FD^/— D^FD^/=o. 
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On  prouverait  aussi  de  la  même  manière  que  le  binôme 
xdu  -^-ydv  est  une  dîffërenlîlle  exacte  ^,  et  la  fonction 
(p  servirait,  comme  la  fonction;^,  à  détem^ner  les  deux 
demières*intégrales^  des  équations  données. 

M.  Jacobi  remarque  que  cette  méthode  d'intégration 
s'applique  d'elle-même  aux  deux  équations  du  second 
ordre 

qu'on  peut  remplacer  par  les  quatre  suivantes 
D,a;=tt,     D/M  =  — D,(R-|-/i), 

et  qui  déterminent  le  mouvement  d'un  mobile  qui  me  meut 
dans  un  plan  soumis  à  des  actions  D^Q,  D^-A)  fonctions 
des  distances  r,  r  de  ce  pol|it  à  deux  centres  fixes  situés 
dans  ce  plan.  Pour  faire  coïncider  ces  équations  avec  les 
équations  (D),  il  suffit  de  poser 
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